Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pé6s-Graduacao em Matematica
Curso de Mestrado em Matematica

Corpos Quadraticos e Reticulados

por
Joao Coelho Silva Filho
sob orientacao do

Prof. Dr. Anténio de Andrade e Silva

Dissertacao apresentada ao Corpo Do-
cente do Programa de Pés-Graduagao
em Matemética - CCEN - UFPB, como
requisito parcial para obtencao do ti-

tulo de Mestre em Matematica.

Junho/2001

Joao Pessoa - Pb



Corpos Quadraticos e Reticulados

por

Joao Coelho Silva Filho

Dissertacao apresentada ao Corpo Docente do Programa de Pés-Graduacao em Mate-
mética - CCEN - UFPB, como requisito parcial para obtencao do titulo de Mestre em

Matemaética.
Area de Concentracio: Algebra

Aprovada por:

Prof. Dr. Anténio de Andrade e Silva
Prof. Dr. Lenimar Nunes de Andrade

Prof. Dr. Hélio Pires de Almeida

Universidade Federal da Paraiba
Centro de Ciéncias Exatas e da Natureza
Programa de Pés-Graduacao em Matematica

Curso de Mestrado em Matematica

Junho/2001

ii



Agradecimentos

1. Ao meu orientador Prof. Dr. Antonio de Andrade e Silva, pela orientacao eficaz
neste trabalho, pela compreensao, pelo incentivo e pela valiosa colaboragao para

realizacao deste.

2. Aos professores do DM - UFPB, pelo incentivo, conhecimento e experiéncia trans-

mitido, os quais foram indispensdveis para elaboracao deste.

3. A todos os colegas do Curso de Mestrado, pelo incentivo e amizade. Em especial

aos que contribuiram diretamente na elaboragao deste.

4. A Rosimar, Sandino, Ana Paula, Jodo Magarefe e toda a minha familia, por tudo que
fizeram em meu favor. Agradeco pelo apoio e incentivos recebidos e pela compreen-
sao do motivo de té-los privado da minha presenca por varios momentos importantes

de suas vidas e por me esperarem sempre, carinhosamente, de bracos abertos.
5. A UEMA e a CAPES, pela colaboragéo financeira.

6. A todos que diretamente ou indiretamente contribuiram na realizacdo deste tra-

balho.

iii



Dedicatoria

v

A minha mae

“in memoriam”
Maria dos Santos
Ao meu pai
meus filhos
minha esposa e

todos os meus familiares.



Notacao

Zk - Anel dos inteiros de um corpo de nimero K
R [z] - Anel dos polinémios sobre R

B - Base

N - Conjunto dos nimeros naturais

Z - Conjunto dos nimeros inteiros

Q@ - Conjunto dos nimeros racionais

R - Conjunto dos niimeros reais

C - Conjunto dos niimeros complexos

@ - Conjugado complexo de «

= - Congruente

[I] - Classe do ideal [

det A - Determinante de A

D(B) - Discriminante de B

| - Divide

3 - Existe

|-] - Fungao maior inteiro

df - Grau do polindémio f

(K : Q] - Grau de K sobre Q

(x1,...,2,) - Ideal gerado por z1,...,z,
(K : Q) - Indice de K em Q

~ - Isomorfo

N(a) - Norma do elemento «

N(I) - Norma do ideal I

ker f - Nicleo do homomorfismo f

V - Para todo

fa(z) - Polinomio caracteristico de «
[] - Produto

A - Retitculado

~ - Semelhante

«~ - Similar

> - Soma



Tr(a) - Trago de «
V(A) - Volume da regido fundamental de A
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Introducao

Os numeros tém fascinado o homem h& milénios. Os pitagéricos estudaram muitas
propriedades dos niimeros Naturais e o famoso teorema de Pitdgoras, através da geometria,
contendo um enuciado da teoria dos nimeros. Mas, antes os babilonios ja haviam notado
os triades de Pitdgoras. Um tablete de barro de 1500 A.C. mostra a sofisticada técnica
dos Babilonios.

Os Gregos Antigos se concentraram no estudo da Geometria, mas, se interesaram pelos
nimeros. Em 250 D.C. Diophantus de Alexandria escreveu um significante tratado em
equagoes polinomiais, que estudava as solugoes em fragoes, hoje chamado de equacoes
Diofantinas. Os Hindus acrescentaram os niimeros negativos e o zero, com a conquista de
Alexandria pelos moslem, a matematica é enxertada pelas influéncias Grega e Hindu. No
século XV I, Cardano usa os negativos e os imagindrios, formando mais tarde os mimeros
complexos.

Um grande matematico da teoria dos ntiimeros foi Pierre Fermat. Ele fez pequenas
publicagoes em correspondéncia com outros matematicos. Ele langou véarios desafios na
teoria dos nimeros e deixou varios teoremas cujas provas nao eram conhecidas. O fato
mais famoso é a equacao Diofantina

24yt =z
que nao tem solucao inteira nao-trivial para x,y,z e n > 3. Como nao foi conhecida
a prova, o teorema foi reduzido a conjectura juntamente com outros resultados. Vérios
estudiosos da teoria dos nimeros atacaram esses problemas, por exemplo Kummer. Gauss
citou esse fato em um trabalho de teoria dos nimeros, o que ja tinha sido observado em-
piricamente por Euler. Somente em 1993, o matemaético inglés Andrew Wilies completou
a prova que ja havia 345 anos da formulagao de Fermat.
No nosso trabalho, enuciaremos alguns conceitos e resultados bésicos dos grupos

abelianos finitamente gerados, daremos um definicao abstrata de anel comutativo com
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unidade, onde serao feitos alguns exemplos, entre eles os inteiros de Gauss, que sao
nimeros complexos da forma a + bi, onde a e b sao inteiros. Definiremos os corpos e
reticulados apresentando os principais resultados necessdrios para a compeensao deste
trabalho.

Para desenvolver esta teoria dos corpos quadraticos, apresentaremos os resultados da
teoria dos nimeros algébricos construindo os subcorpos e subanéis de C. Um subanel
de C é um conjunto fechado para adicao, subtracao, multiplicagao e contém o 1. Se um
numero 6 é um elemento de um subanel, entao 6 é chamado algébrico, se ele é raiz de
algum polindmio com coeficientes inteiros e o é chamado transcendente se 6 nao é raiz
de nenhum polinémio com coeficientes inteiros. Z[f] é o menor subanel de C contendo
0 e Z e é chamado o subanel gerado por 6. Para abordarmos a fatoracao tnica de um
inteiro algébrico, estudaremos as fungoes norma e traco de um elemento 6, além, do
discriminante da base de um corpo de nimeros.

Um corpo quadrético ¢ um corpo de dimensao 2. Uma base minimal de um corpo

quadrético é da forma
{1,0},

onde s6 existem duas possibilidades para 0:
1 d
6 =+d ou = +T\/_’

onde d ¢é livre de quadrado, logo, d nao divide 4 e d = 1,2 ou 3(mod4). Se d > 0, o
anel Z [0] sao simples, assim trabalharemos o anel dos inteiros Zx de um corpo K = Q(0)
com d < 0, os quais apresentam figuras interesantes. A representacao geométrica de
Zy € uma grade retangular, triangular ou quadratica, este ltimo é quando d = —1, o
anel dos inteiros de Gauss Z [i], essas grades geométrica serao identificadas como uma
representacao grafica dos reticulados que estao associados a um ideal de Zg.

No 1ltimo e principal capitulo, procuraremos os irredutiveis em Zg, com o objetivo de
provar a fatorizacao tnica em ideais primos e relacionar primos em Z com ideais primos
em Zg. H& duas possibilidades para um ideal de Zg ou ele é gerado por 2 elementos
ou ¢é principal. Fechando o trabalho, provaremos o Lema de Minkowski que garante
a existéncia de um conjunto conveniente S de pontos nao-nulos de um reticulados A,
relacionado com a regiao fundamental do reticulado A. Conhecendo os ideais e com base

no Lema de Minkowski faremos um estudo das classes de ideais de Zg, estas formam um
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grupo abeliano e se o grupo formado pela classe de ideais de Z é trivial, entao todo ideal
de Zy é principal. Onde Zg é um dominio de fatoragao tinica. Em geral,o grupo gerado
pelas classes de ideais é ciclico, temos o caso Zyx = 7Z [\/—_21], onde o grupo das classe
de ideais é o Grupo de Klein. Serd apresentado um algoritmo de tentativas e erros para

podermos investigar o conjunto de geradores da classe de ideais, ou seja, o grupo de classe

C.



Capitulo 1

Resultados Basicos

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados bésicos da teoria dos grupos, anéis e
modulos que serao necessdrios para os proximos capitulos, o leitor interessado em mais
detalhes deve consultar [3, 5, 7]. Apresentaremos também a defini¢do, propriedades e

resultados sobre reticulados que serao necessédrios para o desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Grupos

Um conjunto nao vazio G munido com uma operagao bindria

*x: GxGE—d{d

(a,b) — axb

é um semigrupo se a operacgao bindria é associativa, isto é, a x (b* ¢) = (a * b) * ¢, para
todos a,b,c € G.

Um semigrupo G é um grupo se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. Existe e € G tal que e x a = a, para todo a € G.

2. Para todo a € G, existe b € GG tal que b*a = e.
O grupo é abeliano ou comutativo se também vale
3. a*b=>bxa, para todos a,b € G.

Com o objetivo de simplificar a notagao usaremos ab em vez de a x b. A ordem de

um grupo G ¢é a cardinalidade do conjunto G e denotaremos por |G|. Se G e H sao dois



grupos, entao o produto direto de G com H, denotado por G' x H, é o conjunto de todos

os pares ordenados (g, h), onde g € G e h € H, com a operacao bindria

(9,0)(g'; 1) = (g9g', hi).

E facil mostrar que G x H ¢ um grupo com elemento identidade (e, e) e o elemento inverso

de (g,h) é (g1, h7Y). Assim, G* = G x G. Generalizando, temos
G"=GxGx- - xG.

Sejam G um grupo e H um subconjunto de GG. Dizemos que H é um subgrupo de G,

em simbolos H < G, se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. H #(;
2. ab~! € H, para todos a,b € H.

Note que, se G é um grupo de ordem finita, entao um subconjunto nao vazio H de G
é um subgrupo se, e somente se, H é fechado com relacao a operacao de G.

Sejam GG um grupo e H um subgrupo de GG. Dado a € G, o conjunto
aH = {ah :Vh € H}

é chamado a classe lateral o esquerda de H em G determinada por a. De modo semelhante,

podemos definir a classe lateral a direita Ha de H em . O conjunto de todas as classes

G
L

laterais & esquerda de H em G formam uma particao de GG, que denotamos por

Dados a,b € G, dizemos que a é congruente a b mdédulo H se a='b € H, que denotamos
por a = b(mod H). E facil verificar que = é uma relacao de equivaléncia em G e que a
classe de equivaléncia determinada por a é igual a classe lateral a esquerda aH. O elemento
a é chamado um representante da classe de equivaléncia. E também facil verificar que
existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto das classes laterais a esquerda
de H em G e o conjunto das classes laterais & direita de H em G. A cardinalidade do
conjunto das classes laterais a esquerda (ou a direita) de H em G é chamado o indice de
H em G, que denotamos por (G : H).

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Dizemos que H é um subgrupo normal

de GG, em simbolos H < G, se
Ha =aH,Va € G,



isto &,
aHa™' = H,Va € G.

Sejam G um grupo e H um subgrupo de GG. Entao % ¢ um grupo com operacao
aHbH = abH, para todos a,b € G, se, e somente se, H é um subgrupo normal de G.
Neste caso, % ¢é chamado o grupo quociente de GG por H.

Um grupo abeliano aditivo G é finitamente gerado se existirem g¢y,...,g, em G tais
que

g=a101 + -+ angn,a;, € Z

para todo g € G, isto &, G ¢ finitamente gerado se G = (g1, ..., ¢9,). Quando G = (g),
para algum g € GG, dizemos que G é ciclico A ordem de um elemento g € G, em simbolos
o(g), é definida como o(g) = |(g)|. E facil verificar que se o(g) é finita, entao o(g) ¢ igual
a0 menor inteiro positivo k tal que ¢* = e.

Sejam GG e H dois grupos. Uma fungao ¢ de G em H é um homomorfismo de grupos

©(9192) = ¢(91)9(92),

para todos g1, g € G. Neste caso, a imagem de ¢ é o conjunto

Ime = {h:h=p(g) para algum g € G}

= {p(g9): g€ G},

O nicleo de ¢ é o conjunto

kero ={g € G:p(g) =e}.

E facil verificar que Im ¢ ¢ um subgrupo de H e ker ¢ ¢ um subgrupo normal de G.

Um homomorfismo de grupos ¢ : G — H é um isomorfismo se @ ¢é bijetora. Quando
existir um isomorfismo entre G' e H dizemos que G e H sao isomorfos e denotamos por
G ~ H. Um endomorfismo de um grupo G é um homomorfismo ¢ : G — G. Denotamos
por

End (G) ={p: G — G : ¢ & um homomorfismo}.

Um automorfismo de um grupo G é um isomorfismo ¢ : G — G. Denotamos por

Aut (G) ={p: G — G : ¢ & um isomorfismo}.



Teorema 1.1 [5] Sejam G, H dois grupos e p : G — H um homomorfismo de grupos.

Entao
~ Im .
ker ¢ i
|
Dizemos que os elemento g¢i,...,g, de um grupo G sao linearmente independentes
sobre 7Z se
a1g1+--+apg, =0=>a;,=0,Vi=1,...,n.
Um conjunto {gi,...,g,} de elementos linearmente independentes de G' que gera G, é

chamado uma Z-base de GG. E f4cil verificar que se G € um grupo abeliano que possui uma
Z-base com n elementos, entao

G~7".

Um grupo abeliano que possui uma Z-base com n elementos é chamado um grupo abeliano

livre de posto n.

1.2 Anéis

Nesta secao apresentaremos alguns resultados classicos da teoria de anéis que serao
necessarios para a compreensao desta dissertagao.
Um anel é um conjunto nao vazio R equipado com duas operacoes bindrias adigao

(z,y) — = + y e multiplicagao (x,y) — =y tal que as seguintes propriedades valem:

1. R é um grupo comutativo sob a adicao.
2. z(yz) = (xy)z, para todos z,y, z € R.

3. x(y+2) =xy+xz, (x+y)z =22+ yz, para todos z,y, z € R.

Se um anel R satisfaz as propriedades:

4. Existe 1 € R tal que z1 = 1o = x, para todo x € R, dizemos que R é um anel com

identidade.

5. xy = yx, para quaisquer =,y € R, dizemos que R ¢ um anel comutativo

Se um anel R satisfaz a propriedade:



6. Para todos z,y € R, 2y = 0 = z = 0 ou y = 0, dizemos que R é um anel sem

divisores de zero. Caso contrédrio, dizemos que R é um anel com divisores de zero.

Dizemos que um elemento x € R, x # 0, é reqular se x nao é divisor de zero.

Se R é um anel comutativo, com identidade e sem divisores de zero, dizemos que
R é um dominio. Um elemento x € R é dito uma unidade de R se existir y € R tal
que zy = yr = 1. Denotaremos por U(R) o conjunto de todas as unidades de R. Se
U(R) = R* = R — {0}, dizemos que R é um corpo. Salvo menc¢ao explicita em contrario,
todos os anéis considerados neste trabalho serao comutativos com identidade.

Um subconjunto nao vazio S de um anel R é um subanel de R se as seguintes condicoes

sao satisfeitas:

1. para todos x,y € S, tem-se x — y € 5}
2. para todos x,y € S, tem-se xy € S;

3.1e€85.

Um subconjunto nao vazio I de um anel R é um ideal de R se as seguintes condi¢oes

sao satisfeitas:

1. para todos x,y € I, tem-se x —y € [;

2. Paratodoxr € I er € R, tem-se rx € I.

Sejam R e S dois anéis. Uma funcao ¢ de R em S é um homomorfismo de anéis se as

seguintes condicoes sao satisfeitas:

L ¢(x +y) = é(x) + ¢(y), para todos z,y € R;
2. ¢(zy) = ¢(x)p(y), para todos x,y € R.

Um ideal I de R é dito préprio se I # R. Um ideal I de R é dito finitamente gerado

se existir um subconjunto finito S = {1, xs,...,2,} de R tal que

I = ()
= Rxi+ Rzo+---+ Rz,
= {ani:riER}.
i=1
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O ideal I = Rx = (x) é chamado ideal principal gerado por x € R. Um dominio R é um
dominio de ideais principais se todo ideal de R é principal.

Sejam R um anel e z,y € R, com x # 0. Dizemos que z divide y, em simbolos z | y, se
existir z € R tal que y = xz. Sey = xz, com x,z € R—U(R), dizemos que = é um divisor
proprio de y. Sejam x,y € R*, dizemos que z e y sao associados se existir u € U(R) tal

que y = uz.
Lema 1.1 [5] Sejam R um dominio e x,y € R*. Entao:
1. x € U(R) se, e somente se, (x) = (1) = R;
2. x divide y se, e somente se, (y) C (x);
3. x ey sdo associados se, e somente se, (y) = (z);
4. x é um divisor préprio de y se, e somente se, (y) C (x) C (1). [ |
Sejam [ e J dois ideais de R. Entao

I+J={x+y:xeleyecJ}

IJ:{inyi:xiEI,yiEJenEN}

i=1
sao ideais de R. Note que, a soma e a multiplicacao de ideais podem, de forma indutiva,
ser generalizada para qualquer nimero finito de ideais.

Um ideal P de um anel R é um ideal primo de R se P # R e para todos x,y € R e
xy € P, tem-se x € Pouy € P.

Teorema 1.2 [5] Sejam R um anel e P um ideal de R. Entdo as sequintes condigoes sGo

equivalentes:

1. P é um ideal primo de R;
2. Se I e J sao ideais de R tais que IJ C P, entao I C P ou J C P;

3.

l=

é um dominio. [ |



Um ideal nao nulo M de um anel R é um ideal mazimal de R se M # R e se J é um
ideal de R tal que M C J C R, entao M = J ou J = R. Dizemos que R é um anel local
se R tem um tnico ideal maximal. Neste caso, U(R) = R — M. Um ideal M de um anel
R ¢éum ideal minimal de Rse M # R e J éum ideal de R tal que {0} C J C M, entdo
J={0} ou J =M.

Proposicao 1.1 Seja I um ideal proprio de R. Entdao I é maximal se, e somente se,

(I,7) = R, para todor € R — 1. [
Observacao 1.1 Todo ideal mazximal é primo.

Teorema 1.3 [5] Sejam R um anel e M um ideal de R. Entao M é mazximal se, e

somente se, % é um corpo. |

Seja R um anel. Um elemento p € R* é irredutivel sobre R se as seguintes condicoes

sao satisfeitas:

L p ¢ U(R);

2. Se p=be, entao b € U(R) ou ¢ € U(R), isto é, p ndo tem divisores proprios.
Proposicao 1.2 Seja R um dominio. Entdo as sequintes condi¢oes sdo equivalentes:

1. Para cada © € R*, com © ¢ U(R), o processo de fatoragio de x termina apds
um numero finito de passos e resulta na fatoragcio x = py---pp de x em fatores

wrredutiveis de R;

2. Se (x1) C (wg) C -+ C (xn) C -+ € uma seqiiéncia estritamente crescente, entio

existe ng € N tal que (x,) = (xn,), para todo n > ny.
Prova. (1. = 2.) Suponhamos que
(r1) C(@2) C -+ C(wp) C -+~

seja uma seqiiéncia estritamente crescente infinita. Entao (z,) C (1), para todo n € N,
pois (,) C (zp+1) C (1). Como (z,—1) C (x,) temos que x, é um divisor préprio de
Tp_1, digamos x,,_1 = TpYn, com T, Yy, ¢ U(R). Assim,

L1 = T2Y2 = T3Y3Ta = TaYalYslo = -+ .
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Logo, o processo de fatoracao de x; nao termina apés um nimero finito de passos.

(2. = 1.) Suponhamos que z € R* e x ¢ U(R). Se x é irredutivel, nada hé para
provar. Se nao, existem z1,xo € R — U(R) tais que © = x1x9. Se x1 e x5 s@o irredutiveis
acabou. Caso contrédrio, pelo menos um dos dois é redutivel, digamos x;, assim, existem
r11, 12 € R — U(R) tais que x1 = x11212, € assim por diante. Agora, vamos verificar que

este processo termina. Como = = x125 temos que
(z) C (z1) C R.
Pela fatoracao de x1, obtemos
(x) C (x1) C (x11) C R.

Assim, se este processo nao terminar, obtemos uma seqiiéncia estritamente crescente
infinita
<£L’> C <l’1> C <ZE11> C---CR.

[ |
Seja R um anel. Um elemento p € R é primo sobre R se as seguintes condicoes sao

satisfeitas

1. p ¢ U(R);

2. Se p divide ab, entao p divide a ou p divide b.
Observacao 1.2 Todo elemento primo nao nulo é irredutivel.

Um dominio R é chamado um dominio de fatoracao inica se as seguintes condigoes

sao satisfeitas:

1. Para todo a € R* e a ¢ U(R), existem elementos irredutiveis p; € R, 1 < i < n,

tais que

2. Dadas duas fatoracgoes em irredutiveis de R,

n m
Ir=11a
i=1 j=1

entdo m = n e existe uma permutacado o de {1,...,n} tal que p; = ug,(;, onde

u e U(R).



Proposigao 1.3 [4] Seja R um dominio. Suponhamos que a fatora¢ao exista em R.
Entao R é um dominio de fatoracao unica se, e somente se, qualquer elemento irredutivel

é primo. |

Proposigao 1.4 [5] Se R é dominio de ideais principais, entdo R é um dominio de

fatoragao tinica. [ |
Uma fun¢ao Fuclidiana para um dominio R é uma funcao ¢ : R* — Z tal que
1. Se a,b € R* e a divide b, entao ¢(a) < p(b);
2. Se a,b € R, com b # 0, entao existem ¢, € R tais que

a=0bqg+r, onde r=0 ou p(r) < ¢(b).

Exemplo 1.1 Seja
R=1Zli|={a+bi:abeZ}
o anel dos inteiros de Gauss. Entao a fun¢do ¢ : R* — 7 definida por

pla) = a® + b,

onde a = a + bi, é Fuclidiana. De fato, sejam o, € R* e se [ divide «, entdo existe

v € R* tal que o = By. Como |y|> > 1 temos que

@ (B) < (B)e(7) =¢(By) = vla).

a
Por outro lado, como podemos identificar C com o plano, temos que cada — € C estd no

5
interior ou na fronteira de um quadrado com diagonal de comprimento /2. Assim, existe
Q
um vértice ¢ com distancia menor que ou igual a ? de B Logo,
« 2
15} 2

Tomando r = o — qf3, obtemos que o = qf3 + r, onde
!
bl =l = a8l = 131§ ~ o] < 1.
g
Assim, ¢ (1) < ¢ (B). Portanto, ¢ é uma fun¢ao Fuclidiana.

Se um dominio R tem uma funcao Euclidiana, dizemos que R é um dominio Euclidiano.
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Teorema 1.4 [5] Se R é um dominio Euclidiano, entio R é um dominio de ideais prin-

C1Pas. |

Seja R um anel. Um R-mddulo V é grupo comutativo aditivo munido com uma

aplicagdo R x V' — V, (z,v) — xv, tal que as seguintes propriedades valem:

1. xz(yv) = (zy)v, para todos z,y € Rev € V.
2. z(u+v) = 2u+ xv, para todo x € Re u,v € V.
3. (z+y)v=2av+yv, para todos z,y € Rev € V.

4. 1v = v, para todo v € V.
Note que, se R é um corpo, entao um R-mdédulo é um espaco vetorial sobre R.

Exemplo 1.2 Seja G qualquer grupo abeliano aditivo. Entdao é facil verificar que G é

um Z-modulo com a operacao
Zx G — G, (n,g) = ng,

onde
(n—1)g+g sen>0

ng=4 0 sen=>0
(—n)(—g) se n < 0.
Um subconjunto nao vazio W de um R-médulo V' é um R-submddulo de V' se as

seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. para todos w,v € W, tem-se w — v € W;

2. Paratodor € Rew € W, tem-se zw € W.

Teorema 1.5 Sejam G e H dois grupos abelianos. Sejam {g1, ..., g} uma Z-base de G
e hi,...,h, elementos arbitrarios de H. Entao existe um unico homomorfismo de grupos

¢ : G — H tal que ©(g;) = h;, para todo i =1,2,... n.

Prova. Seja g € G. Como {gi,...,9,} € uma Z-base de G temos que existem tinicos
a; € 7 tais que

g=ag1+ -+ angn.
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Definimos ¢ : G — H por
©(g) = arhy + - - - + aphy,.

Sendo o0s a; tnicos, a fun¢ao ¢ é bem definida e ¢(g;) = h;, pois
9i=0g +---+1g;+---+0g,,2=1,...,n.
Sejam g = ayg1 + -+ + angn € ¢ = big1 + -+ + byg,. Entao
9+9 =(a+b)g+ -+ (an + bn)gn.
Logo,

olg+4g) = (ar+b)hy+--+ (a, +bp)h,
= a1h1 + blhl + -+ anhn + bnhn
= (arhi + -+ anhy) + (b1hy + - -+ + buhy)

= o(g9) + (g

Finalmente, se ¢ : G — H é um homomorfismo tal que ¥(g;) = h;, para todo i =

1,2,...,n, entao
Ulg) = vlagr+ -+ angn)
= ap(g1) + -+ ant(gn)
= arhy + -+ ayhy,
= ©(9).
Como ¥(g) = ¢(g), para todo g € G, temos que 1) = . [ |

Seja V um R-médulo. Uma seqiiéncia crescente
W, CWyC - CW, C---
de R-submédulos de V' é uma cadeia crescente. Uma seqiiéncia crescente
WycWyC---CW, C---

de R-submédulos de V' é uma cadeia estritamente crescente. De modo inteiramente andl-
ogo, define-se uma cadeia decrescente e cadeia estritamente decrescente. Dizemos que

uma cadeia crescente

WicWw,c---CW, C---
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de R-submédulos de V' é estaciondria se existir ny € N tal que
W, = Wy, Vn > ny.
Um anel R é um anel Noetheriano se todo ideal de R é finitamente gerado.
Proposicao 1.5 Seja R um anel. Entdo as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
1. R é anel Noetheriano
2. Toda cadeia crescente de ideais de R é estaciondria;
3. Todo conjunto nao vazio de ideais de R tem um elemento maximal.

Prova. (1. = 2.) Seja
LThLC---CL,C---

uma cadeia crescente de ideais de R. E fécil verificar que

I = [j[”
n=1

¢ um ideal de R. Por hipétese, existem aq,...,ar € R tal que

I ={ay,...,a).
Como ay, ..., a; € I temos que existem n;,,...,n;, € N tais que a; € I, ,...,a; € In,, .
Tomando ny = max{n;,,...,n; } temos que ai,...,a; € I,,. Logo, I C I, assim,

I = I,,. Portanto, I,, = I,,,Yn > ny.
(2. = 3.) Seja
F ={I:1 um ideal de R}
uma familia nao vazia de ideais de R. Seja I; € F. Entao, se I; é um elemento maximal,
acabou, caso contririo, existe I € F tal que I; C I,. Se Iy é um elemento maximal,
acabou, caso contrério, existe I3 € F tal que I; C I, C I5. Prosseguindo assim, e pela

hipétese, F contém um elemento maximal M = [j.

(3. = 1.) Seja I um ideal de R. Seja
F ={J:J éum ideal finitamente geradode R e J C I}.

Como {0} € F temos que F # (). Logo, pela hipétese, F contém um elemento maximal

M.
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Afirmacao: M =1.
De fato, suponhamos, por absurdo, que M & I. Entao, existe x € [ e x ¢ M. Se
L=M+(z) CI,entdo L € F, com M & L, o que é uma contradigao. [ |

Exemplo 1.3 Todo anel de ideais principais é um anel Noetheriano.

Sejam R um anel e
R* ={f = (ai)icz, : a; € R}
o conjunto das seqiiéncias formais sobre R tal que a; # 0 somente para um nimero finito
de indices. Dados f = (ai)icz,,9 = (bi)icz, € R**9, dizemos que
f=g9a=0b,Viel,.

Definimos em R*“¢ duas operagoes bindrias, adicao e multiplicacao, por

f+g="(ag+bo,a1+by,...) e fg=(coca,...),

onde

Cr — Z aibj.

i+j=k
Note que, somente um niumero finito de termos aparece nesta soma, pois se i + j = k,
entao 0 < 7,5 < k. Com estas operagoes R**? é um anel comutativo com identidade, o
qual serd chamado de anel dos polinémios na varidvel x.
Seja
S ={(a,0,0,...):a € R}.
Entao, S é um subanel de R*? isomorfo a R. Assim, podemos identificar (a,0,0,...) com

a. Vamos denotar ax por

(0,a,0,...).

Mais geralmente, o sfmbolo az™ denota

onde a estd na (n + 1)-ésima posigao. Usando esta notacao cada seqiiéncia

f=(ag,a1,...,a,,0,...)
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pode ser escrita de modo tnico na forma

f = (a0,0,0,...)+(0,a1,0,...)+---+(0,...,0,a,,0,...) + -

= ag+ a1 x+ -+ a,a"
= ZCLZZZ
i=0
Para identificar a indeterminada x vamos denotar R**? por R|x].
Lema 1.2 (Critério de Eisenstein) [5] Sejam R um dominio e
f=a+ax+--+a, 12" +a,2" € Rlx].
Se existir um ideal primo P de R tal que
1. a, ¢ P;
2. ag,a1,...,0p_1 € P;
3. Qg ¢ P2,
entao [ € irredutivel sobre R. ]

Teorema 1.6 (Kronecker) [5] Se f € K [z] é irredutivel sobre o corpo K, entdo existe

um corpo L contendo K e as raizes de f. [ ]

1.3 Reticulados

A norma quadrdtica ou peso Euclidiano ||x||* de um vetor x € R" é a soma dos
quadrados de suas componentes, isto &, ||x||> = (x,x) = xx’, onde (x,x) é o produto
interno de x por x. A distdncia Fuclidiana quadrdtica entre dois vetores x,y € R" é a
norma quadritica de sua diferenca, isto é, d*(x,y) = ||x — y||>. Isto implica que R™ esté
munido com uma medida de distancia aditiva, a qual ¢ invariante por translacao.

Uma isometria ou um movimento rigido de R™ é uma fungao ¢ : R” — R" que preserva
distancia, isto é,

lex) =)l = lIx =yl

para todos x,y € R". O conjunto de todas as isometrias de R", denotado por Isom(RR"),

é um subgrupo do grupo simétrico Sg.. Uma translacao por um vetor xo € R” é um
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fungao ty, : R" — R" dado por t,(x) = x + Xg, para todo x € R". Uma translacdo ¢é

completamente determinada quando sabemos seu valor na origem, isto é,

txo (O) = Xp.

E claro que t,, € Isom(R"), para todo xo € R". O conjunto das translacoes de R",
denotado por T'(R™), é um subgrupo normal de Isom(R™). Além disso, T'(R™) é isomorfo
ao grupo aditivo dos vetores de translagoes xo € R", isto é, a fungao ¢ : T(R™) — (R", +)
definida por 9(ty,) = Xo ¢ um isomorfismo.

Uma transformagao linear 7' : R” — R" é chamada ortogonal se a mesma preserva o

produto interno, isto é,
(T'(x), T(y)) = (x,y),

para todos x,y € R". E claro que T € Isom(R™). O conjunto das transformagoes ortog-
onais de R”, denotado por O(R"), ¢ um subgrupo de Isom(R"). Note que, os elementos
O(R™) sao rotagdes em torno da origem e/ou reflexdes através do hiperplano passando
pela origem (um hiperplano H em R™ é uma translacao de um subespago W de dimensao
n—1).

Seja B = {ey,...,e,} a base canonica em R™. Entdo para cada T'(e;) € R™ existem

unicos 7;; € R tais que
n

T(@j) = ZTUGZ’. (eql)

=1

Seja O a transposta da matriz dos coefientes do sistema (?7?), isto é, O = (7). Assim,
(T'(e:), T(eg)) = <Z TkiChs Zmez>
k=1 =1
= Z Z TkiTj1 <€k, €l>

k=1 1=1
n

= E TikTkj,

k=1

pois (e, €;) = . Como (T'(e;), T(e;)) = (e;, €;) temos que

n
g TikTkj = Oij-
k=1

Portanto, OO" = I. Neste caso, as colunas (linhas) de O formam uma base ortonormal

para R™. Além disso, se det(O) = 1 dizemos que T é uma rotacao propria; se det(0) = —1
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dizemos que T é uma rotagdo impropria; se det(O) = —1 e O? = I dizemos que T é uma
reflexao.

Uma esfera em R™ com centro c e raio p consiste de todos os pontos x € R” tais que
I — c||* = p?, isto ¢,

E(c) = {x e B": [x — c|* = ).

O volume de E,(0) ¢ definido por

onde

G(a) = / e "2 tdr, o > 0,
0

¢é a funcao Gama. Sendo n um inteiro positivo ha dois casos a serem considerados:

1. Se n é par, digamos n = 2k, entao

2. Se n é fmpar, digamos n = 2k + 1, entao
_ 92+ |k (2k+1)
(2k+1)!

V(E,(0))
Note que, V(E,(c)) = V(E,(0)), pois o volume é invariante por translagao.

Um empacotamento esférico I' em R™ de raio p consiste de uma seqiiéncia infinita de
. 2 . . ~
pontos ¢y, €, ... em R™, tais que ||c; — ¢;||” > 4p? para todo i # j. Os ¢; sdo os centros

das esferas e p é o raio de empacotamento e, neste caso,

d?nln(r) = 4p27
onde d?; (T') ¢ a distancia Euclidiana quadratica minima entre os elementos de T', isto &,

a distancia intraconjunto de I'.

Um subgrupo aditivo em R™ é discreto se sua intersecao com qualquer subconjunto
limitado em R™ é finita. Um reticulado A é um subgrupo aditivo discreto em R" ou,
equivalentemente, os centros do empacotamento esférico de A formam um grupo aditivo

sob a adicao de vetores.
Exemplo 1.4 A =7Z" é um reticulado de R™.
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Teorema 1.7 Seja A um reticulado em R™. Entao A é gerado, como Z-mddulo, por m

vetores linearmente independentes sobre R, neste caso m < n.

Prova. Seja {x1,...,X,,} um subconjunto maximal de vetores linearmente independentes
de A sobre R. Sejam I' = (x1,...,Xp), ['m1 = (X1, -, Xm-1) € Apy_1 = ANT,, 1. Entao
é claro que A,,_; é discreto. Portanto, se m > 1, podemos supor, como hipétese de
inducao, que A,,_1 é gerado, como Z-médulo, por [ vetores linearmente independentes
sobre R, digamos yi,...,y;. Como x1,...,X,,_1 € A,,_1 temos que [ = m — 1. Assim,

podemos substituir yi,...,¥,_1 POr X1, ..., Xy 1. S€ja
T:{XEAIX:t1X1+"'+thm, 0<t; <1l e OStmgl}

Entao é claro que T é limitado, finito e x,, € T, pois A é discreto. Assim, podemos

escolher y,, € T', com o ltimo coeficiente t,, 0 menor possivel e positivo, digamos
Ym =0CX1+ -+ X, 0<c, < 1.

Afirmagao: {xi,...,X;_1,Ym} ¢ uma Z-base de A.
De fato. E facil verificar que {X1, ..., Xm_1,¥m} € linearmente independente sobre R.

Dado qualquer vetor x € A temos que
X=bx1+ +bp1Xm-1+ bpyYm, b; € R.
Como para cada i, b; = ¢; + a;, onde ¢; € Z e 0 < a; < 1, temos que X = z + r, onde
Z=@1X1+  + @m-1Xm-1 T+ @n¥Ym € Y =01X1 + -+ Gn—1Xm—-1 + Gm¥Ym-

Sendor € T e a,, < b, temos, pela escolha de b,,, que a,, = 0. Portanto, {x1,...,Xn_1,¥}

gera A. [ ]

Sejam (G, H dois grupos abelianos livres e f : G — H um isomorfismo de grupos. Se
{h1,...,hy} € uma Z-base de H e f(g;) = h;, i = 1,...,m, entdo é ficil verificar que

{91, --,9m} € uma Z-base de G.

Teorema 1.8 Sejam G um grupo abeliano livre de posto n e H um subgrupo proprio de

G. Entao H tem uma Z-base com m elementos e m < n.

17



Prova. Seja {g1,...,9nm} uma Z-base de G. Entao existe um unico homomorfismo o :
G — R™ tal que
o(g))=e;,Vi=1,...,n e e; € R".

E f4cil verificar que o é injetor. Logo, G ~ o(G). Todo vetor x € R™ pode ser escrito de
modo tnico na forma

x:tlel—l—---—l—tnen,tieR.

Definimos ¢ : R" — R" por
O(x) = (t1,...,t,).

Entao ¢(B,[0]) ¢é limitado, onde B,[0] é uma bola fechada de centro 0 e raio r. Assim,

existe £ € R tal que
lo(x)|| <k, vx € B,[0].

Agora, se ajeq + - - - + ape, € B,[0], a; € Z, entdo ||(a1,...,a,)| < k. Logo,
;| < ||(an,...,a,)|| <k Vi=1,...,n.

O numero de solugoes inteiras desta desigualdade ¢é finito e, assim, o(G) N B,[0] também
o é. Portanto, o(G) ¢ discreto. Pelo Teorema 1.7, H tem uma Z-base com m elementos

em <n. [ |

Como todo reticulado de dimensao m < n pode ser mergulhado (imerso como um sub-
reticulado) em um reticulado de dimensao n, entao salvo mencao explicita em contrério,
todos os reticulados e sub-reticulados deste trabalho sao de dimensao n

Seja I' = (x1, ..., X,) um reticulado em R"™ gerado por n vetores linearmente indepen-
dentes xy, ..., X, sobre R. Se

X; = (xila-"axin)a

entao a matriz

M=[x;:1<i<n],

cujas linhas sao os vetores x; é chamada uma matriz geradora do reticulado I', e os
elementos do reticulado I' consistem de todos os vetores uM, onde u € Z".

Seja {y1,...,¥n} qualquer Z-base de I'. Entao existem tnicos b;; € Z tais que

Y= Zbijxial <Jjsn.
i=1
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De modo andlogo, existem unicos a;; € Z tais que

n
X = Zaij}’i71 <jsn
i=1

Logo,
n
Xj = E QAijYi
i=1
n n
= E aijg briXk,
i=1 k=1
n n
= E E aijbki X
k=1 \i=1
Assim,

" 1 sej=k
Zaz‘jbki =
i=1 0 se j#k.

Se A = [a;j] ¢ a matriz de mudanca da Z-base {xi,...,x,} para a Z-base {y1,...,¥n}
e B = [b;;] ¢ a matriz de mudanca da Z-base {y1,...,y,} para a Z-base {x1,...,X,},
entao

det(A)det(B) = det(AB) = 1.

Portanto, det(B) = +1. Conclusao: toda Z-base {yi,...,y,} de I' pode ser obtida a
partir de uma dada Z-base {x1,...,x,} de I', onde
yj= sz’inJ <Jj<mn,
i=1

com b;; € Z e det(B) = +£1.

O determinante do reticulado I' é o valor absoluto do determinante da matriz geradora
M, isto é,

d(T') = |det(M)].

Note, do exposto acima, que d(I") é independente da Z-base escolhida para I'.
Sejam I' um reticulado de R™ e A um sub-reticulado de I". Sejam {xi,...,x,} uma
Z-base de I" e {y1,...,¥m} uma Z-base de A. Como y; € I' temos que existem unicos

b;; € Z tais que

Y= Zbijxial <Jjsn.
i=1
Se B = [b;;], entao
d(I)
d=det(B) = —=
(B) o)

=
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é chamado o 7ndice de A em I'. Note que, d depende somente de A e I', nao das Z-bases

escolhidas para A e I'. Pela Regra de Cramer, obtemos que

dx; =Y ayy,1<j<n,

i=1
onde a;; € Z. Portanto,

AL CACT,

onde dI' = {dx : x € I'} & um reticulado. Portanto, {dx,...,dx,} é uma Z-base de A.
Lema 1.3 Sejam I' um reticulado de R™ e A um sub-reticulado de I'. Entao:

1. Para cada Z-base {x1,...,x,} de ' existe uma Z-base {y1,...,yn} de A tal que

yi = Zbijxj»
j=1
onde bjj € Z, b;; 0, 1 <1i <n.

2. Para cada Z-base {y1,...,y,} de A existe uma Z-base {x1,...,x,} de T tal que

)
yi = sz’jXp
j=1
ondebijEZ, b”%o, 1< <n.

Prova. 1. Seja d o indice de A em I'. Como dx; € A temos que existem vetores y; € A

tais que
i

y: = Z bijxj7

j=1
onde b;; € Z, bi; # 0,1 < i < n. Assim, para cada ¢, podemos escolher y; € A, com o
ultimo coeficiente |b;;| o menor possivel e b; # 0.

Afirmacao. {yi,...,y.} ¢ uma Z-base de A.

De fato. E claro que (yi,...,y,) € A. Suponhamos, por absurdo, que exista z €

A—(y1,...,¥n). Como z € T" temos que existem tnicos a; € Z, tais que

n
VARS E a;X;.
1=1

Seja k, 1 < k < n, o menor inteiro tal que

k
zZ = E a;x; e ap # 0.
i=1
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Desde que by # 0, podemos escolher ¢ € Z tal que

|ak — Cbkk| < ’bk:k’ .

O vetor .
z—cyr =Y (0 —ch)x; € A= (y1,...,yn),
i=1
pois z € A — (y1,...,¥n). Logo, ar — cbgr # 0, 0 que é uma contradigao. Portanto,

A= <y17"'7Yn>'
2. Seja {y1,...,yn} uma Z-base fixada de A. Como dI' é um sub-reticulado de A,

onde d é o indice de A em I', temos (por 1.) que existe uma Z-base {dxy,...,dx,} de dI'

tal que

i

dx; = Z CijYjs

j=1
onde ¢;; € Z, ¢;; # 0, 1 <i < n. Logo,

i
yi = E bijx;,
j=1

onde bj; € Q, b; #0,1 < i <n. E claro que {x1,...,X,} ¢ uma Z-base de I". Como

yi € I' e todo x € I" pode ser escrito de modo tinico na forma

X =T1X1 + -+ T, Xp, T; € R,
temos que b;; € Z. |
Coroldrio 1.1 Sejam I' um reticulado de R™ e A um sub-reticulado de I'. Entao:

1. Para cada Z-base {x1,...,x,} de ' existe uma Z-base {y1,...,yn} de A tal que

yi= > by,
=1
ondebijEZ, b;i >0 eoébji<bjj7 1< <n.

2. Para cada Z-base {y1,...,yn} de A existe uma Z-base {x1,...,%,} de T tal que

Yi = Zbijxj7
=1
ondebijEZ, b;i >0 €0§b31<bm,1§71§n
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Prova. 1. Para mostrar que b; > 0, basta substituir x; por —x; se b; < 0. Agora,

substituimos y; por
i—1
z; = Z Cij¥; + ¥i,
j=1

onde ¢;; € Z sao coeficientes a serem determinados. Note que, para qualquer escolha dos

coeficientes ¢;;, o conjunto {zi,...,z,} é uma Z-base de A. Logo,

Z;, — Z dinj,
j=1
onde d;; = b;;. Assim, para j < i, temos que
dij = ¢ibj; + Cig+1)bg+1); + - F Ci-1)ba-1); + bij-
Portanto, para cada i, podemos escolher ¢;y, ¢z, . . ., ¢ji—1) de modo que
0< dij < djj = bjj.
A prova de 2. é andloga. [ |

Coroldrio 1.2 Sejam I' um reticulado de R™ e A um sub-reticulado de I'. Entao o indice

de A em T é igual a [T : Al.

Prova. Seja d o indice de A em I'. Entao, pelo Lema 1.3, temos que

i=1

Mas pela prova do Corolario 1.1 todo x € I" estd na mesma classe como exatamente um
dos vetores

c1X1+ - +Can,0 < ¢ < bjj‘

Portanto, d = [I" : A]. [

Observacao 1.3 Sejam G um grupo abeliano livre de posto n e H um subgrupo proprio

de G. Entao |G : H| é finito se, e somente se, 0s postos de G e H sao iguais.

Seja A um reticulado em R". Entao obtemos uma particao de R™ em classes de
equivaléncia médulo A, isto ¢, dados x,y € R", x = y(mod A) se, e somente se, —x+y €

A. Assim, a classe de equivaléncia de x ou a translacao do reticulado A por x é o conjunto
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x+A={x+X: e A}. Note que, x + A pode ser caracterizado como o conjunto de

pontos em R™ que sao gerados pelo grupo das translagoes por elementos de A
TA) ={thx:yr—y+A:yeR" Ae A},

agindo no ponto inicial x

x4+ A = {t\(x) : ty € T(A)}.

Em outras palavras, x + A é a 6rbita de x sob o grupo T'(A).

Uma regiao em R" que contém um e somente um ponto de cada classe lateral a
esquerda de A em R™ é chamada de regigo fundamental. Note que regiao fundamental
nao ¢é unica, mas toda regiao fundamental deve ter o mesmo volume, pois o volume é
invariante por translagao. O volume fundamental de um reticulado A é o volume de uma
regiao fundamental, o qual serd denotado por V(A).

Seja {x1,...,X,} uma Z-base para o reticulado A. Entao o conjunto

P:P(xl,...,xn):{Zaixi:ogai<1},

i=1
é uma regiao fundamental de A. De fato, dado x € R”, digamos x = byx; + - -+ + b, X,
b; € R, como para cada i, b; = ¢; +a;,onde ¢; € Z e 0 < a; < 1, temos que X =y + r com
y € Aer € P. Finalmente, se x=y' +r' comy € Aer € P,entaoy +r =y’ + 1’ se,
e somente se,y =y er =1, pois 0 < |a; —a}| < 1ec¢; —c, € Z. A regido fundamental

P é chamada regiao fundamental bdsica para A.
Lema 1.4 Seja A um reticulado de R"™. Entdo R™ = Uyep(A + P).

Prova. Seja {xi,...,x,} uma Z-base para o reticulado A. Entao {xj,...,x,} é uma

base para R™. Assim, para cada x € R", obtemos que
X =0b;x;+ -+ b,x,,0; € R.

Como, para cada i =1,...,n, temos que b; = ¢; + a;, onde ¢; € Z e 0 < a; < 1, segue-se

quex=y+rcomy € Aer € P. Portanto, x € Uyep (A + P). [ |
Lema 1.5 Seja A um reticulado em R™. Entao V(A) = d(A) =V (P).
Prova. Seja {x1,...,x,} uma Z-base para o reticulado A em R". Por defini¢ao
V(P) = / dty---dt,.
P
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Se x; = (%14, - - -, Tni), entdo fazendo a mudanga de varidveis

n
§ : !
ti = 'rjitja
=1

onde 0 < #; < 1, obtemos
1
V(P) = [ Idet(aso)] dty -, = [detas).
0

Portanto, V(A) = d(A) = V(P). [
Seja A um reticulado em R"™. A densidade de A é definida por
A =

e a densidade de centro de A é definida por

A

"= VE©)

Exemplo 1.5 Seja A = Z? um reticulado em R?. Entdo o conjunto {(1,0), (0,1)} é uma

Z-base para o reticulado A. O raio de empacotamento p = % €
10

d(A) =V (A) = det =1.
0 1

Além disso, a densidade de A é A = 7 e a densidade de centro § = i.

Coroldrio 1.3 Sejam I' um reticulado de R™ e A um sub-reticulado de I'. Entao

Em particular, [T : rT'] =", para todo r € 7Z. [ |
Coroldrio 1.4 Sejam I',A e II reticulados de R™ tais que Il C A CT'. Entao
[ 10 = [T : AJ[A - 0.
[ |

Teorema 1.9 Sejam T = T" o toro em R™, onde T' = E1(0) e A um reticulado de R".

Entao



Prova. Seja {xi,...,x,} uma Z-base para o reticulado A. Entao {xy,...,x,} ¢ uma

base para R™. Assim, para cada x € R", obtemos que
X = b1X1—|—"'—|—ann,bi € R.

A fungao o : R" — T definida por

é claramente um homomorfismo de grupos (aditivo) sobrejetor e ker o = A. Portanto,

Rn
— ~ T,
A

Observacao 1.4 E faicil verificar que 6 = o |p: P — T ¢é bijetora. Neste caso, V(X) =
V(6 (X)), para cada subconjunto X de T e V(X) existe se, e somente se, V(5 (X))

existe em R"™.

Teorema 1.10 Sejam o : R — T e X um subconjunto limitado de R™ tal que V(X)
existe. Se o(V (X)) # V(X), entdo ¢ = o |x é nao injetora.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que & = o |x seja injetora. Como X é um subconjunto
limitado de R" e R" = Uyea (A + P) temos que X intercepta somente um nimero finito

de classes A + P, com A € A. Fazendo
Xa=XNnA+P),

obtemos que

X=X\, U-UXy,.

Para cada A;, j = 1,...,n, definimos
Yy =Xy = A

de modo que Yy, € P. Como, por hipétese, o(x — \;) = o(x) para cada x € R" temos

que Yy, NYy, =0, se j # k. Finalmente, desde que

V(X)\].) = V(Y)\]),Vj = 1, ..., e O'(X)\j) = E(Y,\j),
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temos que

Il
~
s
2
>
~_

&,
I
—_

I
<
=
=l
&
~

&,
Il
-

o que é uma contradicao. |
Seja X um subconjunto de R™. Dizemos que X é convexo se
tx+(1—-t)ye X,vx,ye X e tel0,1].
Dizemos que X é centrado stmetricamente se para todo x € X, tem-se —x € X.

Lema 1.6 (Minkowski) Sejam A um reticulado de R™, X wum subconjunto limitado,

convexo e centrado simetricamente. Se
V(X) > 2"V (A),
entdo X N A # {0}.

Prova. Sejam P a regiao fundamental bédsica de A e I' = 2A. Entao a regiao fundamental

bésica P’ = 2P de I' tem volume V(P’) = 2"V (P). Considerando o toro

_R

T
r

temos, por definicao, que

V(T) = V(P') = 2"V(P).
Pelo Teorema 1.9 temos que o(X) C T e
V(e(X)) <V(T)=2"V(P) < V(X).

26



Logo, ¢ nao preserva volume. Assim, pelo Teorema 1.10, o |y é nao injetora. Logo,

existem x,y € X, x #y, tal que o(x) = o(y) ou, equivalentemente,
x—yel.

Como X centrado simetricamente e convexo temos que —y € X e

X—y

€ X.
2

Portanto,
X—Yy

e XNA,

com z # 0. |

Coroldrio 1.5 Todo reticulado A em R? possui um vetor x # 0 tal que

4V (A
x|? < &)
e

Prova. Seja X = E,(0) o circulo de raio p e centro na origem tal que

221/ (A)

V(X)>2°V (A) ou p® >
m

Entao, pelo Lema 1.6, existe x € XNA, com x # 0. Logo, para todo € > 0, suficientemente

pequeno, obtemos que

4V (A
I1x|* < O
T
Desde que | X N A] é finita e € é suficientemente pequeno, existe x € X N A, com x # 0
tal que
4V (A)
2
[/ :
™

Lema 1.7 Sejam I" um reticulado de R™ e A um sub-reticulado de I'. FEntao existem

apenas um nimero finito de reticulados A’ entre A e T'.

Prova. Sejam {xi,...,X,} uma Z-base para A e
n
P:{Zaixi:0§ai<1}.
i=1
Entao existem um nimero finito de elementos de A que estao contidos em P, pois P é
limitado. Assim, se A’ é um reticulado entre A e I', entdo existem um nimero finito de

possibilidades para o conjunto A’ N P. Seja A’ NP = S.
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Afirmagao. S e A determinam A’.
De fato. Sejay € A’. Entao existe x € A tal que y —x € P. Logo, y —x € S.
Portanto, A’ = S + A. [ |

Coroldrio 1.6 Sejam A um reticulado emR™ er € Z,. Entao existe somente um nimero

finito de reticulados I' em R™ que contém A e tal que [I' : A] =r.

Prova. Seja I' um reticuladoem R™ tal que [I" : A] = r. Entao rI' C A C T'. Pelo Lema

1.7, existe somente um nimero finito de reticulados I' em R" que contém A e tal que

LAl =r. [ |
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Capitulo 2

Corpos Quadraticos

Neste capitulo caracterizaremos o anel dos inteiros algébricos do corpo de nimeros

Q[v/d], onde d é um inteiro livre de quadrados.

2.1 Inteiros Algébricos

Nesta se¢ao apresentaremos algumas defini¢oes e resultados bésicos da teoria algébrica
dos nimeros que serao necessarios para a compreensao deste capitulo. O leitor interessado
em mais detalhes pode consultar [7].

Sejam K um subcorpo de C e # € C. Denotamos por
K[0) ={f(0): f € K[2]}

o menor subdominio de C contendo K e 0, e

K(9) = {% f.9 € Kl].9(6) # 0}

o corpo quociente de Kf].

Um elemento # € C é um nimero algébrico se existir m € N tal que o conjunto
{1,0,...,6™}

é linearmente dependente sobre Q.
Seja L um subcorpo de K. Podemos ver K como um espaco vetorial sobre L e K é
chamado uma extensao de L. Dizemos que K é uma extensao finita se K é um espaco

vetorial de dimensao finita sobre L. Se K é uma extensao finita de L, indicamos por
(K : L]
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a dimensao de K visto como um espago vetorial de sobre L e [K : L] é chamado o grau

de K sobre L.

Teorema 2.1 Seja 0 € C. Entdo 0 é algébrico sobre Q se, e somente se, Q[f] é uma

extensao finita de Q.

Prova. Suponhamos que [Q[f] : Q] = n. Entao os elementos 1,0, ... 0" sdo linearmente
dependentes sobre Q. Portanto, 6 é algébrico sobre Q.

Reciprocamente, seja f = irr(0,Q), com df = n.

Afirmacao: Q[f] ¢ um espaco vetorial sobre Q gerado por 1,6,...,0" "

De fato, basta mostrar que Q[f] é um corpo. Para isto, é suficiente mostrar que

0" € Qb e % € Q[#], para todo 5 € Q[d]*. Como f(#) = 0, temos que
ao+af+--+a, 10 +60" =0,
isto é,
0" = —(ap +ar0 + -+ a, 10"") € Q[f].

Seja € Q[0]* e B = h(#), onde h € Q[z] e Oh < n. Entado mdc(f,h) = 1. Logo, existem

g1, g2 € Q[x] tais que

fg1+ hgs =1.
Assim,
1= f(0)g1(0) + h(0)g2(0) = h(6)g2(0).
Portanto, 5 = g2(0) € Q[f]. Neste caso, Q[f] = Q(0). |

Um elemento 6§ € C é um inteiro algébrico se existir um polindmio monico f(x) € Z|x]

tal que f(0) = 0. Seja
7Z = {0 € C: § & um inteiro algébrico}.
Entdo Z é um subanel de C.

Um subcorpo K de C é um corpo de niimeros se ele € uma extensao finita de Q, isto

é, K é um espaco vetorial sobre Q de dimensao finita.

Teorema 2.2 Se K é uma extensao finita de Q, entio existe um nimero (inteiro) al-
gébrico 0 € K tal que K = Q(0). Neste caso, qualquer 0 € K tal que K = Q(0) é chamado

um elemento primitivo de K.
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Prova. Vamos usar inducao sobre [K : Q] = n. Se n = 1, nada hd para provar.
Suponhamos que n > 1 e que o resultado seja valido para todas as extensoes de Q com
dimensao menor do que n.

Seja o € K, com oy ¢ Q. Se K1 = Q(a1) e K = K, acabou; caso contrério, existe
as € K tal que ay ¢ K;. Seja Ky = Ki(ag) = Q(aq, ). Prosseguindo assim temos que

existem aq, g, ..., q, € K, m > 1, tais que

K =Q(a1,ag,...,am) € a; & Kioq1 = Q(ar, a,...,0i-1).

Como [K,,—1 : Q] < n temos, pela hipétese de indugao, que existe o € K, tal que
K1 = Q(a). Mas
K=K, =K 1(an) = Qa, apy).
Assim, fazendo «,,, = [, obtemos que K = Q(a, ). Agora, vamos provar que existe
0 € K tal que K = Q(0).
Sejam p = irr(a, Q) e ¢ = irr(5,Q), com d(p) = r e I(q) = s. Como a caracteristica de
Q é zero temos que todas as raizes de p e ¢ em C sao distintas. Sejam o = a1, g, ..., a,

e B =041,B,...,03, as raizes de p e ¢, respectivamente. Assim, cada equagao
a¢+5j$=a+ﬁ$,i= L...,nj=2...,s

tem um mimero finito de solucdes em C e no méximo uma em . Como Q é infinito

temos que existe ¢ € QQ tal que
ait+pBicta+fei=1,...,1,]=2,...,8.

Seja 0 = a +cf € K. Entao é claro que Q(¢) € Q(a, ) e 0 — c¢f; # «;, para todo
1=1,...,7,j =2,...,s. Defina

f=p(0 = cr) € QO)[x].

Logo, f(B) = p(a) =0 e f(B,) # 0, para todo j =2,...,s, isto &, 3 é uma raiz de f e
nenhum f; é raiz de f, j = 2,...,s. Seja g = irr(3,Q(f)). Entdo g divide f e ¢. Logo,
g=x—[,istoé, € Q(f) e a =0 —cf € Q). Portanto, Q(c, B) C Q(h). [

Teorema 2.3 Seja K = Q(6), tal que [K : Q] = n. Entao existem exatamente n homo-

morfismos injetores o; : K — C. Além disso, 0; = 0,(0) sdo as raizes de f = irr(6,Q).
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Prova. Sejam 6,,...,0, as raizes distintas de f. Entao cada #; também tem polinémio
iredutivel f, pois se f; = irr(6;,Q), entdo f; divide f e f; = f. Assim, existe um tnico
isomorfismo de corpos

oi: Q(0) — Q(6,)
tal que 0;(0) = 6;. De fato, se a € Q(f), entdo existe g € Q[x] tal que a = g(6). Assim,
pelo Algoritmo da Divisao, existem unicos ¢, € Q[z] tais que

g= fq+r, onde 0 <Jr <n.

Logo, a = r(#) com Or < n. Como Q(a) = Q(f) temos que o;(a) = r(6;).

Reciprocamente, se o : K — C é um homomorfismo injetor, entao

Assim, () é um dos 6;. Portanto, o = o;, para algum i =1,...,n. [ |

Os elementos 6; = 0;(6) sdo chamados os conjugados de 6. Neste caso,
B={1,0,...,0""}

é uma base de K como espaco vetorial sobre Q.

2.2 Traco e Norma

Seja o € K. Entao a funcado ¢, : K — K definida por ¢, (8) = a8 é claramente uma
transformacao linear sobre Q. Denotamos por Endg K o conjunto de todas as transfor-
magoes lineares sobre Q. Logo, a funcéo ¢ : K — Endg K definida por ¢(a) = ¢, ¢ um
homomorfismo de anéis injetor. Portanto, podemos identificar K com um subcorpo de
Endg K. Se

B = {Ct(),Oél, Ce ,Oén_l}

é uma base de K como espaco vetorial sobre QQ e

n—1
bolaj) = Zaijai7
i=1
entao
fa(z) = det(2I — A)

¢ o polinomio caracteristico de o sobre Q, onde A = (a;;) ¢ anxn matriz da transformacao

linear ¢, em relagao a base B.
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Teorema 2.4 Sejam K = Q() e a € K. Se p = irr(a, Q), entdo f, = p*, para algum

k€ N. Além disso, fo = p se, e somente se, a é um elemento primitivo de K.
Prova. Seja
p = irr(&7@) = Cp + c1x + ... + Cm_lxmfl + Im'

Entao {1,q,...,a™ '} é uma base de K(a) sobre Q. Se {8y, ..., 8,_1} ¢ uma base de K
sobre K («), entao

{a'B;:0<i<m—-1e0<j<k-1}

¢ uma base de K sobre Q. Logo, a matriz de ¢, nesta base é da forma

A, O - e
B O A, - 0

O O -+ A,
onde

0 0 - 0 —cp

1 0 - 0 —C

01 - 0 —Co

Aj —

00 --- 0 —cpo

00 --- 1 —Cm—1
Portanto,

falz) = det(zI—A)

= []det(=I - Ay)

J=0
k

Finalmente, se f, = p, entao
[Q(a) : Q] = n = [Q(0) : Q.

Logo, Q(a) € Q(#) e a &€ um elemento primitivo de K. Por outro lado, se a ¢ um elemento

primitivo de K, entdo Q(«) = Q(0). Portanto, Op =n e f, = p. [
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Seja A a matriz da transformacao linear ¢, em relagao & alguma base. O traco e a

norma de a sao definidos por
Tr(a) =Tr(A) e N(a)=det(A).
Se a € Q a matriz da transformacao linear ¢, serd a matriz diagonal al. Portanto,
Tr(a) =na e N(a)=a",Ya € Q.
Suponhamos que
fa(z) = (x = ag) -+ (2 — 1)
em C. Entao . .
Tr(a) = Zaj e N(a) = Haj.
=0 =0

De fato, se

falz) =det(zl — A) = 2" + ap_12" ' + -+ + arx + ag,

entao

an1=—=Tr(A) e ag = (—1)"det(A).

Por outro lado, é facil verificar que

n—1 n—1

n
E Qj = —Qp_1 € Haj = (—1)"ay.
j=0 7=0

Exemplo 2.1 Seja 0 uma raiz do polinémio irredutivel f(z) = 23 + 62 + 9x + 3 € Q[z].

Entao K = Q(0) é isomorfo ao conjunto das matrizes da forma

a —3c —3b+ 18¢
b a—9c —9b+5lc , onde a,b,c € Q.
¢ b—6¢c a—6b+27c

De fato. E claro que B = {1,9,92} é uma base de K. Logo, cada o € K é da forma
a=a+bl+ch* coma,b,ceQ. Assim,
Po(1) = «
¢,(0) = —3c+ (a—9¢)0+ (b— 6c)0°
$,(0%) = (=3b+18¢c) + (—9b+ 51c)0 + (a — 6b + 27c)6>.
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Neste caso,

Tr(a) = 3a—6b+ 18¢
N(a) = a®—6a®b+ 18a*c — 45ach + 45ac® + 9ab?

+18cb® — 27bc* — 33 + 9¢°.

A fungao ¢ : K x K — Q definida por ¥((«, 5)) = Tr(af) é uma forma bilinear
simétrica sobre K. O determinante desta forma associado a base B = {1,6,...,0" '} de

K é chamado discriminante de B, isto é,
D(B) = det(Tr(6"17)).

Se B' = {ap,aq,...,a,_1} ¢ uma outra base de K tal que a;; = Z;:& aijej, onde B = (a;)
¢ a matriz mudanca de base, entao

n—1

Tr(oiog) = Z agazTr((0"1).
k,1=0

Portanto,

D(B') = (det B)2D(B).

Exemplo 2.2 Sejam 0 uma raiz do polinémio irredutivel f(x) = x® + 622 + 9z + 3 e

a=a+bl+ch?*c K=Q(=). Entio Tr(a) = 3a —6b -+ 18¢ e

D(B) = det | Tr(0) Tr(0* Tr(6°)

3 —6 18
= det| —6 18 —63
18 —63 234

= 81

Seja B = 0. Entio f = —3 — 20 — %92. Assim, a transformagao linear T'(1) = 1,
T(0) =0 eT(0*) = 3 tem a matriz associada

10 -3
B: 01_2 )
00 —3



com det(B) = —3. Portanto, B' = {1,0,3} ¢é uma base de K com
D(B') = (det B)’D(B) = 9.

Teorema 2.5 Seja K = Q(0). Entdo a forma bilinear ¢ : K x K — Q definida por
Y((a, B)) = Tr(ap) é nao singular.

Prova. Como K = Q(f#) temos que

n

fo =1irr(,Q) = H(w —0;).
Logo,

n

Tr(0) = —Zei e N(O) = (-1)" ]

1=1

Pelo Teorema 2.3, existem exatamente n homomorfismos injetores o; : K — C com

0;(0) = 0;. Assim,
Tr0) = - Zai@) e N(0) = (—1)”H0¢(9)-

Considerando a matriz A = (aj(ef)), com0<i<n—1lel < j<ntemos que o elemento

da i-ésima linha e j-ésima coluna de A*A é dado por

> or(0)on(67) = ow(67) = Tr(6").

Logo,
det(A’A) = (det(A))? = det(Tr(0"7)).
Mas, det(Tr(6""7)) é precisamente o discriminante da base B = {1,0,...,0" '}, isto ¢,
- ~2
1 1 1
0, 0, 0,
D(B) = |det | _
8717,—1 8;1—1 . Qz—l
Logo,
D) =T[0:~ 6, #0.
i<j
Assim, a matriz A? associada a forma bilinear 1) na base B = {1,0,...,6" '}, é ndo
singular. Portanto 1) é nao singular. |
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Observagao 2.1 Decorre da prova do Teorema acima que D(B) = (det(A))?,

7'0) =110 -6 e floi0) = [[(6; -6,

i£1 i£j

N(f'(0) = (~1)* 7 T[]0 — 6, = (-1)

1<J

n(n—1)
2

D(B).

O anel Zx = KNZ é chamado o anel dos inteiros de K. E facil verificar que se a € K,
entdo existe a € Z tal que aa € Zg. Além disto, K = Q(f) para algum 6 € Z.
Seja {ap, a1, ...,a,_1} uma base de K sobre Q. Como K ¢é o corpo de fragoes de Z

temos que existe v € Zg tal que o; = 3,77, com 8, € Zxg ei =0,...,n — 1. Logo,

B=1{Bo,B1, -+ Bnr}

é uma Z-base de Zg. Note que Tr(8,3,) € Z e D(B) € Z. Uma base minimal de K sobre
() ¢ uma Z-base B tal que |D(B)| seja minimo.

Teorema 2.6 O anel Zy é um Z-mddulo livre de posto n gerado por uma base minimal.

Toda base do Z-mddulo Zx ¢é minimal.

Prova. Seja B = {f,,01,---,,_1} uma base minimal de K. Entao é claro que

n—1
a=> xf; € L,

1=0

onde x; € Z. Dado a € Zg. Suponhamos, por absurdo, que
n—1
o= up; € L,
i=0

onde y; € Q. Como podemos escrever y; = x1 + 7, onde 1 € Z, r € Qe 0 < r < 1,
temos que o conjunto B’ = {a — x154,5;,...,5,_1} € uma Z-base de Z, pois a matriz

mudanca de base

r 0 - 0
B — Y2 1 0
Yn—1 0o ... 1

tem det(B) = r. Logo, D(B’') = r*D(B) e |D(B’)| < |D(B)|, o que ¢ uma contradigao.
Reciprocamente, sejam B = {8y, 31,-..,8,.1}, B = {Bs,51,--.,3,_1} duas bases do

37



Z-médulo Zk e r, t os determinantes das matrizes mudancas de bases. Entao D(B')
r?D(B) e D(B) = t*D(B’). Logo, (rt)> = 1. Como r,t € Z temos que r* = 1 e
D(B') = D(B).

Teorema 2.7 Seja Zk o anel dos inteiros de K. Entao:

1. Zy € Noetheriano.

2. Todo ideal primo de Zy é mazimal.

Prova. 1. Seja I qualquer ideal ndo nulo de Zg. Pelo Teorema 2.6, (Zg,+) ¢ um grupo
abeliano livre de posto n. Assim, pelo Teorema 1.8, (I,+) é um grupo abeliano livre de
posto m com m < n. Como toda Z-base de (I,+) gera I como um ideal, temos que I é
finitamente gerado. Portanto, Zy é Noetheriano.

2. Sejam P um ideal primo de Zg e a € P, a # 0. Entao

pois 01(a) = a € P. Logo, (N) C P. Como (%, +) é um grupo abeliano finitamente

gerado em que todo elemento tem ordem finita temos que % é finito. Pelo Teorema da

Correspondéncia Z?K ¢ um dominio finito e, assim, um corpo. Portanto, P é um ideal

maximal. [ ]

2.3 Representacao Geométrica dos Ideais de Zy

Seja K = Q[f]. Entéo é fécil verificar que os conjugados o;(0) = ; de 6 nao necessita
ser elemento de K. Assim, dizemos que o; é real se 0;(K) C R, caso contrario, é complexo.
E claro que se o; ¢ complexo, entdo 7; : K — C definida por 7,(p8) = m é um
homomorfismo injetor tal que &; # 0; e 32 = ;. Assim, denotamos os homomorfismos

injetores reais por oy,...,0, 0S cCOMPIEX0OS POT Opi1,0ki1y---5 0kl Ok € N =k + 21.
Proposigao 2.1 Seja ¢ : K — R"™ definida por
ola) = (o1(),...,or(a), Re(opii (@), Im(ops1(a)), .. .).

Entao:
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1. ¢ é um homomorfismo injetor;

2. p(aa) = ap(a) paratodoa € Qe a € K. [

Teorema 2.8 Seja K um corpo de mimeros. Se B = {«ag, ,...,a,_1} é uma base de
K sobre Q, entao {p(ap), p(a1),...,¢(an_1)} € linearmente independente sobre R. Em
particular, se {ag, aq,...,an_1} é uma Z-base de K sobre Q, entao

I'=p(Zx) = (p(ao), p(a1), - .., p(an-1))
é um reticulado em R™.

Prova. Como

plaj) = (o1(y), ..., or(ey), Re(opri(y)), Im(okia (), - - ),
basta mostrar que

oi(aw) -+ oxlan)  Re(opii(an))  Im(opyi(an))
D = det

Ul(anfl) Uk(anfl) Re(0k+1(an71)) Im<0k+l<an71))

é diferente de zero. Seja

oi(ag) -+ orlan)  orpa(an)  Trpalao)

E = det

o1(on-1) - oglan_1) opi1(an_1) Tri1(m_1)

Como
Ok+j(ar) = Re(optj(an)) + i Im(opsj(ew)),j=1,...0,r=0,...,n—1,

temos, substituindo a (k + j)-ésima coluna Cjy; de D por Ciij + iCyiji1, que

or(a) -+ owlan)  opii(ag)  Im(opii(an))
D = det
oi(an-1) - oplan1) oppa(an1) Im(oga(an-1))
Como
Okrj(ar) — Trtj(a) = 20 Im(op4 (), =1,...0,r=0,...,n— 1,

temos, substituindo a (k + j + 1)-ésima coluna Cj ;41 de D por Cyyj — 2iCyij11, que

oi(ag) -+ owlan)  opsian)  Tria(ao)
D = det
o1(an-1) - oplan—1) opr1(an-1) Trr10n_1)
Logo, E = (=2i)'D. Pelo Teorema 2.5, E* = D(B) # 0. Portanto, D # 0. [
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2.4 Corpos Quadraticos

Um corpo quadrdtico € um corpo de nimeros K de dimensao 2 sobre Q. Portanto,

K = Q(6), onde 6 é um inteiro algébrico e raiz do polinémio
f=1irr(0,Q) = 2> + ax +b, com a,b € Z.

Assim,

_ JaZ —
0= s 2a 4b ou 20 = —a + Va2 — 4b.

Seja a® — 4b = c2d, onde ¢, d € Z e d livre de quadrado. Entao

K = Q

Se d é negativo, K é chamado um corpo quadrdtico imagindrio e se d é positivo, K é
chamado um corpo quadrdtico real.

Seja 0 € K. Entéao 0 = a + bv/d, onde a,b € Q. Se 0 = a — b\/d, entdo

fr= (=0)(z-90)
= 2% —2az + (a® — b*d).

Portanto, 0 € Zk se, e somente se, 2a € Z e a® — b*d € 7Z.

Teorema 2.9 Seja d € Z livre de quadrado. Entao

Z[Vd]  se d=2 ou 3(mod4),
Z[HY4) ge d =1(mod 4).

2

Ly =

Prova. Se 0 € Zg, entao 2a € Z e a® — b*d € Z. Como
4a® — 4b*d = (2a)* — d(2b)? € 4Z C 7
temos que (2b)* € Z. Seja 2b =L, onde r, s € Z, s # 0 e mdc(r, s) = 1. Entéo
dr?
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Se s # +1, entao existe um fator primo p de s. Assim, p? divide dr?. Sendo mdc(p?,7?) = 1
temos que p? divide d, o que é uma contradicao. Logo, 2b € Z. Portanto, podemos assumir
a= % eb= 3. Assim, hd dois casos a serem considerados:

12 Caso - Se n é par, entao m é par, pois m? — dn? € 47. Portanto, a,b € Z.

20 Caso - Se n é fmpar, entdo m é mpar, pois m? — dn? € 4Z. Portanto, a,b € Z + 1,
isto &,

m n
0=" 1+ Vd
7 TV

com m,n fmpares.
Como m? = dn*(mod 4) e d livre de quadrado temos que d = 1,2 ou 3(mod4).
Se d = 1(mod 4), entao m? — n? = 0(mod4). Logo, m e n tém a mesma paridade.

Portanto,
1++Vd

Zi C Z~—5—).

Reciprocamente, se m e n tém a mesma paridade, entao

m+n\/3+m—n\/a_

Z
5 5 m e
e
m+nvd\ [ m—nvd _m—anEZ
2 2 4 '
Portanto,
m n
— 4+ =Vd € Zg.
5 + 5 Vi e K
Neste caso, Y
14+ Vd
Zi =17 5 ].
Se d =2 ou 3(mod 4), entdo prova-se, de modo andlogo, que Zy = Z[\/d|. [ |

Uma maneira simples para escrever os inteiros algébricos com d = 1 mod4, é a intro-

ducao do inteiro algébrico
1+Vd
2 9

’[’]:

o qual é raiz de irr(n,Q) = 2% — z + I%d. Assim, se d = 1 mod 4, entao Zyx = Z[n).

Teorema 2.10 Se d =2 ou 3(mod4), entio B = {1,/d} é uma base minimal de Zy =
Z[\d]. Se d = 1(mod4), entio B = {1,n} ¢ uma base minimal de Zx = Z[1)].
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Prova. Se d = 2 ou 3(mod4), entdo Zx = Z[Vd] e a € Zg ¢ da forma o = a + bV/d,
com a,b € Z, e irr(v/d, Q) = 2? — d temos que
¢(1) = a
0 (Vd) = bd+aVd.
Logo, Z é isomorfo ao conjunto das matrizes da forma

a bd
b a

, onde a,b € Z.
Neste caso,
Tr(a) =2a e N(a) = a?® — db*.
Assim, o discriminante associado a base B é dado por

Tr(1)  Tr(vVd)

D(B) = det
Tr(vd) Tr(d)
2 0
= det
0 2d
= 4d.

Como T'r(a) é um numero inteiro par temos que o discriminante de qualquer base inteira
B’ de Zk € um multiplo de 4, por exemplo D(B’) = 4m. Assim, se r é o determinante da
matriz mudanga de base, entao D(B) = r?D(B’) ou d = r*m. Suponhamos que |m| < |d|.
Entao
im| < |r*m| = |r| > 1.

Logo, d possui um fator quadrético, o que é uma contradi¢ao. Portanto, a base B =
{1,+/d} & minimal.

Finalmente, como cada « € Zyx = Z[n] é da forma a = a + by, com a,b € Z, e

irr(n, Q) = 2% — z + 154 temos que

9.(1) = «a
b(d — 1)

Pa(n) = 1 + (a+b)n

Logo, Zk ¢ isomorfo ao conjunto das matrizes da forma

b(d—1)

4 , onde a,b € Z.

b a+bd
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Neste caso,
b (d—1)

Tr(a) =2a+b onde N(a)=a®+ ab— 1

Assim, o discriminante associado a base B ¢ dado por

D(B) = det
Tr(n) Tr(n?)
2 1
= det
1o
- d

Como T'r(a) € um mimero inteiro temos que o discriminante de qualquer base inteira B’
de Zy é um inteiro, por exemplo D(B’) = m. Assim, se r é o determinante da matriz

?m. Suponhamos que |m| < |d|. Entao |r| > 1. Logo,

mudanca de base, entao d = r
d possui um fator quadratico, o que é uma contradi¢ao. Portanto, a base B = {1,7n} é

minimal. [ |

Sed < 0ed=1(mod4), entao K = Qln],

a—l—b\/a.
—

Zi ={ a,b € Z, com a mesma paridade}

1—-d
irr(n, Q) = 2° —x—l—T.

Seja B = {1,n} uma base minimal para Zyx e o : K — C um homomorfismo injetor.

Entao dado o € K, digamos o = a + bn com a,b € QQ, obtemos que
o(a) =a+ba(n).

Também



Assim, pelo Teorema 2.3 existem dois homomorfismos injetores 0,5 : K — C. Logo,
¢ : K — R? definida por
(@) = (Re(o(a)), Im(o()))
é um homomorfismo injetor e 51 = p(Zg) é um reticulado em R? gerado por (1) e a(n),
isto é,
1
B =1{(1,0), (5,555

é uma Z-base de I'y com

V(Fl):mA— LY J

) - € -
2 2v/1d] 2y/1d]

Como d < —3 temos que o angulo A entre os vetores da base B’, dado por

1
5 2
_ 2 _
cos A =4 = T
1
¢ menor que ou igual a ¥. Portanto, as regioes fundamentais sao triangulos isésceles,
pois o angulo é invariante por isometrias. Em particular, se d = —3, entao a regiao

fundamental é um triangulo equildtero e I'y = Ay é o reticulado hexagonal de R?. Note

que, N(a) = N(¢(«)), pois

Como |o(a)|” = [Re(o(a)[” + [Im(a(a))|” temos que N(p(a)) = [lp(a)|”.
Sed < 0ed=2 ou 3(mod4), entio K = Q[/d],

Zy = {a+bVd:abeZ}

irr(n, Q) = 2% — d.

Seja B = {1,1/d} uma base minimal para Zg e ¢ : K — C um homomorfismo injetor.

Entdo dado a € K, digamos a = a + bv/d com a,b € Q, obtemos que

o(@) = a + bo(Vd).
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Também

d = o(d) = o(Vd)>?
Logo, o(v/d) = v/d ou o(v/d) = —V/d. Portanto,

Assim, pelo Teorema 2.3 existem dois homomorfismos injetores o, : K — C. Logo,
¢ : K — R? definida por
p(a) = (Re(o(a)), Im(o()))
¢ um homomorfismo injetor e $2 = ©(Zg) é um reticulado em R? gerado por ¢(1) e
o(Vd), isto é,
B'={(1,0),(0,v~d)}

¢ uma Z-base de $o com

T 1

V() = V/]Jd,A = —— e § = ——.
(T'2) |d| Wi Wi

v a i a 6 i z.
Como os vetores da base B’, sao ortogonais temos que o angulo entre eles é igual

Portanto, as regides fundamentais sao retangulos. Em particular, se d = —1, entao a

regido fundamental é um quadrado e $o = Z2. Note que, N(a) = N(p(a)), pois

N(a) = (=1)%aa

Como |o(a)[* = [Re(o(c))|* + [Im(o(ar))[* temos que N(p(a)) = [lp(a)]”.

Observagao 2.2 Se K = Q(\/d), onde d é um inteiro livre de quadrado, entdo N(a) =
N(¢(a)) para todo o € K.
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Capitulo 3

Fatoracao em Ideais Primos

Os ideais foram introduzidos com o propdsito de recuperar a unicidade da fatoracao
em dominios. Assim, neste capitulo estudaremos a fatoracao de ideais no anel dos inteiros
Zy de um corpo quadritico K = Q(\/E) com d < 0, usando a teoria dos reticulados
associados a Zg. Além disso, mostraremos que todo ideal de Zg é principal ou é gerado

por dois elementos.

3.1 Elementos Irredutiveis de Zg

Sejam K = Q(v/d) e Zg o anel dos inteiros de K, onde d < 0. Entdo sabemos que
N (a) € Z,, para todo a € Zg. Além disto,

N (By) =N (B)N (7),Y8,7 € L.

Este resultado nos fornece um critério para a andlise da irredutibilidade dos elementos de
Zy. Portanto, para estudar a fatoracao de «, devemos fazer um estudo nos elementos,

cuja norma divide N («).
Teorema 3.1 Sejam K = Q(\/d) e Zg o anel dos inteiros de K, onde d < 0.

1. a« € U(Zk) se, e somente se, N (o) = 1;

2. Se N(«a) = p, onde p é um nimero primo, entdo o é um elemento irredutivel de

L;

3. Sed = —1, entio U(Zy) = {£1, +i}, onde i* = —1;
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4. Sed= =3, entio U(Zx) = {1, 4w, +w*}, onde w = exp(%?);
5. Sed ¢ {—3,—1}, entio U(Zgk) = {—1,1}.

Prova. 1. Suponhamos que « € U(Zg). Entao existe 5 € Zk tal que o = 1. Logo,

Como N («) e N () sao inteiros positivos temos que N () = 1. Reciprocamente, como
N (a) = a@ temos que a@ = 1. Portanto, o € U(Zk).

2. Suponhamos que a = 7. Entao

Logo, N () =1 ou N (y) = 1. Assim, § € U(Zgk) ouy € U(Zg). Portanto, a é um
elemento irredutivel de Zg.

3. Sed = —1, entdo Zx = Z[i]. Dado o € U(Zg) existe € Zy tal que aff = 1.
Logo,

Tomando o« = a + ib e § = ¢+ id, obtemos que
(a®> + ) (A +d*) =1.

Logo, a* + b? = 1. Neste caso, as tnicas solugoes inteiras sao (+1,0) e (0,£1). Portanto,
U(Zk) = {£1, £i}.

4. Se d = —3, entdo Zg = Z[n], onde n = 1*;—‘/3 Dado o € U(Zg) existe 8 € Zy tal
que aff = 1. Logo,

Tomando

141 141
+2Z\/§eﬁzc+d +2Z\/§’

a=a+b
obtemos que
(a2 + ab + b2) (02 + cd + d2) =1.

Como a? + ab + b* = 1 temos que |ab] < 1 e a # b. Assim, se |ab] < 1 e a # b, temos
duas possibilidade: a = £1eb=0o0oua=0e b= +1. Se |ab] =1 e a # b, temos duas
possibilidade: a =1e b= —1oua = —1e b= 1. Logo, as tnicas solugoes inteiras sao

(£1,0), (0,£1), (1,-1) e (—1,1). Portanto, U(Zg) = {+1, fw, +w?}.
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5. Se d < —3, entao dado o € U(Zg) existe € Zg tal que a5 = 1. Logo,
N(a)N(B)=N(1) =1

Tomando

a:a—l—b\/geﬁzr—l—sﬂ,

obtemos que

(a2 — db2) (7’2 — dsg) =1.

Logo, a? — db? = 1. Neste caso, as unicas solugoes inteiras sdo (£1,0). Finalmente, se
d = —2, entao a® + 2b*> = 1 e também, neste caso, as unicas solugoes inteiras sao (41, 0).

Portanto, U(Zk) = {—1,1}. [

Proposicao 3.1 Sejam K = Q(v/d) e Zg o anel dos inteiros de K, onde d < 0. Entdo

existe uma fatoracao em Zy .

Prova. Suponhamos que a« = 7 ¢ uma fatoracdo em Zg, com 3,7 ¢ U(Zk). Entao

é uma fatoracao em Z. Portanto, pela Proposicao 1.2, temos que a existéncia da fatoracao

em Zjy segue da existéncia da fatoracao em Z. |

Proposigao 3.2 Sejam K = Q(v/d) e Zg o anel dos inteiros de K, onde d < 0. Se

d = 3(mod4), entdao Zy = Zli] é o tinico dominio de fatoragao unica.
Prova. Suponhamos que d = 3mod4 e d # —1. Entao
1—d
1—d=2 — ) e l1-d=(14+vV—-d)(1—-+v—d)

sao duas fatorizagoes de 1 —d em Zy. Vamos provar que 2 é um elemento irredutivel em

Zy . Suponhamos que 2 = af. Entao

Logo, N (a) = 1, 2 ou 4. Como d < —5, obtemos que N (a) = 1 ou 4. Assim, se
N(a) = 1, entdo o € U(Zg) e se N(a) = 4, entao 5 € U(Zg). Portanto, 2 & um

elemento irredutivel de Zy. E claro que

mdc(2,1 +vV/—d) = mdc(2,1 — vV—d) = 1,
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pois % ¢ L. [

J4 sabemos que, para cada ideal I de Zg o conjunto (1) é um reticulado de R2. Mas

a reciproca é, em geral, falsa. Mas temos o seguinte resultado.

Proposicao 3.3 Sejam K = Q(v/d), d < 0, Zx o anel dos inteiros de K e I' um reticu-
lado de R%. Entao:

1. Sed =2 ou 3(mod4) e Vda € I = o X(T'), para todo a € I, entdo I é um ideal de
L

2. Se d = 1(mod4) e na € I, para todo o € I = p }(T') en = 1+2\/E7 entdo I é um
1deal de Zy .

Prova. 1. Dados «, 5 € I, existem x,y € I tais que x = p(a) e y = ¢(f3). Logo,

x —y = p(a) — () = pla - B),

isto ¢, « — B € I. Como vda € I, para todo a € I, temos que (a + b\/g)oz € I, para

todos a,b € Z. Portanto, I ¢ um ideal de Zx. De modo anédlogo, prova-se 2. |

3.2 Fatoracao de Ideais

Nesta secao provaremos a unicidade da fatoracao em ideais primos sobre Zy. Para
isso usaremos os resultados obtidos na teoria dos reticulados.

Sejam [ = (a) e J = ([3) dois ideais principais de Zy. Entao ¢ fécil verificar que
1J = (aB).

Mais geralmente, se I = (aq,...,q,) ¢ J = (84,...,5,) dois ideais ndo nulos de Zg,

entao
IJ={c1fy, ;1B amfBqy -y amfB,)-
Além disso, se I = (a) e J é qualquer ideal de Zy, entdo

IJ=aJ={af:p e J}.

Sejam [ e J dois ideais nao nulos em Zg. Dizemos que [ divide J se existir um ideal K
de Zk tal que
J=1K.
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Exemplo 3.1 Seja Zx = Z[\/—5]. Entao é facil verificar que 2, 3 e 1 + /=5 sdo

elementos irredutiveis de Zx e
2:3=6=(1+v=-5)(1—-v-5).

Portanto, Zx nao é um dominio de fatoragao unica. Além disso, o ideal I; = (2,14+/—5)

nao é principal em Zg. Sejam
Iy =(2,1—+/=5),J; = (3,1 ++=5) e J = (3,1 — v/=5),
trés ideais de Zy. Entao
LI, = (4,24 2v/=5,2 —2/=5,6).
Logo, 111, C (2), pois 2 divide cada um dos geradores. Por outro lado,
2=6—-4¢€ L.

Portanto,
L, =(2).
Agora,
LJy = (6,24 2v—=5,3+3V/=5, —4 + 2¢/=5).
Logo, 111, C (1 ++/=5), pois 1 + /=5 divide cada um dos geradores. Por outro lado,
1+vV-5=3+3V-5—-(2+2V=5) € I, J;.
Portanto,
LJy = (1++/-5).
De modo andlogo, prova-se que
IyJy = (1 —+/=5) e JiJy = (3).
Portanto,
(6) = (2)3) = LilzhJs
= (1+V=-5)1+V=5) =L/, [1Js.
Finalmente, I, = 11 e J, = J1, onde
I={a:ael}
é o conjugado complexo do ideal I. Neste caso, I, = I, e Jy # J, pois

1-vV-5=2-(1++-5)el.
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Lema 3.1 Sejam K = Q(v/d), d < 0, Zg o anel dos inteiros de K e I um ideal néio nulo

de Zy. Entdo IT = (n), para algum n € 7.

Prova. Seja I um ideal nao nulo de Zg. Entdo I' = ¢(I) é um reticulado associado a [

de R?. Logo, existem dois vetores linearmente independentes x;,x, € R? tais que
I' = <X1, X2>.

Como x1,x2 € I' temos que existem «, 8 € [ tais que x; = () e x3 = ¢(f). Portanto,

B ={a,} é uma Z-base de I e
I'=(a,f).

E claro que T ¢ gerado por @ e 3. Logo,

IT = (aa, ap, @B, Bp).

Como aa = aa, B_B =3B e af +aB = af +a@s temos que eles estdo em Q. Visto que

eles sao inteiros algébricos temos que a@, 5, af +ap € Z. Seja
n = mdc (0@, BB, aB + 66) .
Afirmacao: I = (n).
De fato. Como n = mdc (o@, BB, af + Eﬁ) temos que existem r, s,t € 7Z tais que
n = roa-+sBB+t(af +ap)
= raa + sfB + taB + tap.

Logo, n € I, isto &, (n) C II. Reciprocamente, por construcio existem 7,5, A € Z C Zg

tais que a@ = yn, B = én e aff + a@f = An. Por outro lado, é facil verificar que

7, o

n n

sao raizes do polinomio f(z) = 2% — Az + 70 € Z[x]. Assim,

isto é, existem €,e € Zy tais que aff = en e CKB = en. Portanto, aa, BE, 043, ap € (n) e

IT C (n). [ |

Proposigao 3.4 Sejam K = Q(vd) e Zg o anel dos inteiros de K. Se I, J e L sdo

tdeais nao nulos de Zy, Entao:
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1. Se IL C 1J, entao L C J. Em particular, se I.J =1L, entdo J = L;
2. J C 1 se, e somente se, I divide J,;
3. Se P é um ideal primo de Zy tal que P divide I.J, entdo P divide I ou P divide J.
Prova. 1. Suponhamos que /L C IJ. Entao, pelo Lema 3.1, temos que
nL =1IIL C IIJ=nJ.

Portanto,

L=n"'(nL)Cn*(nJ)=J
2. Primeiro suponhamos que I = (a) e J C I. Seja
K={a'p:B€J}.

Entao ¢é facil verificar que K é um ideal de Zx e a K = J. Portanto, J = [ K. Agora,

suponhamos que [ é arbitrdrio e J C I. Entao
1J CII=(n).
Assim, existe um ideal K de Zy tal que
nK=1J e IIK =11

Por 1, IK = J. Portanto I divide J. A reciproca é imediata.
3. Suponhamos que P divide IJ. Entao [J C P. Logo, I C P ou J C P. Portanto,
P divide I ou P divide J. |

Proposigao 3.5 Sejam K = @(\/3) e Zyk o anel dos inteiros de K, onde d < 0. Entao:

1. Se I é um ideal nao nulo de Zy, entao existe somente um nimero finito de ideais

J entre I e Zg.
2. Todo ideal proprio de Zy estd contido em um ideal mazimal.

Prova. 1. Seja I um ideal nao nulo de Zg. Entao ¢(I) é um reticulado associado a I de
R2. Logo, pelo Lema 1.7, existe apenas um nimero finito de reticulados A entre (1) e
©(Z ). Portanto, existe somente um nimero finito de ideais J entre [ e Zg.

2. Seja I um ideal préprio de Zg. Entao I estd contido em apenas um nimero finito

de ideais Zk. Portanto, basta procurar entre eles o que seja maximal. |
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Teorema 3.2 Sejam K = Q(vd) e Zx o anel dos inteiros de K, onde d < 0. Entéo
todo ideal nao nulo de Zk pode ser escrito de modo inico, a menos da ordem, como um

produto de ideais primos.

Prova. (Existéncia) Seja I ideal ndo nulo de Zg. Se I é um ideal primo, nada hé para
provar. Suponhamos que I nao seja primo. Entao I nao é maximal. Assim, podemos
encontrar um ideal préprio I de Zk tal que I C I;. Logo, pela Proposicao 3.4, I; divide I.
Assim, existe um ideal J; de Zg tal que I = I;.J;. Portanto, I C J;, poisse [ = I1J; = Ji,
entao pela Proposicao 3.4, Zx = I, o que é uma contradi¢cao. De modo anédlogo mostra-se
que I C I;. Como existe somente um numero finito de ideais entre I e Zy temos que este
processo termina apés um nimero finito de passos. Quando isto ocorre todos os fatores
sao ideais maximais e, assim, ideais primos. Portanto, todo ideal nao nulo de Zjy pode
ser escrito como um produto de ideais primos.

(Unicidade) Suponhamos que temos dois produto de ideais primos:

Pl"'Pr:Ql"'Qs-

Vamos usar indugao sobre r. Se r = 1, entao

P =@ Qs

Apés uma reordenagao, se necessdrio, podemos supor que @); divide P,. Como P é

maximal temos que
P = Q.
Assim, se s > 1, entao pela Proposi¢ao 3.4, obtemos que

Zi = Qa- Qs

e Zig = @;, para algum 2 < j < s, o que é uma contradi¢ao. Logo, s = 1.

Suponhamos que o resultado seja vélido para r — 1 e

Pl"'Pr:Ql"'Qs-

Apo6s uma reordenagao, se necessdrio, podemos supor que P, divide ;. Como @ é

maximal temos que

Pr:Qs-
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Logo, pela Proposicao 3.4, obtemos que

Pl"'Pr—lel"'Qs—l-

Pela hipétese de inducao segue que r — 1 = s — 1 e, assim, r = s. Portanto, apés uma

reordenagao, se necessario, obtemos que P; = Q;, j =1,...,r. |

Sejam K = Q(v/d) e Zg o anel dos inteiros de K, onde d < 0. Seja I ideal nao nulo
de Zg. Entao I = P, - -- P,, onde P, s@o ideais primos de Zx com P, + P; = (1), se i # j.

Logo,
Lx Lk ‘o VA%
I P P.
Como
7
§>j:17"'7ra

J
é finito temos, pela demonstragao do Teorema 2.7, que

Lk
I

é finito. A norma de um ideal nao nulo I de Zy é definida por
Lk
N({I)=|—|.
-4
Teorema 3.3 Sejam K = Q(0) e Zk o anel dos inteiros de K. Entdo:

1. Todo ideal nao-nulo I de Zy tem uma Z-base B = {ay,...,a,}, onde [K : Q] = n.

2.
D(B)
NI)=,]|l—=
=175
onde D é o discriminante de K.
Prova. 1. Como ZTK ¢ finito temos, pela Observacao 1.3, que (I, +) é um grupo abelino
livre de posto n. Portanto, I tem uma Z-base da forma B = {aq, ..., a,}.

2. Seja B' = {f,,...,0,} uma Z-base de Zyx. Como «; € Zk temos que existem

unicos ¢;; € Z tais que
n

o; = Z Cijﬁj'

Jj=1

Assim, se C = (¢;5), entao
L

N(I) = |=

= |det(C)] .
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Como D(B) = (det(C))?D(B’) temos que

onde D = D(B’). [ |

Coroldrio 3.1 Sejam K = Q(0) e Zxi o anel dos inteiros de K. Se I = («) é um ideal
principal de Z, entao N(I) = N(«). [

Teorema 3.4 Sejam K = Q(0), com grau n = k + 2l, e I um ideal nao nulo de Zg.

Entao

Vipln) - XD

onde D é o discriminante de K.

Prova. Sejam B’ = {«ap, a1, ..., a1} umaZ-basede I, I' = o(I) = (p(ap), p(a1), ..., (1))

um reticulado em R"™ e M = (¢(«q;)) a matriz geradora de I'. Entao
V(T) = |det(M)].

Pelo Teorema 2.8, det(M) = (—2i)~'E, de modo que, |det(M)| = 27! |E|. Como D(B') =
E? e

temos que

Teorema 3.5 Sejam K = Q(v/d) e Zy o anel dos inteiros de K, onde d < 0. Entio Zx

¢ um dominio de fatoracao tnica se, e somente se, Zy € um dominio de ideais principais.

Prova. Suponhamos que Zg seja um dominio de fatoragao tinica e P qualquer ideal
primo nao nulo de Zg. Entao P contém um elemento irredutivel, digamos 7, pois todo
a € P,a # 0 é um produto de elementos irredutiveis. Logo, 7 é um elemento primo e
(r) ¢ um ideal primo. Como (r) é maximal e () C P temos que P = (m). Potanto,
P ¢ principal. Assim, pelo Teorema 3.2, todo ideal nao nulo de Zg é principal. Pela

Proposicao 1.4, temos a reciproca. |
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Proposicao 3.6 Sejam K = Q(v/d) e Zg o anel dos inteiros de K, onde d < 0. Se P ¢

um ideal primo ndo nulo de Zy, entio P = (p) ou PP = (p), para algum primo p € 7Z.

Prova. Seja P um ideal primo nio nulo de Zg. Entdo PP = (n), para algum n € Z.

Como Z ¢ um dominio de fatoracao tinica e n # 1 temos que
n=%pi--pr,

onde os p; sao primos distintos. Logo, por hipétese, P divide um dos fatores (p) de (n),
onde p = p;. Como P também divide (p), pois p = P, temos que PP divide (p?). Assim,
(p?) C PP. Temos duas possibilidades:

(p*) = PP ou (p*) C PP.

Se (p*) = PP temos, pelo Teorema 3.2, que P = P = {(p). Se (p?) C PP temos, pelo
Teorema 3.2, que PP = (p). Portanto,

P =P =(p) ou PP = (p).
|

Proposigao 3.7 Sejam K = Q(\/E) e Zx o anel dos inteiros de K, onde d < 0. Se

p € 7Z é um nimero primo, entdo existe um ideal primo nao nulo P de Zy tal que
P ={(p) ou PP=(p).

Prova. Seja p um nimero primo de Z. Entao I = (p) é um ideal nao nulo de Zg. Pelo
Teorema 3.2, existe um ideal primo P de Zg tal que P divide I. Como P também divide

I, pois p = p, temos que PP divide (p?). Assim, (p?) C PP. Temos duas possibilidades:
(p*) = PP ou (p*) C PP.

Se (p*) = PP temos, pelo Teorema 3.2, que P = P = {(p). Se (p?) C PP temos, pelo
Lema 3.1, que PP = (p). Portanto,

P=P=(p) ou PP = (p).
|

Seja p € Z um ndmero primo. Dizemos que p permanece primo em Zy se P = (p) é
um ideal primo em Zg. Se PP = (p) e P # P, dizemos que p ¢ decomponivel em Zy. Se

PP = (p) e P = P, dizemos que p é ramificado em Z.
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Exemplo 3.2 Seja Zi = Z[\/—5|. Entdo para o ideal P = (2,14 /—5) de Zy temos
que P =P e PP = (2). Portanto, 2 é ramificado em Zy. Para o ideal P = (3,14 /=5)
de Zy temos que P # P e PP = (3). Portanto, 3 é decomponivel em Z.

Proposigao 3.8 Sejam K = Q(V/d) e Zx o anel dos inteiros de K, onde d <0 ep € Z

um primo.

1. Suponhamos que d = 2 ou 3(mod4). Entdo p permanece primo em Ly se, e So-

mente se, f = x? — d ¢é irredutivel sobre Z,;

2. Suponhamos que d = 1(mod4). Entao p permanece primo em Zk se, e somente se,

1—-d
_ 2
f=a"—ax+ 1

¢ irredutivel sobre Z,.

Prova. 1. Suponhamos que d = 2 ou 3(mod4) e p € Z um nimero primo. Entao

Ly = Z[\/E] e f = x? — d ¢ irredutivel sobre Z, pois d ¢ livre de quadrados. A funcao
p:lg — Zp[\/a]

definida por p(a—l—b\/a) —=a+bVd, onde@,b e Z,, ¢ um homomorfismo de anéis sobrejetor
e ker p = (p) = pZxk. Logo,

Por outro lado, a funcao

01 Z,la] - Z,[Vd)
definida por o(g) = g(v/d), para todo g € Z,[z], ¢ um homomorfismo sobrejetor de anéis
e kero = (f). Logo,

L[] ~
0 ~ 7,[Vd]
Assim,
Zp[x] Lk

Portanto, p permanece primo em Zg, isto é, P = (p) é um ideal primo maximal de Zx
se, e somente se, ZTK ¢ um corpo se, e somente se, f ¢ irredutivel sobre Z,,.

2. A parte (b) é anéloga. [
Exemplo 3.3 Seja Zx = Z[\/—67). Entdo —67 = 1(mod4). E facil verificar que o
polinémio f = 2* — x + 17 € irredutivel sobre Z,, para p = 2, 3 ou 5. Portanto, 0s

numeros primos 2, 3 e 5 permanecem primos em Ly .
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3.3 Classe de Ideais

Sejam K = Q(v/d) e Zx o anel dos inteiros de K, onde d < 0. Sejam I e .J dois ideais

nao nulos de Zg. Dizemos que I e J sao similares se existirem «, 3 € Zj, tais que
BJ =al.

Vamos denotar por I ~ J. E fdcil verificar que ~ ¢ uma relacio de equivaléncia em Zg.
Para cada ideal I de Zg, [I] denota o subconjunto formado pelos ideais de Zy que sao

similares a I, isto é,
[I]={J:J ¢éumideal de Zgk e J ~ I}.
Esse conjunto é chamado a classe de ideal determinada por I.

Observacao 3.1 Como v = B 'a € K*, dizemos que I e J sdo similares, se existe
v € K* tal que
J =1

Seja Iz, a familia de todos os ideais principais de Zg. Entao é facil verificar que

7z, ¢ um semigrupo multiplicativo com elemento identidade Zx = (1) e que a funcao

K

o : Lx — Iz, definida por o(a) = (), para todo a € Zg, é um homomorfismo de
semigrupos. Além disso, Zx é um dominio de ideais principais se, e somente se, o é

sobrejetora.

Proposicao 3.9 Sejam K = Q(v/d), Zx o anel dos inteiros de I, onde d < 0, e I um

tdeal nao nulo de Zy . Entao I é similar a Zk se, e somente se, I é um ideal principal.

Prova. [ ¢é similar a Zg se, e somente se, existe v € K* tal que I = yZg. Logo, v € I,

isto ¢, v € Z. Portanto, I = (7). [

O conjunto quociente de Z pela relacao de equivaléncia ~, em simbolos C, é o conjunto

de todas as classes de ideais de Zy. Assim,
C=A{[I]:I éum ideal de Zg}.

Teorema 3.6 Sejam K = Q(\/d) e Zx o anel dos inteiros de K, onde d < 0. Entdo C
com a operacao

1] = [1J],
para todos os ideais I e J de Zk, é um grupo abeliano.
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Prova. Sejam I, I', J e J' ideais de Zk tais que [I] = [I'] e [J] = [J']. Entao existem
a, 3 € K* tais que
I'=al e J =p3J.
Logo,
I'J = apBlJ.

Assim, [IJ] = [I'J'], isto é, a operagao é bem definida. E facil verificar que essa operacio
é associativa, comutativa e que [Zg| é o elemento identidade. Finalmente, pelo Lema 3.1,
IT = (n), para algum n € Z. Como [(n)] = [(1)] temos que [I][I] = [Zg], isto &, [I] é o

inverso de [/]. [
A ordem |C| do grupo de classe C é chamada de nimero de classe.

Corolario 3.2 Sejam K = Q(v/d) e Zx o anel dos inteiros de K, onde d < 0. Entdo

Ly € um dominio de fatorag¢ao unica se, e somente se, |C| = 1. [ |

Lema 3.2 Sejam K = Q(\/E), Zy o anel dos inteiros de K, onde d < 0 e I um ideal

nio nulo de Zy. Entio [Zy : nl] = n*[Zg : I], para todo n € 7Z.

Prova. Sejam I' = ¢(Zx) e A = ¢(I) os reticulados de R? associados a Zg e I, respecti-

vamente. Assim, pelo Coroldrio 1.3, temos que [Zg : nl] = n? [Zy : I], para todo n € Z.

Proposi¢ao 3.10 Sejam K = Q(\/d), Zx o anel dos inteiros de K, onde d < 0 e I um
ideal nao nulo de Zy. Entao

N(I) = [Zg - 1.

Prova. Se I = Zx nada ha para provar. Primeiro vamos supor que [ é igual a um ideal
primo P. Entao, pela Proposicao 3.6, temos que existe um nimero primo p € Z tal que
P = (p) ou PP = {(p). Se P = (p) e J qualquer ideal de Zy, entdo N(P) = p*e JP = pJ.
Logo,

[Zy : JP] = p*[Z - J]

[Zy : P) = [Zk : pZk) = p*|ZK : Zx) = p*.
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Assim, [Zy : JP) = [Zy : J)[Zk : P) e [Zx : P] = N(P). Se PP = (p) e J qualquer ideal
de Zg, entdo N(P) = p e JPP = pJ. Pela Proposi¢ao 3.4, temos que JPP C JP C J.
Logo,

(Zy : J) < [Zy : JP] < [Zy : JPP] = p*[Zy : J].

Como cada indice ¢ um divisor do préximo temos que [Zg : JP| = p[Zk : J|. Em
particular, para J = Zg, obtemos que [Zg : P| = p = N(P). Assim, [Zx : JP] = [Zk
J|[Zk : P] e [Zk : P] = N(P). Finalmente, se I ¢ um ideal arbitrdrio de Zg, entdo pelo

Teorema 3.2

I=P-F,
onde P, ..., P, sao ideais primos de Zg. Logo, por inducao sobre n, obtemos que
[ZKI] = [ZKplpn—l][ZKPn]
= N(P,---P,_1).N(P,)
= N(I).

Coroldrio 3.3 Sejam K = Q(\d), Zk o anel dos inteiros de K, onde d < 0 e I, J dois
ideais nao nulos de Zy. Entao [Zy : 1J] = [Zk : 1] [Zk : J]. [

Teorema 3.7 Sejam K = Q(\d) e Zx o anel dos inteiros de K, onde d < 0. Entdo

toda classe de ideais em Zy contém um ideal I tal que

N(I) < p,

/]

™

onde |1 = e D ¢é o discriminante de Zg.

Prova. Seja I um ideal qualquer de Zg. Devemos encontrar um ideal L € [I] tal que
N (L) < p. Seja T' = p(I) o reticulado de R? associado a I. Entao, pelo Coroldrio 1.5,

existe x € A* tal que
4V (T)

Ix]|* <
™

Como x € A* temos que existe a € [* tal que p(a) = x. Assim, (a) C [ e, pela
Proposicao 3.4, existe um ideal J de Zg tal que IJ = (a). Logo, N(a) = N(I)N(J).
Pela Proposicao 3.3, temos que

2
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Como N(a) = N(p(a)) = ||x||* temos que

4v (T
N(I)N(J) < ()
T
PRMCORVAL
_ 2
= - ’
isto &,
N(J) < p,
2+/|D
onde p = D] e D é o discriminante de Z . Finalmente, como I.J é um ideal principal

7r
temos que [J] é a iversa de [I], isto ¢, [J] = []. Assim, provamos que [.J] contém um ideal

cuja norma satisfaz a desigualdade. A prova segue-se trocando I por 1. |

Teorema 3.8 Sejam K = Q(\/d) e Zk o anel dos inteiros de K, onde d < 0. Entio o

grupo de classe C é finito.

Prova. Pela Proposicao 3.10 e pelo Teorema 3.7, basta provar que existe um nimero
finito de ideais I tais que

Seja A = (1) o reticulado de R? associado a I. Escolhendo n € Z,, com n < y, obtemos,
pelo Coroldrio 1.6, que existe um nimero finito de reticulados I de R? contendo A tal que

[I' : A] = n. Como existe um nimero finito de possibilidades para n temos o resultado. Bl

Teorema 3.9 Sejam K = Q(v/d) e Zx o anel dos inteiros de K, onde d < 0. Entdo o
grupo de classe C é gerado pela classe dos ideais primos P que divide (p), com p < |u],

onde p é um niimero primo e |-] é a fungdo maior inteiro.

Prova. Pelo Teorema 3.7, todo elemento de C'contém um ideal I de Zg tal que N (I) < p.

Como N (I) ¢ um nimero inteiro temos que

N(I) < [u).
Suponhamos que

I=P P,
onde P, ..., P, sao ideais primos de Zg. Entao

N(I) = N(P) - N (P,).
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Logo,

Portanto, as classes dos ideais primos P, com N (P) < |u/, formam um conjunto de

geradores de C. |

Podemos usar o Teorema 3.9, como um algoritmo de tentativas e erros para determinar

C.

Algoritmo

1. Calcular o discriminante D de Zg, o valor de p e em seguida | ].
2. Calcular os primos p com p < |u].

3. Verificar se p permanece primo em Zy. Se p permanece primo, entdo exclua (p)
da classe dos fatores primos. Se nao, entao inclua ele na classe de um dos fatores

primos.
4. Repetir o Passo 3 para todos os geradores primos de C.

5. Calcular as relagoes entre os geradores primos de C.

Exemplos 3.1 Sejam K = Q(\/d) e Zy o anel dos inteiros de K, onde d < 0. Entdo,
pelo Teorema 2.9, Zx = Z[\d) e D = 4d se d = 2 ou 3(mod4), Zx = Z[n] e D = d se

d = 1(mod4), onde n = 1+2\/E.

1. Sed = -7, entdo d = 1(mod 4). Logo, Zx = 7Z[n] e D = —7. Assim,

2\/|D] 2V7
p= Hz \/_%1,7
m s

e |u] = 1. A classe de ideais primos de Zk é vazia. Portanto, C = {[0]} e Zk ¢é

um dominio de ideais principais.
2. Se d = —67, entao d = 1(mod 4). Logo, Zx = Z[n] e D = —67. Assim,

2\/|D] 267
p= ||=\/_%5,2

™ ™
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e |n] =5. O grupo de classe C é gerado pelos ideais primos de Zy dividindo (2),

(3) e (5). Pela Proposicao 3.8, p permanece primo em Zk se, e somente se,
f=a2—x+17

¢ irredutivel sobre Z,,. E facil verificar que isto é verdade para os primos 2, 3 e 5.

Portanto, C = {[Zk|} e Zk é um dominio de ideais principais.

. Se d = —14, entio d = 2(mod 4). Logo, Zx = Z[\/d] e D = —56. Assim,

2+/|D 2
= ||: \/%%4,7

™ ™

e || =4. O grupo de classe C é gerado pelos ideais primos de Zy dividindo (2) e

3). Pela Proposicao 3.8 ermanece primo em Zg se, e somente se
(3) POSic DD p : :
f=2*+14

¢ 1rredutivel sobre Z,. E facil verificar que f é redutivel para os primos 2 e 3.
Note que, PP = (2) e P = P, onde P = (2,/—14), QQ = (3) ¢ Q # Q, onde
Q = (3,1++/—14). Logo, a ordem da classe [P] ¢ igual a 2 em C, pois [P]* = [(1)].
Por outro lado, para calcular a ordem da classe [Q], podemos calcular as poténcias
do ideal explicitamente e encontrar a menor poténcia cujo reticulado associado é
similar ao reticulado associado a Zx, o que nao é eficiente. Assim, é melhor calcular
a norma de alguns elementos de Zy, na tentativa de encontrar uma relagao entre

os geradores. Os mais naturais para tentar sao: \/—14 e 1 ++/—14. Como
N(vV—-14)=14 e N1++v—-14) =15

temos que eles nao sao bons, pois envolvem 0s primos 5 e 7 que nao estao entre 0s

fatores de nossos geradores. O elemento 2 4+ \/—14 é melhor, pois
N2++v—-14)=18=2-3-3.

Logo,

2+ V=T)(2 - v=Ti) = PPQQQQ = P*Q°Q .
Como (2 + v/=14) # (2 — /=14) e (2 — /=14) = (2+ /—14) temos que (2 +
V—=14) = PQ? ou (2++/—14) = P@2. Note que (3) é um fator tanto de PQ? quanto
de PQ°. Assim, podemos assumir que (2 + /—14) = PQ?. Entdo [P][Q]? = [(1)],
pois (2 + \/—14) é um ideal principal. Logo, [Q]* = [P]™* = [P] e [Q]* = [(1)].

Portanto, C = ([Q]) é um grupo ciclico de ordem 4.
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d|  D|lpllc|
—2| 8| 1] 1
5| —20| 2| 2
~13| —52| 4| 2
~14| =56 | 4] 4c
—21| 84| 5|4k
—23| -23| 3| 3
—26 | —104| 6| 6
—47| 47| 4| 5
~71| 71| 5| 7

Tabela 3.1: Grupos de classe de ideais

4. Sed = —23, entao d = 1(mod4). Logo, Zx = 7Z[n] e D = —23. Assim,

2+/|D 2v23
SV R B
T T

e || =3. O grupo de classe C é gerado pelos ideais primos de Zy dividindo (2) e

(3). Pela Proposi¢ao 3.8, p permanece primo em Ly se, e somente se,
f=2>—z+6

¢ irredutivel sobre Zj,. E facil verificar que f é redutivel para os primos 2 e 3. Note
que, PP = (2) e P # P, onde P = (2,n). Vamos sopor que QQ = (3). Como
N(n) =6 e N(1+n) =8 temos que

(@) = PPQQ e (1+n)(T+7) = PP

Reordenando, se mecessdrio, obtemos que (n) = PQ e (1 +n) = P? ou P Logo,
Q] = [P]™! e [P]? = [(1)]. Portanto, C = ([P]) é um grupo ciclico de ordem 3. Na

Tabela 3.1, apresentaremos alguns grupos de classe de ideais

Sejam K = Q(\/E) e Zy o anel dos inteiros de K, onde d < 0. Pela Proposicao 3.2,
temos que Zgx = Z[v/—1] é 0 inico dominio de fatoracao unica, se d = 3(mod 4). Também

temos o seguinte resultado:

Coroldrio 3.4 Sejam K = Q(Vd) e Zy o anel dos inteiros de K, onde d < 0. Se
d = 2(mod4), entdo Zyx = Z[\/—2| é o unico dominio de fatoragdo tnica.
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Prova. Suponhamos que d = 2(mod4) e d # —2. Entao d < —6. Como

AL VAL

™ ™

e d < —6 temos que |u| > 2. Logo, os geradores primos do grupo de classe divide ao

menos (2). Pela Proposigao 3.8, p permanece primo em Zj se, e somente se,
f=a2*>—d

¢ irredutivel sobre Z,. E facil verificar que f é redutivel para o primo 2, pois d é um

nimero par. Portanto, o grupo de classe de ideais é nao trivial. |

Pode ser mostrado que: se K = Q(\/E) e Zk o anel dos inteiros de K, com d < 0,

entao Zyx é um dominio de fatoracao tnica se, e somente se,

de{-1,-2,-3,—7,—11,—19, —43, —67, —163} .

65



Referéncias Bibliograficas

[1] Cassels, J. W. S.; An Introdution to the Geometry of Number. Springer, Berlin, 1959.
[2] Endler, O., Teoria dos Nimeros Agébricos. IMPA, Rio de Janeiro, 1986.

[3] Garcia, A. L. e Lequain, Y., Algebra: Um Curso de Introducdo. IMPA, Rio de Janeiro,
1988.

[4] Herstein, I. N., Tdpicos de Algebra. Editora Poligono S. A. 1970.

[5] Michael, A., Algebra. New Jersey, 1991.

[6] Rotman, J. J., Galois Theory. Springer, New York, 1998.

[7] Stewart, Ian N. and Tall, D. O., Algebraic Number Theory. Chapman and Hall, 1986.
[8] Querré, J., Cours d’Algébre. Masson Paris, 1976.

[9] Weiss, E., Algebraic Number Theory. New York, 1963.

66



