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Resumo

Katok em [11] e Johansson em [8] propuseram uma maneira aritmética de se obter grupos
Fuchsianos, chamados de grupos Fuchsianos aritméticos. Em [9], Johansson mostrou que um
grupo Fuchsiano aritmético estd associado a uma ordem de uma &dlgebra dos quaténios A sobre
uma extensao quadratica de Q. Neste trabalho generalizamos este resultado para uma dlgebra

dos quatérnios sobre K com [K : Q] = 2".

Palavras chave: Grupos Fuchsianos, grupos fuchsianos aritméticos, algebra dos quatérnios,

ordem dos quatérnios.



Abstract

Katok in [11] and Johansson in [8] proposed a way to obtain arithmetic Fuchsian groups,
called arithmetic Fuchsian groups. In [9], Johansson showed that a arithmetic Fuchsian group
is associated to an order of an algebra of the quatenions on a quadratic extension of Q. In this

work we generalize this result to an algebra of the quaternions on K with [K : Q] = 2™.

Key-words: Fuchsian groups, arithmetic fuchsian groups , algebra of the quaternions, order

of the quaternions.
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Notacao

A - Algebra dos quatérnios

Ix - Anel dos inteiros do corpo K
(A) - Area hiperbdlica de A
arg(a)
B, (a)
B, 0] - Bola fechada centrada em 0 de raio r

- Argumento de a

Bola aberta centrada em a de raio r

B, - Bola de raio p centrado na origem

Z(H) - Centralizador de H

Cr - Circulo isométrico da transformacao T’

M, (K) - Conjunto das matrizes n x n sobre o corpo K
M5 (K) - Conjunto das matrizes m x n sobre o corpo K
C - Conjunto dos nimeros complexos

Z - Conjunto dos nimeros inteiros

N - Conjunto dos nimeros naturais

R - Conjunto dos niimeros reais

T - Conjugado de x

U(R) - Conjunto das unidades de R

A.(T) - Conjunto limite de I'

[|7]| - Comprimento Hiperbdlico da curva ~y

Q(+/d) - Corpo quadrético

det(A) - Determinante da matriz A

B - Disco de Poincaré

d(p, q) - Distancia Hiperbdlica entre p e ¢

d (A) - Discriminante de A

C - Esfera de Riemann

% - Espaco das Orbitas

F/K - Extensao do corpo F' sobre o corpo K

g - Género

G - Grupo

I'(A, O) - Grupo derivado de uma algebra dos quatérnios A cuja ordem é O
I' - Grupo Fuchsiano

Isom(H) - Grupos das isometrias de H

% - Grupo quociente de GG por H

GL(n,R) - Grupo linear geral

SL(2,R) - Grupo unimodular

PSL(2,R) - Grupo linear projetivo especial

vil



G - Grupo das transformacoes de Mobius

I - Identidade

~ - Isomorfo

lim A,, - Limite de A,

ds - Métrica hiperbdlica

[|T]| - Norma da transformagao T

N(z) - Norma reduzida de x

ker ¢ - Nicleo de ¢

O - Ordem dos Quatérnios

V - Para todo

Im(z) - Parte Imaginaria do nimero completo z
Re(z) - Parte Real do nimero completo z

A¥ ® F - Produto tensorial da dlgebra A¥ com o corpo F
Ry - Regiao Fundamental de Ford

©,(I') - Regiao de Dirichlet para I' centrada em p
F - Regiao Fundamental

H - Semi plano superior

>~ - Soma

Tr(x) - Trago reduzido de z

Ty - Transformacao Hiperbdlica associada a matriz A
tr(A) - Traco da matriz A

viii



Sumario

Introducgao

1 Geometria Hiperbdlica

1.1 Inversao . . . . . . o o e e e
1.2 Grupo Linear Geral . . . . . . . . . . . . ...
1.3 Plano Hiperbdlico . . . . . . . . . . . . .
1.4 Grupos Discreto . . . . . . . . .

2 Regiao Fundamental e a Regiao de Dirichlet

2.1 Grupos Fuchsiano . . . . . . . . .. L Lo
2.2 Grupos Fuchsianos Co-compactos . . . . . . . . . . .. ... .. ... ...
2.3 Regiao de Dirichlet . . . . . . . . . ..o
2.4 Circulos Isométricos e a Regiao Fundamental de Ford . . . . . . . ... ... ..
2.5 Assinatura de um Grupo Fuchsiano . . . . . . .. ... .. ... .. .. ...,
3 Algebra dos Quatérnios e Grupos Fuchsianos Aritméticos
3.1 Algebras . . . ...
3.2 Algebra dos QUatérnios . . . . . . ...
3.3 Ordens . . . . . . . e e
3.4 Grupos Fuchsianos Aritméticos . . . . . . . . . . . .. .. ... .. ...

4 Aplicagoes
4.1 Determinacao do Grupo FuchsianoI'y, . . . . . . ... ... ... ... ... ..
4.2 Ocaso g=2" . . . .

A Resultados Basicos
Al Modulos . . . . oL e
A.2 Extensoes de Corpos . . . . . . . ..
A3 Tragcos e Normas . . . . . . . . . .

A4 Inteiros Algébricos . . . . . . . . e

Referéncias Bibliograficas

X

17
17
21
23
26
28

30
30
33
40
51

58
o8
67

T
7
80
83
86

88



Introducao

Johansson, em [9], mostrou que um grupo Fuchsiano aritmético esta associado a uma ordem

de uma dlgebra dos quatérnios sobre uma extensao quadratica de Q, isto é,

onde os geradores do grupo fuchsiano sao da forma

o— a+bv/t 1 (c+dvt)
B 7’2(c—d\/f) a— b/t ’

com a, b, ¢, d € Z[0], e Z[] denota o anel dos inteiros de Q(y/m), m > 0, r; = —ry € Z,
t€Z0] eVt & Z[0).
O principal objetivo deste trabalho é apresentar uma generalizacao do resultado apresentado

por Johansson em [9] para uma dlgebra dos quatérnios sobre K, com
(K : Q] =2",

ou seja, vamos construir grupos Fuchsianos identificados em uma ordem de uma &lgebra dos
quatérnios sobre um corpo de nimeros K tal que [K : Q] = 2", onde 2" denota o grau da
extensao do corpo dos racionais Q.

Esta dissertacao é constituida de quatro capitulos.

No Capitulo 1, apresentamos algumas definigoes e resultados classicos sobre geometria hiper-
bélica, onde definimos os dois modelos para o espaco hiperbélico bidimensional que serao tra-

balhados ao longo deste texto, a saber, o semiplano superior
H:={z € C:Im(z) >0}

cuja métrica é obtida a partir do diferencial

Js — dz|  +/dx? + dy?

~ Im(z) Y

Y

e o disco unitdrio
B:={zeC:|z| <1}.
cuja métrica é obtida a partir do diferencial

2
s = |dz|

IS

X



onde z = z+yi € C. Apresentamos o grupo linear especial SL(2, R), o grupo das transformacgoes
de Mobius PSL(2,R) e mostramos que

_SL(2,R)

PSL(2,R) ~ —In

onde [ é a matriz identidade de SL(2,R). Mais ainda, provamos que os elementos de PSL(2,R)
induzem isometrias sobre o semi-plano superior H.

No Capitulo 2, abordamos os conceitos de grupos Fuchsianos (subgrupos discretos de
PSL(2,R)), aprensentando assim uma série de resultados e defini¢bes essenciais para os capi-
tulos subsequentes.

No Capitulo 3, destacamos o conceito de &dlgebra dos quatérnios e grupos Fuchsianos
aritméticos. Consideramos as ordens dos quatérnios O e caracterizamos os grupos Fuchsianos
aritméticos. Mais geralmente, identicamos certos grupos Fuchsianos I' com uma ordem dos
quatérnios O.

Finalmente, no Capitulo 4, apresentamos os principais resultados desta dissertacao. Es-
tudamos os grupos Fuchsianos I' o~ I'y,, onde I' é um subgrupo de PSL(2,R), no sentido de
caracterizé-los quanto a sua aritmeticidade. Primeiro, construimos os grupos Fuchsianos I'y,.
Consideramos o caso g = 2" e mostramos que esses grupos sao derivados de uma dlgebra dos
quatérnios .A sobre um corpo de nimeros K tal que [K : Q] = 2™. Nestes casos, identificamos as
ordens O em A associadas aos grupos I'y,. Por fim, concluimos esse capitulo, consequentemente

esta dissertacao, com um exemplo exibindo os geradores de I'y, para g = 4.

x1



Capitulo 1

Geometria Hiperbdlica

A geometria hiperbdlica constitui o ponto de partida para os capitulos seguintes. Assim,
apresentaremos algumas defini¢oes e resultados cldssicos sobre geometria hiperbdlica. Para um

tratamento mais completo, recomendamos os livros [5, 11].

1.1 Inversao
Seja r € R fixado com r > 0. Uma inversdo de polo O e razao r é a tnica transformacao
E: R2 - {(070>} - R2 - {<070)}

tal que F(P) ¢é o tinico ponto da semirreta OP com |OP||OFE(P)| = r?, para todo P €
R? — {(0,0)}, confira Figura 1.1 com K = (0,0).

Figura 1.1: Inversao no circulo de centro K.

Sejam P = (z,y) e @ = FE(P) = (u,v). Entdo Q = (ax,ay), onde a € R e a > 0. Logo,
|0Q| = a|OP|, isto é&,

u? 4+ v? = a®(2® + ).



Como |OP||0Q| = r? temos que
(u® + v%)(2® + ) = 1.
Assim, encontrando o valor de a obtemos

rz rly .
E(z,y) = (x2+y2,x2+y2) e E'=E.

E também sugestivo escrever a inversio de polo O e razao r numa fémula compacta. Para
isto, identificando P e E(P) em R? — {(0,0)} com z e z; = E(z) em C*, respectivamente,

obtemos

|zz1| = 1% e arg(z) = arg(2).
Como arg(z) = — arg(z), as duas equagoes sao satisfeitas, se e somente se,
0Z =17,

pois, 217 = |z1] € |Z] e7% = |z,| [Z]. Assim, temos a seguinte formula para inversio

21 =

@l |

Observagao 1.1 Se o polo K # P e os pontos P, ) e K sao identificados com z, z1 e k em
C — {K}, obtemos

(z —k)(z1 — k)| =% e arg(z — k) = arg(z — k).

Como arg(z — k) = —arg(Z — k), onde Z e k sio respectivamente os conjugados de z e k, temos

que as duas equagoes sao satisfeitas se, e somente se,
(21— k)(Z—k) =r%

Portanto,

Kz -k

zZ—k
Note que E nao estd definida em K = (0,0). Assim, para contornarmos este problema

21 (1.1)

vamos escolher um ponto fora de C e rotular como oco. Isto nos leva a definir o plano estendido
C = CU {00}, chamado de esfera de Riemann. Como

7“2

lim |z1] = lim — = o0,

z—0 z—0 ‘Z|
é natural definir F(0) = co e F(oc0) = 0 e estender E a uma bijegao de C sobre C. Os pontos
de C C C serao chamados de pontos finitos. Diremos que V' C C é uma vizinhan¢a do oo, se
oo € V e existir r > 0 tal que

C—B.[0]CV.
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As regras de cédlculo para o oo sao as seguintes:
Z+00=00+2=00, 2:-00=00*2 =00,
para z # 0 em C . Convencionaremos escrever

z:oo, 20 se z # 0.
0 00

1.2 Grupo Linear Geral
Seja M(2,R) o conjunto de todas as 2 x 2 matrizes sobre R. Entao
GL(2,R) = {A € M(2,R) : det(A) # 0}

com a operagao usual de multiplicacao de matrizes ¢ um grupo nao abeliano, chamado grupo
linear geral.

Observe que o conjunto
SL(2,R) = {A € GL(2,R) : det(A) = 1}.

é um subgrupo de GL(2,R), chamado grupo linear especial.

Seja G o conjunto de todas as transformagoes T : C — C definidas por

az+b
T pr—
(2) cz+d’

onde a,b,c,d € R e ad — bc = 1. Entao G com a operacao usual de composicao de fungoes é
um grupo nao abeliano, chamado grupo das transformacoes lineares fraciondrias ou grupo das
transformagoes de Mobius.

Os grupos SL(2,R) e G relacionam-se da seguinte forma: dadas duas transformagoes T4, Tp €
G, cujos coeficientes formam, respectivamente, as matrizes A, B € SL(2,R), verifica-se facil-
mente que T4 o T = Txp, ou seja, a composicao de transformacoes em G corresponde ao
produto de matrizes em SL(2,R). Além disso, claramente a transformagao inversa de T4 é

T4-1. Precisamente, temos o seguinte resultado.

Proposigao 1.2 Se K = {—I,1} <SL(2,R), onde I é a matriz identidade. Entdo

SL(2,R)

~ @G.
K

Prova. Vamos definir ¢ : SL(2,R) — G por

az+b
cz+d’

A= (Z Z) € SL(2,R).

3
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E claro que ¢ estd bem definida e ¢ um homomorfismo de grupos sobrejetor. Assim, pelo
Teorema de Isomorfismos de Grupos
SL(2,R
SLER) L a
ker

Por outro lado, dado A € SL(2,R), temos que

Aeckerp < p(A)=1.

Assim,

b d
i =z& e+ (d—a)z—b=0, V 2€C com z # ——.
cz+d c

Como essa equagao tem no méximo duas raizes, temos que ¢ =b =0 e a = d. Logo,

ad—bc=1=a>=1=a==+l1.

Portanto,
Ackerps A=1 ou A= -1,
isto é, ker p = K. [ |
Dados A, B € SL(2,R), diremos que A estd relacionado com B, em simbolos A ~ B, se e
somente se, B = A ou B = —A. Portanto,
SL(2,R .
PSL(2,R) = 2.R) =U{A4,-A}, V A€ SL(2,R),

{_I v }
é chamado o grupo linear projetivo especial. Neste caso, nao faremos aqui distingao explicita
entre o grupo PSL(2,R) e o grupo das transformagoes de Mobius G.

Note que, apesar de serem algebricamente iguais, PSL(2,R) e G possuem comportamento
geométrico diferentes, quando ambos sao considerados como transformacoes de R? em R? (Iden-

tificando C com R? mediante a aplicagao natural = + iy — (x,7)). Por exemplo, a matriz

(4

aplicada ao vetor

nos d4 o vetor

enquanto que

1
T(z)=——
()=
transforma z = 1 + ¢ no nimero complexo
1 n 1.
—— 4 —i.
2 2



Proposicao 1.3 O grupo

az+b
cz+d

PSL(Q,Z):{Z—> :a,b,c,dEZead—bc:l}

é gerado pelos elementos

S(z) = —% e T(2) = 241,

o qual é chamado grupo modular.

Prova. De fato, S(z) e T'(z) s@o claramente determinadas pelas matrizes,

() e )

respectivamente. Portanto, pela Proposigao 1.2, basta provar que SL(2,7Z) é gerado pelas

IS
0 —1

M= (‘;‘ 2) € SL(2,Z)

Entao, usando indugao sobre m(M) = min {|a|, |c|} e, se necessario, substituindo M por

N:AM:(_C d),
a b

podemos supor, sem perda de generalidade, que |¢| < |a|. Assim, hd dois casos a serem

matrizes A e C, onde

Seja

considerados:
1.2 Caso. Se ¢ =0, entao det M = ad =1 e a = d = £1. Portanto,

Mzi(é if):icibe(A,m

2. Caso. Seja 0 < |c| < |a|. Entao, pelo Algoritmo da Divisao, existem ¢, € Z tais que

a=qc+d,onde 0 < <|c|. Assim,

N o — 1 —q a b _ [ a—qc b—qd _ d b—qd
0 1 c d c d c d 7
onde m(N) = ¢ < |c|. Portanto, pela hipétese de indugao,

M = CIN € (A,0),

isto é, SL(2,Z) = (A,C). [ |



1.3 Plano Hiperbdlico

Apresentaremos dois modelos para o espaco hiperbdlico bidimensional: um baseado no

semiplano superior
H:={z € C:Im(z) >0}
e o outro no disco unitério
B:={zeC:|z|<1}.

Esses dois espacos juntamente com suas respectivas métricas hiperbdlicas sao designados por
semiplano superior e disco de Poincaré.
No caso do semiplano superior H a métrica hiperbdlica é obtida a partir do diferencial

s = dz|  /dx? 4 dy?

~ Im(z) Y

Y

onde z = x 4+ yi € C.
Em toda esta dissertacao a palavra curva, salvo menc¢ao explicita em contririo, significa
curva diferencidvel por partes. Seja 7 : [a,b] — H uma curva, y(s) = z(s) + iy(s), para todo

s € [a, b], definimos o comprimento hiperbdlico de -y por:
/b V(@) + (@)
ds.
o y(s)

Considerando a funcao ¢ : [0, 1] — [a, b] definida por

17l =

s=pt)=0—-t)a+tbh, Vte]|0,1]. (1.2)
Temos que ¢ ¢é diferencidvel, de modo que a composta

At) = (Yo @)(t) = (s)

é uma curva diferencigvel por partes, onde §(t) = #(t) + igj(t) com t € [0, 1]. Assim,

S—
I
&
—~
)
—~
~
S—
S—
I
8
—~
»
SN—
@
<
—~
~
SN—
I
<
—~
AS)
—~
~
SN—
SN—
I
<
—~
»
SN—

A(t) = (Yo p)(t) =7 (p(t) = 2(t
Pela regra da cadeia

di dods do dj dyds dy

T Gd BT Y T d s as e (1.4)
¢ d
S

ds—%dt—(b—a)dt (1.5)

Substituindo os valores das equagoes (1.4) e (1.5) em (1.3), obtemos

6
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Portanto, nao hé perda de generalidade em considerar as curvas sobre o intervalo [0, 1]. Assim,

_ / ()" + (@)
0 y(s)

Il =
Dados p, q € H, a distdncia hiperbdlica entre p e ¢, em simbolos d(p, ¢), é definida por

d(p, q) = inf . [|7],

onde o infimo é tomado sobre todas as curvas diferencidveis por partes conectando p e ¢ em H,
isto &, todas as curvas diferencidveis por partes v : [0, 1] — H com v(0) =p e (1) =¢.
Afirmacgao. d é uma métrica.

De fato, como

temos que

Portanto,

IRVA
dlp.q) =it | =int | [
0

Por outro lado, para todo s € [0, 1], obtemos

d(p,q) = inf, ||7| =0 & [y =0 &

dz? dy 2 dx dy
o () (@) oo (&)= (&) oo

Agora, seja 7 : [0,1] — H definida por §(s) = v(1 — s), para todo s € [a,b]. Entao, 7(0) =q e
(1) = p. Assim, fazendo a substituigao ¢ = 1 — s, obtemos

ey @ @)
I —/ e




Portanto, inf ||y|| = inf ||7[| e d(p, q) = d(q, p).
Finalmente, dados p, ¢, € H. Sejam

71:[071]HH672:[071]_>H

tais que v,(0) = p, v,(1) = ¢, 72(0) = q e y5 (1) = r. Vamos definir v : [0, 1] — H por

) (2, se
() = { vo(2t — 1), se

t
t

—_ N

IA A

o= O
IA N

E claro que v é uma curva diferencigvel por partes com 7(0) = p, 7(%) =qey(1) =r. Logo

I = vl + [vall -

Portanto, aplicando o infimo na equagao anterior, obtemos
inf {|y[| = mf([|51 ][ + [1y2l) < inf[|y|] +inf{|y,l], ou seja, d(p,r) < d(p,q) + d(q,7).

Agora, para definir a métrica hiperbdlica no disco de poincaré, vamos considerar a trans-

formacao f : H — B definida por
fe) =2
R

O leitor interessado em mais detalhes sobre essa transformagao pode consultar Conway [2].

Assim, a métrica hiperbdlica para o disco de Poincaré é dada por
d*(zw) = d (F(). W), ¥ zwe B

Note que a distancia hiperbdlica d* é a mesma que se obtém a partir do diferencial

2
ds = 2]

IS

Existem vérias equacoes equivalentes para obter os valores das distancia hiperbdlicas entre dois
pontos arbitrarios dos espagos (H, d) ou (B,d*) (O leitor interessado em mais detalhes pode

consultar [5]), por exemplo, para quaisquer p, ¢ € H,

cosh(p,q) =1+ (%) : (1.6)

Para quaisquer p, ¢ € B,

\1—p§\+\p—q|)
d(p, q =1n< — . 1.7
(v, 9) 11— pg| —[p—q (1)

Observe que se z = 0, obtemos um caso particular da equacao anterior dado por

d(0,q) = In (1 i M) (1.8)

1 —q|




Utilizando a equagao (1.7) verificaremos que a métrica hiperbdlica para o disco B é invariante
pelas transformagoes lineares fraciondrias da forma.

_az+c
Ccz+a

Ty(2) lal? — |c? = 1. (1.9)

De fato, dados z,w € B e uma matriz

b
A:(" ) jaf” = e[ =1.
c d

Seja T : C — C a transformacao induzida pela matriz A. Entao

- (55) ()
(cz+a)(cw + a) — (az +¢)(aw + ¢)
(cz+7a)(cw + a)

|1 — 2w
|(cz +a)(cw + a)|

|Ta(z) = Ta(w)| = '(az+5> B (aw+a)‘

1 TA(z)TA(w)‘ -

cz+a cw+a
|(az +¢)(cw +a) — (aw +¢)(cz + a)|
|(cz 4+ a@)(cw + a)|
|z — w|

’(cz +6)M’

|z — wl
|(cz +a)(cw + a)|’

de modo que

1= Tu(:)Talw)| + [Ta(2) — Ta(w)

d(Ta(z), Ta(w)) = In —
1= Tu()Ta(w)| — [Ta(2) = Ta(w)

|1—zw]| |z—w|
— —+ ——
In ( |(cz+a)(cw+a)| |(cz+a)(cw+a)| )

|1—zw| |z—w]

[(cz+a)(cw+a)]  |(cz+a)(cw+a)|
|1 — 2w + |z — w|
In —
|1 — zw| — |z — w
= d(z,w).

Portanto, a distancia é invariante por T'4.
Seja 7y : [0,1] — H uma curva. Diremos que v é uma geodésica se

d (7(s), 7(t)) = inf /t (E?y(; G) Y os,tel0,1],

ou seja, se v minimizar a distdncia entre os pontos do seu tragado.
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Proposicao 1.4 O grupo PSL(2,R) age em H por homeomorfismos.

Prova. Primeiro nos mostraremos que toda transformacao de Mobius T4 aplica H em H, onde

A= ( ¢ 2) € SL(2,R).

c
Como
az+b  (az+0b)(cZ2+d)
w = Z) = e
a() cz+d \cz+d\2
B ac |z’ + adz + bez + bd
lcz + d|?
e —_—
Imu:u—_,u, V ueC,
21
temos que
_w - _3 _3 I
= .w:(ad.bc)(ZQ,z): 'z z - mz2. (1.10)
24 2i|cz + d 2i ez + d| lcz + d|

Portanto, Im z > 0 implica que Imw > 0. Agora, é claro que T'4(z) e sua inversa s@o continuas.
[ |

Proposicao 1.5 As transformagoes de Mébius sao isometrias, isto é, PSL(2,R) é um subgrupo
de Isom(H).

Prova. Seja T' € PSL(2,R). Entao, pela Proposigao (1.4), T(H) = H. Seja v : [0,1] — H
uma curva,
Y1) = (x(t),y(1)) = x(t) +iy(t) = 2(1).

Se +b
az

= T =

v (2) cz+d’

entao
w(t) =T(2(t) = T(x(t) +iT(y(t)) = u(l) +iv(t)

ao longo da curva 7. Logo,

dw a(cz+d)—claz+b)  ad—bc 1

dz (cz + d)? T (ez4d)? (cz4d)?

Pela equagao (1.10), obtemos

Y dw v
V= —— = || =—.
lcz + d)? dz| y
Pela regra da cadeia
dw _dwds _ [du| _v|d:
dt  dz dt dt|  yl|dt]’
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Assim,
v(t) dz

T (v :/—tdt:/idt:/—tdt:fy.
TON=Jwn ™= J o 7y v ® =

Portanto,

para todo T' € PSL(2, R). [ |

Observagao 1.6 Sejam z € H e C' um semicirculo ou uma semirreta ortogonal ao eixo real

que toca o eixo real no ponto xg € R. Entao,

T(2) = ——~— 1wy € PSL(2, R)

zZ — X

aplica C' no eiro imagindrio positivo, onde wq é escolhido adequadamente. De fato, seja x1 €

R U {0} outro ponto. Entdo, wy =0 se 1 = 00 e wo = (11 — xp) " se z; # 0.
Teorema 1.7 As geodésicas em H sao semicirculos ou semirretas ortogonais ao eixo R.
Prova. Sejam z, zo € H. Suponhamos que

z1=1a e z3 =1b com b > a.

Se v : I — H é um caminho diferencidvel ligando ia a ib, com

entao

1 d\? | (dy 2 1|dy

y(t)
1 dy bd
> /—dt dt:/—y:lné.
0 y(t) a y a

Assim, este é exatamente o comprimento hiperbdlico do segmento do eixo imaginédrio que une
1a a ib, consequentemente, a geodésica que une ia a ib é o segmento do eixo imagindrio que os
une.

Consideremos agora z; e z9 arbitrarios. Seja L o semicirculo Euclidiano tinico ou semirreta
que une z; a zp. Assim, existe, pela Observagao 1.6, uma transformagao em PSL(2,R) que
mapeia L no eixo imagindrio positivo, o que reduz o problema ao caso particular acima. Logo,
Pela proposi¢ao 1.5, concluimos que a geodésica entre z; e 25 € o segmento de L que une 2; a
Z9. [ |

Corolario 1.8 Quaisquer dois pontos z,w € H podem ser unidos por uma tnica geodésica, e a
distancia hiperbolica entre z e w é igual ao comprimento hiperbdlico do segmento da geodésica

que une esses pontos, que denotamos por [z, w]. |
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Proposicao 1.9 Toda isometria de H, em particular, toda transforma¢ao em PSL(2,R), trans-

forma geodésica em geodésica.

Prova. Sejam
T € PSL(2,R),

z, t pontos distintos em H e ¢ € [z, t]. Entao, pelo proposi¢ao 1.5 e o Corolério 1.8, temos que
T(e) € [T(2), T(t)],

isto &, T mapeia o segmento [z, t] no segmento [T'(z), T(t)] e, portanto, geodésicas em geodésicas.
|

Vimos na Proposigao 1.5 que as transformagoes de PSL(2, R) sao isometrias do plano hiper-

bélico H. Seja
A= ( ¢ 2) € SL(2,R).

O sinal do determinante da matriz A, determina a orientacao da isometria, ou seja, se
ad —bc =1,

entao as transformagoes correspondentes em PSL(2, R) sdo isometrias que preservam orientagao.
Se
ad — bc = —1,

entao, a isometria tem orientagao oposta. Assim, as transformagoes em PSL(2, R) sao isometrias
preservando orientacao.

Para todo subconjunto A C H, sua drea hiperbolica p(A), é definida por

dxdy
ﬂ(A) = f 2
A Y

Y

se essa integral existir. Analogamente, se A C B, entao

4dxdy

p(A) = {(1 — (22 + )2

Proposicao 1.10 A drea hiperbdlica é invariante sob todas as transformagoes em PSL(2,R),
isto é, se A CH e u(A) existe, entio pu(A) = u(T(A)), para qualquer T € PSL(2,R).

Prova. Se z = = + iy, entao

az+b
T(2) —

(2) cz+d’

onde a,b,c,d € R e ad — bc = 1. Fazendo w = T(z) = u + iv e usando as equagoes de

Cauchy-Riemann, obtemos

d(u,v)  Oudv  Oudv (8u)2 N (81})2

oz, y)  O0xdy  Oyox ~ \ oz O

!
ez 44t

d_T
dz
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Assim, usando (1.10), teremos

dudv 1 9(u,v) ez +d* 1
w(T(A)) = = 5 dxdy = dxdy = u(A).
) T(fA) v? /{#6”4 Iz, y) /{ ¥? ez +d)* ()
Portanto, p(A) = u(T(A)), para qualquer 7' € PSL(2, R). [ |

Sejam «a, 3 e v € H. Considerando geodésicas, raios ou segmentos geodésicos conectando
estes pontos, obtemos um tridngulo geodésico o qual serd chamado tridngulo hiperbdlico. O
préximo teorema mostra que a drea hiperbdlica de um tridngulo hiperbélico depende apenas

de seus angulos.
Teorema 1.11 (Gauss-Bonnet) Se A é um triangulo hiperbdlico com dngulos o, 3 e §. Entao
WAy =mr—a—-p-9.

Prova. Verifique [5], pdgina 42, Teorema 4.5.

Observe, que se A é um tridngulo hiperbdlico com angulos «, 8 e §. Entao, pelo Teorema
anterior a + 3 + 6 < 7.

1.4 Grupos Discreto

Seja X um conjunto qualquer, Y um espago topoldgico e f : X — Y uma funcao. Entao é
facil verificar que
7:={f1(A): A é um aberto em Y}

é uma topologia sobre X, chamada de topologia induzida por f. Nesta topologia f é continua.
Exemplo 1.12 Mostre que M(2,R) é um espago topoldgico.

Prova. E fécil verificar que a funcao ¢ : M(2,R) — R* definida por

1 T2
12 = (21,72, T3, T4)
xr3 T4

7:={o HU): U &um aberto em R*}

é bijetora. Logo,

é uma topologia sobre M (2,R). Portanto, M (2,R) é um espago topolégico.
Sejam X, Y espacos topolégicos e f: X — Y uma funcao. Para x,y € X, definimos

z~ye flz)=f(y)

Entao ~ é uma relacao de equivaléncia sobre X e

X

7:={AC = :7'(A) éum aberto em X}
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é uma topologia sobre £, (chamada de topologia quociente) coinduzida por

X
7. X — —.

~

Neste caso, m é continua e aberta. Note que existe uma tnica funcao f : % — Y tal que

707T:f.

Proposicao 1.13 Sejam X, Y espacos topologicos e f : X — Y uma funcao sobrejetora e

continua. Entdo, f: > — Y é continua, onde fom = f.

Prova. Verifique [12], pdgina 66.

Um grupo topoldgico G é um espaco topolégico, munido de uma estrutura de grupo tal que
as aplicacoes

m: GxG—dG ou i1 G— 3G
(z,y) —z-y Tz

1
sao continuas.

Sejam G um grupo topoldgico e H um subgrupo de G. Entao H é um subgrupo topolégico
com a topologia induzida pela inclusao. Em particular, se H é um subgrupo normal de G,
entao o grupo quociente % é um grupo topolégico com a topologia coinduzida pela projecao.

Seja G um grupo topoldgico agindo em um espaco topolégico X. Entao, esta acao chama-se

continua (de classe C') se a aplicacao

GxX — X
(9,2)  — gz

¢ continua (¢ de classe C™).
Uma familia {A;},;

se cada x € X possui uma vizinhanca que intersecta apenas um numero finito de conjuntos A;

de subconjuntos de um espaco topolégico X chama-se localmente finita

ou, equivalentemente, para qualquer subconjunto compacto K em X,
ANK#0

apenas para uma quantidade finita de pontos i € I. Diremos que um grupo G age de maneira

propriamente descontinua sobre X se para cada x € X a drbita
G(r)={g(z):ge G X

é uma familia localmente finita.
Sejam G um grupo topoldgico e H um subgrupo de . Diremos que H é um subgrupo
discreto de GG se a topologia induzida sobre H é uma topologia discreta, isto é, se H é um

conjunto discreto no espago topolégico G (cada ponto é um conjunto aberto).

Proposicao 1.14 Seja G um grupo topoldgico e H um subgrupo topoldgico de G.
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1. Se H ¢ aberto, entao H é também fechado.
2. Se H é fechado e o indice |G : H] é finito, entao H é aberto.

3. H é aberto se, e somente se, o espago das classes % ¢ discreto.

Prova. Sejam {g;}ic; um conjunto completo de representates das classes laterais de H em G

e i € I o indice com g, € H. Entao o complementar de H em G ¢é

G-H=|]gH
iio

(1) Se H é aberto, entdo os g;H também o sao. Portanto, se H é aberto, G — H é também
aberto, pois é uma unido arbitraria de conjuntos abertos e desta forma H é fechado.

(2) Se H é fechado, entao os g;H também o s@o. Como [ é finito temos que G — H é fechado,
pois G — H é uma uniao finita de conjuntos fechados. Portanto, H é aberto.

(3) Observe que % é discreto se, e somente se, todos os conjuntos unitarios {gH } ger S0
abertos em %; pela homogeneidade do espaco das classes %, temos que esse caso ocorre se,
e somente se, {H} = m(H) é um subconjunto discreto de &. Agora, se H ¢ aberto, entdo
m(H) também o é, pois m é uma aplicagdo aberta. Por outro lado, se w(H) é aberto, entao

H = 7n71(n(H)) também o ¢, pois 7 é continua. [ |

J& vimos, no Exemplo 1.12, que M (2,R) é um espago topoldgico com a topologia induzida
por R% Assim, GL(2,R) e SL(2,R) também o sdo. Portanto, o grupo PSL(2,R) é um espaco
topoldgico no qual uma transformagao 7' € PSL(2,R),

az+b
T(z) = ——
(2) cz+d’
pode ser identificada com o ponto (a,b,c,d) € R* Mais precisamente, como um espago
topoldgico, SL(2,R) pode ser identificado com o subconjunto

E={(a,bc,d) €eR*:ad—bc=1}

de R*. Se definirmos —p : E — E por —¢(a,b,c,d) = (—a,—b,—c — d), entdo —p é um
homeomorfismo. Além disso, G = {, —¢}, onde ¢ é a fun¢ao identidade sobre E é um grupo

ciclico de ordem 2 agindo sobre E. Portanto, PSL(2,R) é um grupo topolégico com a topologia

quociente
L(2,R
PSL(2,R) ~ 2 R)
{0}
A norma em PSL(2,R) ¢ induzida de R* da seguinte forma: para cada T' € PSL(2, R),
7(2) az+b de—be—1
2) = ———, ad —bc=
cz+d ’

definimos

IT|| = Va® + b2 + ¢ + d2.
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Neste caso, PSL(2,R) é um espago métrico com a métrica d(T,S) = ||T — S|

A= % ) Ao (@) csneR), Ve
Cn dp c d

Diremos que A, — A se a, — a, b, — b, ¢, = ced, — d. Se A, B, A,, B, € SL(2,R) sao tais
que, A, — A e B, — B, entao é f4cil verificar que A, B,, — AB.

Sejam

Lema 1.15 Seja H um subgrupo de SL(2,R). Entao H é discreto se, e somente se, ndo existe

uma sequéncia A, € H, n € N, de elementos distintos, tais que A, — I.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que H nao seja discreto. Entao, dado A € SL(2,R), existe

uma sequéncia {A, },eny em H de elementos distintos tal que A, — A. Logo,
Api At — AAT =1

Afirmacao. S = {A, 114, tneny € um conjunto infinito.
De fato, se S é um conjunto finito, entao existe um ng tal que A,,1A, = I, para todo n >
ng, 0 que é impossivel, pois {4, },en € uma sequéncia de elementos distintos em H. Assim,
S é infinito. Portanto, existe uma subsequéncia de S que converge para I, o que é uma

contradicao. [ ]

Observagao 1.16 Seja H um subgrupo de SL(2,R). Entao H é discreto se, e somente se,

para qualquer sequéncia {Ap}nen em H com A, — I, existe ng € N tal que

A, =1, ¥V n>ng
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Capitulo 2

Regiao Fundamental e a Regiao de
Dirichlet

Neste capitulo, vamos destacar os conceitos de grupos Fuchsiano e de regiao fundamental

de um grupo Fuchsiano. Para um tratamento mais completo, recomendamos os livros [5, 11].

2.1 Grupos Fuchsiano

Vamos iniciar esta se¢ao classificando os elementos do grupo

PSL(2,R) :%.

Seja tr : M(2,R) — R a fungao trago. Entdo tr ¢ uma transformagao linear tal que tr(AB) =

tr(BA) e
tr(A) = tr ( CCL Z) =a+d.

Diremos que A € SL(2,R) e a transformagao Ty € PSL(2,R) é:
1. Eliptica se tr(A) < 2.
2. Parabdlica se tr(A) = 2.
3. Hiperbdlica se tr(A) > 2.

O trago de uma matriz é invariante por conjugagao, isto é, tr(BAB™1) = tr(A), para todas

A e M(2,R) e B e GL(2,R). Logo a classificacio acima ¢é invariante por conjugagao.

Observagao 2.1 O nimero 2 da defini¢io depende exclusivamente do nimero de autovalores

reais da matriz A. De fato, o polinémio caracteristico de A € SL(2,R) ¢é

pa(r) = 22— (a+d)r+ad—bc
= 2% —tr(A)z + det(A)
= 22 —tr(A)z + 1,
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onde A = tr(A)? — 4. Assim, hd trés casos a serem considerados:
1. Caso. Se A > 0, entdo A possui dois autovalores reais distintos \y e \o. Portanto, a

menos de conjuga¢ao, A pode ser escrita na forma

A 0
0 X\ |
Como det(A) =1 temos que Ay = /\—11 Neste caso,

1
tI'(A) = )\1 + — > 2.
A1

2.° Caso. Se A = 0, entdo A possui um tnico autovalore real. Logo, pa(z) = (v — \)%.

Portanto, a menos de conjugacao, A pode ser escrita na forma
Al
0 X/’

1 1
)\_itr(A)_i(aer)_l.

onde

Neste caso, tr(A) = 2.
3.2 Caso. Se A < 0, entio A possui dois autovalores complexos conjugados A e X\. Como

|)\\2 = det(A) = 1 temos que A = €, para todo 0 € [0,27]. Portanto, a menos de conjugagao,
cosf senf
—senf cos |

Assim, temos o seguinte resultado:

A pode ser escrita sob a forma

Neste caso, tr(A) < 2.

Teorema 2.2 Seja Ty € PSL(2,R) com T4 # I, entao existe uma matriz B € SL(2,R) tal

que TgoTyoTg-1 é uma das sequintes matrizes

cosf senf 1 ¢ ou A
—senf cosf |’ 01 0

onde 0 < <2m,teR* e € R—{0,1}.

>l= O
\_/

Portanto, a menos de conjugacao, podemos supor que a matriz A seja uma das matrizes do

Teorema 2.2, conforme A seja eliptica, parabdlica ou hiperbdlica, respectivamente.

Lema 2.3 Seja H o plano hiperbélico. Se w € H e K é um subconjunto compacto de H, entdo
o conjunto
E={T € PSL(2,R) : T(w) € K}

é compacto.
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Prova. Seja
F={AeSL(2,R) : Ty(w) € K}.

Entao, I’ C SL(2,R), m : SL(2,R) — PSL(2, R) definida por 7(A) = T4 é continua e 7(F) = E.
Assim, basta provar que F' é compacto.
Sejam Ay € SL(2,R) e A,, € F uma sequéncia tal que A,, — Ay. Entao,

TAn ('UJ) 6 K ou TAn ('UJ) - TAO (w)?

Logo, Ay € F, pois K é compacto. Portanto F' é fechado.
Como K é limitado temos que existem constantes M; > 0 e My > 0 tais que |z| < M e

Im(z) > M,, para todo z € K. Em particular, para todo

A:(a b)eF,
c d

obtemos ; ,
aw + aw +
< M I > M.
cw+d' Le m(cw+d)_ 2
Assim,
L aw+b  (aw+b)(cw+d) ac|w|’ + adw + bew + bd
cw+d lcw + d)? lcw + d|?
implica que
aw + b z2—Z w—w Im(w
L O e g VRS VA
cw +d 2i 2i jcw + d| lcw + d|
Logo,
Imw
d < —
lew +d|” < Y
Portanto,
1
I 2
law + b| < My |cw +d| < M, ( mw) :
M
Consequentemente a, b, ¢ e d, sao limitados, ou seja, F' é limitado. |

Lema 2.4 Sejam H o plano hiperbdlico e H um subgrupo de PSL(2,R) agindo de maneira

propriamente descontinua sobre H. Entdo o conjunto
Fyu={2€eH:T(z)=2 VTe€H}
é discreto.

Prova. Primeiro observe que se H age de maneira propriamente descontinua sobre H, entao,

para um z € H, o conjunto

(T € H:T(B.(2)) N B.(2)} # 0
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é finito, onde B.(z) é uma bola hiperbdlica. Em particular, o conjunto
F={T € H:d(z2,T(z) <e}

é finito. Portanto, existe ng € N tal que d(z,T,,(z)) > ¢, para todo n > nyg.
Suponhamos, por absurdo, que o conjunto Fly nao seja discreto. Entao existem sequéncias

{Zn}nen em H e {1, }nen em H tais que z, — z e T,,(z,) = z,. Logo,

d(Tn(2),2) < d(Tw(2),Tn(zn)) + d(Tn(zn), 2) = d(z, z) + d(zn, 2) = 2d(2y, 2)
= d(T.(z),2) =0,

o que é uma contradicao, pois F' é finito. |
Defini¢ao 2.5 Um grupo Fuchsiano I' é um subgrupo discreto de PSL(2,R).
Exemplo 2.6 O subgrupo discreto PSL(2,7) de PSL(2,R) é um grupo Fuchsiano.

Teorema 2.7 Seja I' um subgrupo de PSL(2,R). Entdo I' é um grupo Fuchsiano se, e somente

se, a agao de I' sobre H é propriamente descontinua.

Prova. Suponhamos que I' seja discreto. Entao para todo z € H e todo subconjunto compacto
K em H,
{Tel:T(z) e K} ={T € PSL(2,R) : T(z) € K} NT.

Assim, pelo Lema 2.3, o conjunto
{T €e PSL(2,R) : T(z) € K}

¢ compacto. Logo,
{Tel:T(z) e K}

é finito. Portanto, a acao de I' sobre H é propriamente descontinua.

Reciprocamente, suponhamos que I" nao seja discreto em PSL(2, R). Entao, pelo Lema 2.4,
existe z € H tal que T'(z) # z, para todo T' € T' — {I}. Assim, existe uma sequéncia {7}, },en
de elementos distintos de I' tal que T,, — I. Portanto, T,,(z) — z, o que é uma contradigao.

[ ]

Considere a agao
I'x X — X
(T,2) — T'(x)
de um grupo I' como homeomorfismos de um espago topolégico X, ou seja, para todo T € T',
a tranformacao x — T'(x) é um homeomorfismo de X, I(z) = x e S(T'(z)) = ST(z). Diremos

que a acao de I' é:
1. efetiva se T'(x) = x para todo x € X se e somente se T = I.
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2. livre se T'(x) = z para algum x € X se e somente se T' = [.

Sejam X um espaco métrico e I' um grupo de homeomorfismos agindo sobre X de maneira
propriamente descontinua. Um subconjunto fechado F C X, com F # 0 ou int(F) # 0,

chama-se uma regido fundamental de I" se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. U T(F) = X.

Tel

2. FNT(F) =0, para todo T € T — {I}.

A familia
{T(F):TeT}

chama-se tesselagao ou ladrilhamento de X. Observamos que se F é uma regiao fundamental
de I', entao T'(F) também o é, para todo T' € I'. Para cada grupo Fuchsiano I, estd associada

uma regiao fundamental F, resultado da acao de I' sobre H.
Exemplo 2.8 Seja I' C PSL(2,R) o grupo ciclico gerado por Ti(z) = z + 1. Entao,
Fi(l)={z€H:k <Re(z) <k+1},

para cada k, é regiao fundamental resultado da acao de I' sobre H.

T Frr1 Fr+2 Fr+3

k k+1 k+2 k+3 k+4

Figura 2.1: Regiao fundamental do grupo ciclico I' = (z + 1).

2.2 Grupos Fuchsianos Co-compactos

Seja I" um grupo Fuchsiano de PSL(2, R) agindo de maneira propriamente descontinua sobre
H. Dados z,w € H, definimos

z~w< existe T eI tal que w=T(2).
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Entao ~ é uma relacao de equivaléncia sobre H.

A classe de equivaléncia
Zl={weH:w~z}={T(z): T €T}

é chamada de drbita de z e serd denotada por I'(z). Assim, obtemos a partigao de H:

z€H

Neste caso, o espaco das érbitas

H H

—=—={I'(2): z € H}

r ~
é um espaco topolégico com a topologia coinduzida pela projecao

H
H— —.
s ~7T

Como a drea sobre o quociente % ¢ induzida pela area hiperbdlica sobre H, entao p (%) estd

1 (g) = u(F),

onde F a regiao fundamental obtida através da agao de I' sobre H.

Se
_
'U(F) < o0

e F é uma regiao fundamental para essa acao. Entao, a restricao de m a F identifica os pontos

bem definida e

congruentes (eles estdo na mesma 6rbita) de F, os quais estdo necessariamente em sua fronteira
OF. O espago

B
r
¢é construindo analogamente.

Um grupo Fuchsiano I' chama-se co-compacto se o espago quociente
H

r
for compacto. Obviamente, se I" possuir regiao fundamental compacta F, entao I' é compacto,
pois a restricao de m a F é sobrejetora.
Seja X um espaco topoldgico. Diremos que X é um espaco de Hausdorff se para quaisquer

x,y € X, com x # y, existem abertos A e B em X tais que
r€A yeBe ANB=1(.

Proposicao 2.9 Seja X uma variedade Hausdorff e I' um grupo agindo em X como homeo-

morfismos. O espaco quociente

X
r
¢ uma variedade Hausdorff e a projecao m : X — % ¢ uma aplicacao de recobrimento se e

somente se a acao de I' em X for livre e propriamente descontinua.
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Prova. Verifique [5], pdgina 102, Teorema 6.25.

Teorema 2.10 Um grupo Fuchsiano I é co-compacto se, e somente se, I nao possui elementos

(8) <

Prova. Verifique [5], pdgina 128, Coroldrio 7.32.

parabolicos e

Como vamos considerar apenas superficies % compactas e tendo area finita, os grupos Fuch-

sianos considerados em nosso trabalho nao possuem elementos parabdlicos.

2.3 Regiao de Dirichlet

Seja I' um grupo Fuchsiano de PSL(2,R). Entao, pelo Lema 2.4, existe p € H tal que
T(p) # p, para todo T' € I' — {I}. Chama-se regido de Dirichelet centrado em p ao conjunto

D,(I) ={z € H:d(z,p) <d(2,T(p)), V T €T}. (2.1)
Como T é uma isometria temos que
d(z,T(p)) = d(T~'(2),p)-

Assim, para determinar ®,(I") podemos considerar em cada 6rbita I'(w) os pontos mais préxi-

mos de p, ou seja,
D, ={zeH:d(z,p) <d(T(z),p), VT eTI}. (2.2)
Além disso, para cada T € PSL(2,R) fixado,
{z €H:d(z,p) <d(z,T(p)}

é o conjunto dos pontos z que estao mais préximos na métrica hiperbélica a p do que a T'(p).
Como p € D,(I'), temos que D,(I") contém uma vizinhanca de p, pois a 6rbita I'(p) é tum
conjunto discreto. Portanto, @p(F) # ().

Sejam p, ¢ € H pontos distintos. Chama-se de bissetor perpendicular do segmento geodésico
[p, q] a unica geodésica passando por w e ortogonal a pg, onde w é o ponto médio de [p,q].
Para cada T' € PSL(2,R) fixado, denotaremos o bissetor perpendicular do segmento geodésico
[p, T'(p)] por

Ly(T) = {z € H: d(2,p) = d(=, T(p))}

o qual é a fronteira topoldgica de
Hy(T) ={z € H:d(z,p) < d(z,T(p))} .

Note que
gp@) = ﬂ HP(T)7

Tell

onde T' # I.
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Lema 2.11 A geodésica dada pela equacgio
L,={z€eH:d(z,p) =d(z,q)}
é o bissetor perpendicular do segmento geodésico [p, q|.

Prova. Pela Observacao 1.6, podemos supor que p = i, ¢ = r2i, com r > 0. Entdo w = ri e
o bissetor perpendicular é dado pela equagao |z| = r. Por outro lado, considerando a equagao

1.6, obtemos

z—p" _ |z—qf’
Im(z)  r2Im(2)

d(z,p) = d(z,q) < erlz—pf =]z —q

se, e somente se, |z| = r. [ |

Proposicao 2.12 Sejam I' é um grupo Fuchsiano e p € H tal que T(p) # p, para todo T €
I' — {I}. Entao, ©,(I") é uma regido fundamental para T'.

Prova. Sejam z € H e I'(z) a 6rbita de z. Como I'(z) é um conjunto discreto temos que existe

2o € I'(2) tal que a distancia d(zg, p) seja a menor possivel. Assim,
d(z(bp) S d<T(ZO)7p)7 vVTel.

Logo, pela equagao 2.2, zg € ©,(I"). Portanto, ®,(I") contém pelo menos um representante de
cada orbita.
Agora, dados p e ¢ no interior de ®,(I'), vamos provar que eles ndo podem pertencer a

mesma orbita. Se
d(z,p) = d(T(z),p),
para algum 7" € I' — {I}, entao
d(z,p) = d(z, T (p)),

de modo que z € L,(T™"). Entao z ¢ D,(') ou z € 9(D,(I")). Assim, se z pertence ao interior
de ©,(I'), entao

Portanto, se p e ¢ estdo em uma mesma 6rbita I'(z), entao

d(z,p) < d(z,q) e d(z,q) <d(z,p),

o que é uma contradicao. Logo, o interior de ®,(I") contém no méximo um representante de
cada drbita. |

Exemplo 2.13 Seja I' = PSL(2,7Z). Entao
1
f:{zeH:MZl e \Re(z)\gg}
é uma regido de Dirichlet Dy(I"), com p = ki, k > 1.
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®p =ki

b ___

Figura 2.2: Regiao de Dirichlet para I' centrada em p = kz.

Prova. E facil verificar, que T(p) # p para todo T € T' — {I}. Além disso, os lados geodésicos

de F sao bissetores dos segmentos

0, T®)], [p. T ()] e [p,S(p)],

respectivamente. Logo, pelo Teorema 2.21, ®,(I') C F. Suponhamos, por absurdo, que
9,(I) # F, isto é, ©,(I') C F. Entéo existem z € F e T € I tais que T(z) € F. Como

az+b
T p—
(2) cz+d

temos que

lcz+d]? = 2" +2Re(2)cd + d?
&+ d* — |ed|
(el = [d)* + ed| > 0,

V

pois |z| > 1, Re(z) > —1 e ad — bc = 1. Logo,
lez +d| > 1
e, consequentemente,
Im(2)

ImT(z) = lcz + d)?

< Im(z).
O mesmo argumento substituindo z e T por T'(z) e T~! nos déd a desigualdade contréria,
Imz < ImT(z),

o que é uma contradi¢do. Portanto, D,(I') = F.
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2.4 Circulos Isométricos e a Regiao Fundamental de Ford

Dada a isometria hiperbdlica

az+b
T(z) = PSL(2,R
(:) = £ e PSLE2R)
temos que sua derivada complexa é dada por
T,(Z)_a(cz—l—d)—c(az—l—b)_ ad —bc 1
B (cz 4 d)? C(ez+d)?2 (cz+d)?

Assim, se tivermos uma curva diferencidvel por partes z = z(t) tal que |cz(t) + d| = 1, entdo a

integral de linha
[Pl @) dt = [T (=(0)] |2/ ()] dt,

isto é, o comprimento Euclidiano das curvas z(t) e (T o z)(t) coincidem. Disso decorre que
a distancia hiperbdlica ao longo da curva e a distancia euclidiana ao longo da mesma sao
preservadas. Logo, a restricao de T a esta curva é uma isometria Euclidiana.

Se ¢ # 0, entao
1

lcz+d =1« :
el

d
Z+ =
c

isto é, o conjunto de pontos nos quais 7' age como isometrias tanto no sentido hiperbdlico
d

quanto no sentido Euclidiano é um semi-circulo Euclidiano de centro —£ e raio r = ‘—i‘
Seja
az+b
T(z) = € PSL(2,R
(2) cz+d (2,R)

uma isometria de H com ¢ # 0. Chamamos circulo isométrico de T ao conjunto
Cr={z€H:|cz+d| =1}

Logo, se B
_az+b
Cbz+a

T(z) €B, b0,

entao
Cr={z€B:|bz+a| =1}.

Se I' ¢ um grupo Fuchsiano cujos elementos sao isometrias que preservam orientacao no
disco unitdrio B, entao por 1.9
az +¢

T(z) = — la)*=1|¢*=1, TeT.
cz+a

Logo, considerando
Cr={2€C:|bz+a| >1}.
Definimos

Ro=NCrnB

Ter
Como sendo o fecho do conjunto de pontos em B que sao exteriores aos circulos isométricos de

todas as transformagoes do grupo I'. Ry estabelece uma regiao fundamental para I' [11, p.61],

chamada regidgo fundamental de Ford.
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Proposicao 2.14 Os circulos isométricos Cr e Cp-1  possuem o mesmo raio e Cr é levado

em Cp-1 pela transformagao T'.

Prova. Verifique [11], pdgina 58, Teorema 3.3.4.

Proposicao 2.15 Cfhrculos isométricos sio geodésicas em H.

Prova. Seja T = % € PSL(2,R). Entao o centro de Cr ¢ =¢ € R. Portanto, Cr é ortogonal

a0 o eixo real. [ ]
Um subgrupo I' € PSL(2,R) é chamado elementar se existir z € H = H U 9(H) tal que a
6rbita I'(z) é finita.

Teorema 2.16 Seja I' um grupo Fuchsiano nao-elementar. Entao, I' possui elementos hiper-

bolicos.

Prova. Verifique [5], pdgina 69, Teorema 5.29.

Definigao 2.17 Sejam I' um grupo Fuchsiano e z € H.

1. Chamamos de conjunto limite de I' determinado por z ao conjunto

A (D) ={£ €H: £ éponto de acumulagdo de T'(z)} .

2. Chamamos de conjunto limite de I' ao conjunto

AT) = U A:(T).

zeH
Exemplo 2.18 Seja I' o grupo gerado por T'(z) = 2z. Entao
lim [T"(z)| = lim 2" |z| = o0 e lim }T‘"(z” = lim 27" |z| =0

de modo que
A(T) =A,(T) ={0,00}.

De modo genérico o conjunto limite satisfaz a seguinte propriedade essencial.
Teorema 2.19 A(T") é I'—invariante, ou seja, dado & € A(T') e T € T, T(§) € A(T).

Prova. Considere £ € A(I') e T € I'. Como £ € A(T'), existe uma sequéncia (7),)5°, de
elementos distintos de I" tal que T,,(2) — £&. Como TT, T ' €T e

(TT,T) (T(2)) = T (Tu(2)) — T(¢)

concluimos que T'(§) € A(I). [ |
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Teorema 2.20 Sejal um grupo Fuchsiano e suponha que A(T') possua mais do que dois pontos.

Entao uma das duas possibilidades ocorre.
1. A(T') = 05.H, onde 0, .H ={z € C: Im(z) =0} U co.

2. A(T") é perfeito e magro (ou seja, todo ponto de A(T") é ponto de acumulagao de A(T'), e
o complemtar de A(T') é denso).

Prova. Verifique [5], pdgina 113, Teorema 7.15.

Diremos que um grupo Fuchsiano é de primeiro tipo se A(I') = d,,H. O grupo I' serd dito
de segundo tipo se A(I") # O H.

2.5 Assinatura de um Grupo Fuchsiano

Sejam I" um grupo Fuchsiano co-compacto e ©.,(I") uma regido de Dirichlet de I'. Existem
em ©, (I') um nimero finito de vértices, digamos 7, que sdo pontos fixos de elementos elipticos
de I' (confira [5] segdo 7.4 pdgina 128). Se my,...,m, sdo as ordens desses elementos elipticos

e g o género da superficie compacta e orientdvel %, entao o conjunto ordenado de inteiros

(g;mla"'amr)

é chamada a assinatura de I'.

Caso o grupo Fuchsiano I' nao possua elementos elipticos, sua assinatura é
(g;0,...,0)
ou, simplismente, (g; —). O teorema que segue relaciona a érea de % com a assinatura de I'.

Teorema 2.21 Seja I' um grupo Fuchsiano co-compacto com assinatura (g;mq,...,m;). En-

(&)l -]

Prova. Verifique [11], pdgina 91, Teorema 4.3.1.

tao

Observe no Teorema anterior que se o grupo I' nao possuir elementos elipticos, entao

u() =2rlo - 2] = n(s - 1)

O préoximo Teorema afirma que se X é uma superficie compacta com género g > 2 entao

existe um grupo Fuchsiano I" tal que X E%.

Corolario 2.22 Toda superficie compacta com género g > 2 pode ser modelada no plano hiper-

bolico.
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Prova. Verifique [5], pdgina 113, Coroldrio 7.13.

No Capitulo 4 vamos considerar tesselagoes hiperbdlicas. A partir dessas tesselacoes, iremos
modelar no plano hiperbdlico superficies compactas orientdveis, de modo a obter os geradores

dos grupos fuchsianos associados a reticulados hiperbdlicos.

Definicao 2.23 Uma tesselacao regular no plano hiperbdlico é uma particao deste plano por
poligonos requlares nao sobrepostos, todos congruentes, sujeitos & restrido de somente se in-
terceptarem em suas arestas ou vértices e de modo a termos o mesmo niumero de poligonos

partilhando um mesmo vértice independente do vértice.

Uma tesselacao regular constituida de poligonos de p lados, onde cada vértice e recoberto
por ¢ poligonos serd denotada por {p, ¢}. No caso em que p = ¢, a tesselagao hiperbdlica {p, ¢}
¢ chamada auto-dual.

Observagao 2.24 Como a soma dos dngulos internos de um tridngulo hiperbélico é menor que

7, {p,q} é uma tesselagao hiperbdlica se, e somente se

2T 2w
—+—<7
p
ou seja, se, e somente se
(p—2)(¢—2) >4

Por outro lado, como a soma dos dngulos internos de um tridngulo euclidiano é igual a 7, {p, q}

¢ uma tesselacao no plano Fuclidiano, se, e somente se
2T 27
p q

ou seja, se, e somente se
(r—2)(qg—2)=
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Capitulo 3

Algebra dos Quatérnios e Grupos

Fuchsianos Aritmeéticos

Neste capitulo, vamos considerar o conceito de algebra dos quatérnios A, bem como sua re-
lacao com grupos Fuchsianos aritméticos I'. Para um tratamento mais completo, recomendamos
os livros [4, 14, 19, 23].

3.1 Algebras

O estudo de dlgebras preocupa-se com objetos possuindo duas operagoes bindrias e uma
composicao externa relacionadas pelas leis distributivas. O principal objetivo desta secao é
apresentar os conceitos de dlgebras, subdlgebras, homomofismos de algebras, dentre outros que
serao necessarios para as segoes subseqiientes. Em toda esta secao, a palavra anel, salvo mencao

explicita em contrario, significa anel comutativo com identidade.

Definigao 3.1 Seja A um anel. Uma élgebra H sobre A ou uma A-dlgebra é um anel H tal

que (H,4) é um A-mddulo livre F' e o sequinte axioma é satisfeito
a(af) = (aa)f = alaf), Vac A ea,b e H.

Além disso, a dlgebra H é comutativa se esta é comutativa sob sua estrutura de anel.O posto
e uma base de uma A-dlgebra H significa o posto e uma base, respectivamente, do A-mdédulo
livre (H,+) = F.

Diremos que uma dlgebra H & uma A-dlgebra com divisao se todo elemento nao nulo o em

H tem um inverso em H, isto é,

U(H) = H — {0}

Sejam H uma A-dlgebra e L um subconjunto nao vazio de H. Diremos que L é uma sub-

dlgebra de H se L com as propriedades herdadas de H é uma A-dlgebra ou, equivalentemente,

1. Se o, € L, entao o+ 8 € L.
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2. Sea€ Aea€ L, entao aa € L.

3. Sea,pB €L, entao af € L.

Proposicao 3.2 (Algebras com unidade) Seja H um anel com identidade qualquer. Entdo

H é uma K-dlgebra com identidade e se, e somente se, existir um homomorfismo de anéis

f:A— H tal que f(A) C Z(H) e f(1) = e. Em particular, H = C é uma R-dlgebra com

unidade e C = f(A) = Z(H).

Prova. Suponhamos que H seja uma A-algebra com identidade e. Entao a fungao f: A — H

definida por f(a) = ae ¢ um monomorfismo de anéis. De fato,

fla4+0b)=(a+b)e=ae+be= f(a)+ f(b)

f(ab) = (ab)e = a(be®) = a(be)e) = (ae)(be) = f(a) f(b),
para todos a,b € A.
Finalmente, dados a,b € A,

fla) = f(b) = aa =alea) = (ae)a = (be)a = b(ea) = b
= (a—ba=0, VaeH,

isto é, a = b. Portanto,

A~ f(A) ={ae:a e A}
¢ um subanel de H. Assim, f(1) =le=-ee f(A) C Z(H), pois

fla)a = (ae)a = alea) = a(ae) = a(ae) = af(a), ¥V a € H.

Reciprocamente, vamos definir a composicao externa de A sobre H por

ac = f(a)a, Ya€ Ae acH.

Agora, é fécil verificar os axiomas de A-mdédulo.

Exemplo 3.3 Seja H wma A-dlgebra. E facil verificar que Z (H) é uma sub-dlgebra comutativa

de H. Se H é uma A-dlgebra com unidade tal que A = Z(H), diremos que H é uma A-élgebra

central. Em particular, se « € U(H) e o € Z(H), entio o' € Z(H).

Teorema 3.4 (Algebras das Matrizes) Sejam A um anel com unidade e M, (A) o conjunto

de todas as matrizes n X n com entradas em A. Entao, M,(A) é uma A-dlgebra com unidade

central e de dimensdo n>.
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Prova. E facil verificar que o conjunto M,,,(A) de todas as matrizes m X n com entradas em

A munido com as operagoes de adicao A + B definida por
A + B = [ag] + [bi;] = [ai; + bij]
e composicao externa aA definida por
aA = afa;;] = [aa;;]

é um A-mdédulo livre com base ordenada lexicograficamente

S={E;:i,j=1,...,n},
isto é,

Ei,...,E,Eor, ... Egp, .. By, By

O produto dos elementos bdsicos em M, (A) é dado por

Eila se j:k

E;Ey = 6,E; =
I g {O, se j#£ k.

Assim, cada A € M, (A) pode ser escrito de modo tinico sob a forma

A =5 > azEi.

i=1j=1

Observe que a fungao f : A — M, (A) definida por f(a) = al é um monomorfismo de anéis.

Logo, A C Z(M,(A)). Por outro lado, dado A € Z(M,(A)), temos que
AB =BA, V B e M,(A).

Em particular,
AEij = EijA, Z,j = ]_,. .o, n.

Como

E ;A = E; (Z > aklEkl> = > > auE;;Ey
k=11=1

k=11=1
n n n
= Z Z akl(sjkEil = Z aszu = [brs]a
k=11=1 =1

onde b5 = a;;0,04, ¢ a j-ésima linha de A e

AEZ‘j = (Z Z aklEkl> Eij = Z Z aklEklEij

k=1i=1 k=1i=1
n n n
= > > auduEy = Y arEry = [cp],
k=1i=1 k=1

onde ¢,y = ai0pk0qj, € a i-ésima coluna de A, temos que
bys=cCpg=r=p=i=k s=q=j=1l=>a;=a; e a; =0, se t £]
Portanto, A = al, para algum a = ay; € A, isto é, A = Z(M,(A)). [ |

Sejam H e L duas A-édlgebras. Uma fungao f : H — L é um homomorfismo de A-dlgebras

se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
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1. fla+B) = f(a)+ f(B), para todos «, 8 € H.

2. flaa) = af(a), paratodo a € H e a € A.

3. f(aB) = f(a)f(B), para todos o, f € H.

Diremos que H e L sdo equivalentes se existir um isomorfismo (homomorfismo bijetivo de
A-dlgebras) de algebras de H sobre L. Se a é um subconjunto nao vazio de H, diremos que a

é um ideal de H se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. Se a, 5 € a, entdo o+ [ € a.
2. Sea€ Aea€a,entao ax € ae aa € a.

3.Se e Hea€ca,entao \a €caeal € a.

Seja H uma A-dlgebra. Diremos que H ¢ uma A-dlgebra simples se H*> # {0} e os tnicos
ideais de H sao {0} e H. Note que, se H ¢ uma A-dlgebra com identidade, entao H? # {0} &
sempre verdadeiro.

Exemplo 3.5 Toda A-dlgebra com divisao é uma A-dlgebra simples.

Prova. Sejam H uma A-algebra com divisdo e a um ideal de H. Suponhamos que a # {0}.

Entao a contém um elemento nao nulo a € H. Logo, dado § € H, obtemos

B =pPe=(Ba)a € a.
Portanto, a = H.

3.2 Algebra dos Quatérnios

Os grupos Fuchsianos que vamos considerar, sao os grupos Fuchsianos derivados de uma
algebra A. Para isto, veremos o conceito de édlgebra dos quaternios e algumas de suas pro-
priedades.

Teorema 3.6 Seja K um corpo de caracteristica # 2. Se A é uma dlgebra com divisao nao
comutativa de dimensdo 4 sobre K, entdo podemos escolher uma base 1, i, j e k para A
satisfazendo

i=a, ?°=bek=1ij=—ji,

onde a,b € K — {0}. Neste caso, é usual dar-se a operagdo de multiplicacio da dlgebra A por
meio de uma tabua de multiplicacdo

o |1 1] k

1 T ] k
1| 1 a k aj
jljg -k b —b
k|k —aj bi —ab

e estender isto por linearidade para uma multiplicacao sobre A.
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Prova. Claramente todo elemento de A satisfaz um polindbmio de grau menor do que ou igual
a 4 com coeficientes em K. Se para algum a € A o polindbmio minimal de « é de grau 4,
entdo 1, o, o e o? sao linearmente independentes sobre K e, portanto, formam uma base de
A sobre K. Como as poténcias de o comutam entre si terfamos que A é comutativo, o que é
impossivel. Logo, todo elemento em A satisfaz um polinémio de grau menor do que ou igual a
3 com coeficientes em K. Suponhamos agora que para algum a € A o polindmio minimal é de

2 530 linearmente independetes sobre K e, além disso, existe 3 € A tal

grau 3. Entao 1, a e
que 8 ¢ K(a). Assim, 1, a, o? e 3 formam uma base de A sobre K. Em particular, podemos
escrever

aff = co+ cro+ c0” + ¢33

com¢; € K,1=0,1,2,3, ou, equivalentemente
(= c3) B = co+ cra + e
Como a ¢ K temos que a — c3 # 0 e, portanto,
B=(a—cs) " (co+ a1+ 0?) € K(a),

o que é uma contradi¢do. Logo, se &« € A e a ¢ K, o polindbmio minimal de « sobre K é
quadratico.
Seja a € A, o ¢ K. Entao, 1 e a formam uma base de K («) sobre K. Seja 5 € A tal que
8 ¢ K(a).
Afirmagao. 1, a, § e aff sao linearmente independentes sobre K.
De fato, suponhamos que
o+ cra+ cof+ czaf =0

comc; € K,1=0,1,2,3. Entao
(o + c3) B = —cy — 0.

Se ¢y + cga = 0, entao co = c3 = 0, pois 1 e a sao linearmente independentes, e consequente-

mente, cg = ¢; = 0. Se ¢3 + cza # 0, entao
B = (¢34 c30) " (—co — c10) € K(a)

o que contradiz a escolha de (3. Portanto, 1, o, 8 e a8 formam uma base de A sobre K.
Agora, construiremos a partir desta base a base desejada. J4 vimos que o polindémio de (3
sobre K é quadrético e a caracteristica de K é # 2, entao podemos escrever este polindbmio sob
a forma
2 +2cx+d, c¢,d € K.

Seja j = 5+ c. Entao j ¢ K(«), pois f ¢ K(«a). Assim, 1, «, j e aj formam uma base de A
sobre K. Além disso,
2= (B+c)’=p>+2cB+* =0,
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onde b = —d + ¢ € K. Seja jo = o 1ja. Entao jy # j, pois A é nao comutativo, e
joe=a o =a tha = 5
Logo, para r = j — jg, temos que
x#0 e xj+ jor =0.

Portanto,

—j =2 oz = (az”")j(ax).

Seja 1 = ax. Se i € K ou j é um polindémio em i, entao j comuta com i e, consequentemente,
—j = j, o que é impossivel, pois a caracteristica de K é # 2. Assim, i ¢ K, j ¢ K(i)e 1,14, j

e k formam uma base de A sobre K.

Agora, como —j = i~'ji temos que —i = jij~!. Portanto, i e i~! possuem o mesmo

polindbmio minimal. Como a caracteristica de K é # 2 e o polindmio minimal de ¢ é quadratico

concluimos que i = a € K. |

Observacao 3.7 Nao é para toda escolha de a e b em K que o Teorema 3.6 determina uma

dlgebra com divisao A sobre K, com uma base {1,1,j,k} de A satisfazendo

onde a, b € K—{0}. Por exemplo, se a oub for um quadrado em K uma tal dlgebra nao existe.

Proposigao 3.8 Seja A uma dlgebra com divisao ndo comutativa de dimensdo 4 sobre K.

Entao existe uma base 1, i, j e k para A satisfazendo

onde a,b € K —{0}. Se b # n(a) = 23 — ax?, para todo o = xg + 110 € K (i), entdo, uma tal
dlgebra sempre existe.

Prova. Se = € A*, entao
T =T+ T10 + x2J + T3k = xo + 210 + (X3 + 41)j, X0, 21, 79,23 € K.

Assim, devemos provar que x € invertivel. Se x3 + x4i = 0, entdao x = xg + x17 # 0 é invertivel

em K(i). Portanto, em A. Se x5 + x4i # 0, entdo x5 + x4i € invertivel em K (i) e
(z3+ 249) ' = (23 + 247) (20 + T17) + J.
Logo, para provar que x é invertivel basta mostrar que todo elemento da forma

y+zi+j
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é invertivel. Note que
(y+zi+j)y—zi—j)=1y*—az* —be K*,

pois

V¥ —a2—b=0=b=y?—as’

o que é impossivel. Portanto,

y—zi—]J

it )t ——
(y J) "

A &lgebra A serd denotada por

b
A= (af,{) ou A= (a,b)gk

A dlgebra A = (a,b) obtida pela construgao acima é chamada de dlgebra dos quatérnios
sobre K e a base {1,1, j, k} é chamada de base de definicao da &lgebra. Os elementos de uma
dlgebra dos quatérnios sao chamados de quatérnios, os elementos de K sao chamados quatérnios
escalares ou simplesmente escalares e os elementos de [i, j, k] sdo chamados quatérnios puros

ou simplesmente puros, o conjunto dos quatérnios puros serd denotado por

0
a,b . .
A() = <?) = {.Tll —|—SL’2] +.T3]€ 1 T1,%2,23 € K}
Em particular, se K = Rea = b = —1, entao a algebra A é chamada a algebra dos

quaternios de Hamilton e denotada por H = (%)

Sejam A = (a,b)x uma &lgebra sobre K e z € A, digamos
r =xo+ T11 + x2j + x3k, To, X1, T2, T3 € K.

Entao

f:.flfo—ilfl’l'—.flfgj—x:gk

chama-se o conjugado de x. Além disso, para quaisquer =,y € A e a € K, valem as seguintes
propriedades:

AT =aT, T+ y=T+7Y, TY=1yJ e T = T.

A norma reduzida de z e o trago reduzido de z, denotados, respectivamente, por N(x) e Tr(z),

sao definidos como
N(z) = 2T = 2§ — ax} — bry + abxl e Tr(x) =z + 7T = 2z (3.1)
Em particular, N(x) e Tr(x) s@o escalares tais que
N(z) = N(z) e Tr(x) = Tr(7)
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Observe que para quaisquer z e y € A a fungao norma satisfaz
N(zy) = (zy)(xy) = (xy)(zy) = (27)(yy) = N(z) - N(y) e N(1) = 1. (3.2)
Finalmente, x é puro se, e somente se, T = —x e x é escalar se, e somente se, T = x. Portanto,

2 —N(z) se x é puro
N(x) se z é escalar

ou seja, 2 € K se, e somente se, x é puro ou é escalar.

Lema 3.9 Seja A = (a,b)x uma dlgebra dos quatérnios. Entdao, © € A é invertivel se, e

somente se, N(x) # 0. Neste caso,

Prova. Suponhamos que r~! exista. Entao
7 'N(z) = 27 (aT) = 7.

Logo, N(z) # 0. Portanto, A é uma dlgebra com divisao.

Reciprocamente, suponhamos que N(z) # 0. Entao
[N(z)'Z]z = N(2)'Zz = N(2) 'N(x) =1,
e analogamente, [N (x)~'7] = 1. Portanto, x é invertivel. [ |
Proposicao 3.10 A dlgebra dos quatérnios A = (a,b)x é uma dlgebra central simples.

Prova. Seja
T =X+ 110 +.T2j —|—£C3/{3 S Z(.A), Xo,T1, T2, T3 € K,

Entao,
0=zk —kx =2(x1i + x2j)k = 21 = 25 = 0.

De modo andlogo, prova-se que x3 = 0. Portanto, Z(A) = K. Finalmente, sejam a um ideal
de Ae
T =20+ 211 +x9) + 23k €a— {0}, Xo, T1, T2, T3 € K.

1

Sex; =xy =23 =0,entdor =29 € K*el =xx! =271z € a, ou seja, a = A. Se z; # 0,

para algum [ = 1, 2, 3, entao

xk — kx = 2(x1i + x27)k € a.

Logo
Yy =11+ x2) € a.
Assim,
Y]+ Jjy = 2x3b € a.
Como 2x5b € K temos que a = A. Portanto, A = (a,b)x € uma dlgebra central simples. [ |

37



Proposicao 3.11 Seja H uma dlgebra qualquer sobre K. Sejam u,v € H tais que
w=a, v)’=5b e uw = —vu,
onde a,b € K — {0}. FEntao, o subespago gerado por 1, u, v e uv é uma sub-dlgebra de H

isomorfa a (a,b), isto é,

,b
[1,u, v, uv] = {zo + T1U + T2V + T3UV : X9, T1, T2, 23 € K} ~ A = (%) )

Prova. Seja D = [1,u,v,uv]|. Entao é facil verificar, usando a tdbua de multiplicagdo, que D

é um anel e, portanto, uma &dlgebra sobre K. Seja
v:A—D

definida por
(1) =1, ¢(i) =u, ¢(j)=v e p(k) =uv.

Entao ¢ é um homomorfismo de dlgebra sobrejetor e
kerp ={zr e A: p(x) =0}

é um ideal de A. Portanto, ker p = {0} e ¢ é injetora, pois ¢ # 0. [ |

(221 =

Neste caso, (1,—1)g ndo é uma dlgebra com divisao.

Exemplo 3.12 A dlgebra

Solugao. Seja Ej1, Ej5, Eg e Egy a base definindo Ms(K). Consideremos as matrizes
I=E; +Ey», M=E;+E;3eN=E;—E}.

Entao
M?=1I N?=-1e MN=-NM.

Portanto, pela Proposicao 3.11,

1,-1
My(K) = {xol + 1M 4+ 25N + 23MN : 20, 21, 72,23 € K} ~ < ’K )

Lema 3.13 Seja A = (a,b)x uma dlgebra dos quatérnios. Entdo, x € A* é puro se, e somente
se, ¥ € Z(A), mas x ¢ Z(A). [ ]

Proposigao 3.14 Sejam A, Ay duas dlgebras de quatérnios e ¢ : A1 — As um isomorfismo

de dlgebras.
1. Se x € Ay é puro, entio p(x) € Ay é puro.
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2. Para cada v € Ay,

p(r) = (@), N(p(z)) =@(N(z)) e Tr(p(r)) = e(Tr(z)).

Prova. Vamos provar apenas o item (2). Dado =z € A; com = = xq + y, onde y € A* é puro.

Logo, pelo item (1), ¢(y) é puro. Assim,

p(r) = p(xo) + (y) = @(w0) + 0(y) = @(x0) — (y) = P(r0 — y) = V(7).
De modo andlogo, prova-se que Tr(p(z)) = ¢(Tr(zx)).

Proposicao 3.15 Sejam a,b,s,t € K*. Entao:

(%)-(2)-

Prova. Vamos provar apenas o item (2). Seja {1, 7, j, k} a base definindo (a, b) 5. Consideremos

u=siev=tj. Entao

u? =as?, v =bt? e wv = —ovu.

Portanto, pela Proposicao 3.11,

as?, bt? . N N ' € K}~ a,b
K =1%o T1u T2V r3uv : ro,T1,T2,T3 =~ K .
[ |
Seja A = (a, b) x uma &lgebra dos quatérnios. Entao
1 1 1
SIN(@+y) = N(z) = N(y)] = 527 +y7) = 5 Tr(@y) € K, YV z,y € A

Assim, a funcao B : A x A — K definida por

B(z,y) = 5 Tx(zy)

é claramente uma forma bilinear simétrica sobre A nao degenerada e a forma quadratica asso-
ciada g : A — K é dada por
q(r) = B(z,7) = N(x) = 23 — ax? — bxj +abx3, ¥V z € A.

Note que se x é escalar e y é puro, entao xy é puro, pois 2y = Ty = —xy. Logo,
1
B(z,y) = 5 Tr(ay) = 0.
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Se x e y sao puros, entao

1, _ 1
Bla,y) = 3@+ y7) = —5 oy + ya).

Assim,
B(z,y) =0 < zy = —yz.
Finalmente, ¢(r) = 2% se x é escalar e q(x) = —z?% se x é puro. Portanto, o discriminante de A
é igual a
1 0 0 0
0 — 0 O
d(A) = A(L,i, j. k) = det ¢ (K*)? = (ab)*(K*)? = 1
0 0 —-b 0
0 0 0 ab

pois pela Proposicao A.5 d(A) = det(M)(K*)? (onde M é a matriz simétrica associada a B) é
um elemento do grupo quociente
K*

(K=)*

Além disso, notamos que {1,1, j, k} é uma base ortogonal de .4 com relacdo a B.

3.3 Ordens

Em toda esta se¢ao, salvo mencao explicita em contrario, K é um corpo de ntiimeros algébri-

cos totalmente real e [ é o anel dos inteiros de K.

()

um &lgebra dos quatérnios e Ejq, Eqo, Eo; e Egy a base definindo M, (K (y/a)). Considere as

Sejam

matrizes
I=E; +E», M= \/5(]311 —Ex») e N=0E;; + Ey.

Entao
M? =qaI, N>?=10I e MN = —NM.

Portanto, pela Proposicao 3.11, existe uma sub-dlgebra [I, M, N, MN| de M, (K (y/a)) tal que

b
[I,M,N,MN] = {ZE’OI + $1M + $2N + $3MN t Lo, T1,T2,T3 € K} ~ ( a, ) ‘

K(Va)

A imersao
@ (%b) — M, (K(Va))

definida por
e(1) =1, ¢(i) =M, ¢(j) =N e ¢(k) = MN
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¢é chamada de imersao de Cayley. Portanto, cada elemento
c a,b
l‘ —_—
K

930+:c1\/5 $2+l‘3\/a )

pode ser identificado com

(z2 — x3v/0) 20 — 11V/a

Observe que N(x) = det(g,) e Tr(z) = Tr(g.)-

Observacgao 3.16 Se a ¢ um quadrado, isto é, a = t*, para algum t € K — {0}, entdo A ~
My(K). Caso contrdario, A ~ [I, M, N, MN] é uma sub-dlgebra com divisio de My(K (\/a)).

Lema 3.17 Sejam b = p um nidmero primo e a qualquer residuo nao quadrdtico maodulo p.
Entao )

a

Q

Prova. Suponhamos, por absurdo, que A nao seja uma algebra com divisao. Entao, pelo Lema
3.9, existe x € A, x # 0 tal que

¢ uma dlgebra com divisao.

x2 — 2%a — x3p + wiap = 0 (3.3)

e podemos supor, sem perda de generalidade, que
X0, T1,Ty € T3
sejam relativamente primos. Entao
r2 = ax} (modp). (3.4)

Se p { x1, entdao z? ¢ um residuo quadrdtico médulo p, o que é impossivel, pois ax? nao ¢ um

residuo quadrético médulo p. Logo, p | 21 ep | zo. Assim,
73 = ar; (modp).

De modo andlogo, p | 23 e p | x3, 0 que é uma contradicao. |

A= (%)

uma dlgebra dos quatérnios sobre K e ¢ : K — F uma imersao de corpos. Definimos

po (BOL) o (o)),

Sejam
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onde A¥ ® F' denota o produto tensorial da dlgebra A¥ com F. Assim, definindo
YV AR, F— AP Q F
por
W((zo + 218 + 22j + 23k) ® ) = a(p(zo) + @(x1)u + p(z2)v + P(z3)UV)

onde {1,4,7,k} e {1,u,v,uv} sdo bases definindo A e A? ® F', respectivamente. Entao ¢ é um

isomorfismo de dlgebras, de modo que
AQ, F ~ A* ®, F.

Portanto, o produto tensorial A¥ ®, F' continua sendo uma &lgebra central simples. Para cada

imersao de corpos ¢ : K — F' chamamos

= (255"

de lugar da dlgebra dos quatérnios A.

Como K é um corpo de nimeros algébricos totalmente real temos que [K,Q] = n e as n
imersoes distintas ¢, : K — C sa@o tais que p,(K) C R, ou seja, sdo imersoes de K em R.
Portanto, os n lugares distintos sao definidos pelos R-isomorfismos

p ATQR —-M(2,R) e p,: A @ R —H (3.5)

onde p, € uma imersao de K em R, i = 2,....n e p, = I é a identidade. Diremos que A é nao

ramificada ou fatordvel no lugar ¢, e ramificada nos lugares infinitos ¢,, 2 < ¢ < n, isto é,

(a?b) R~ <%) ~ M(R) e (a?b) QR ~ <W) ~H

Dado x € A, verificamos através célculos simples que

N(z) = det(py(2)) e Tr(z) = tr(p,(z)). (3.6)
Neste caso, identificando
com j =0,1,2,3 e 2 <7 < n, obtemos

pi(N(2)) = N 2(pi(x)) e 0;(Tr(z)) = Tr 3(pi(x)). (3.7)

Exemplo 3.18 Sejam

Entao



De fato, dado
T =T+ T1i + 29 + a3k € H,

obtemos
N(z) =2 +a]+ x5 +25=1.
Logo,
Tr y(x) =220 € [-2,2],
pois |xo| < 1. A reciproca é clara. Portanto, Tr 1(H') = [-2,2].

Teorema 3.19 Seja A uma dlgebra dos quaténios sobre K satisfazendo (3.5). Se K # Q,

entio A é uma dlgebra com divisdo.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que A nao seja uma &dlgebra com divisao. Entao pelo
Exemplo 3.12

A o~ <1[’<1) ~ My (K).

Como [K,Q] =n > 1 temos que

AP (@1(;()) ~ My (K)), Vi > 1.

Portanto,
A% @R ~ My(R) # H,

o que é uma contradicao. |

Sejam V' um espaco vetorial qualquer sobre K de dimensao finita e M um subconjunto de

V que é um Ix-médulo com as operagoes induzidas de V. Definimos
KM={ar:aec K, z€M}.
Como M é um Ix-médulo e K é o corpo quociente de Ik (ver [3]) temos que
KM:{a_lx:aGI[K, a # 0, xGM}.
Portanto, KM é um subespaco de V', ou seja,
KM:[M]:{ilaixi:meN, a; € K e xieM}.
Um [g-médulo M chama-se um reticulado em V se existir uma base
f=Ax1,...,xn}

de V tal que
MQI[K:(:1+~~+HK:L’”:{a1x1+~~-+anxn:aiEI[K}.
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Diremos que M é um reticulado completo em V se, além disso,
KM=1V.

Em particular,
Igay + -+ Igx, = {a1o1 + -+ apxy : a; € Ig}

¢ um reticulado completo em V.
Como K é um espaco vetorial sobre K temos que K é um Ix-médulo com as operagoes
induzidas. Seja a um subconjunto de K com a # {0}. Diremos que a é um ideal fraciondrio

de K se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. a éIg-médulo.

2. Existe b € I}, tal que ba C .

Note que isto é equivalente a: a é um reticulado completo em K tal que Ka = K. Portanto,
qualquer ideal de Ix é necessariamente um ideal fraciondrio de K, pois é possivel provar que

I;c é um anel Noetheriano.
Observagao 3.20 Se a e b sdo ideais fraciondrios de K, entao
a+b, ab, anb eal={rc K:2aClg}

sao ideais fraciondrios de K. Portanto, o conjunto de todos os ideais fraciondrios de K forma

um grupo com a operacdo bindria ab, elemento identidade I e elemento inverso a™*.

Lema 3.21 Sejam V' um espaco vetorial qualquer sobre K de dimensao finita e L um reticulado
completo em V. Entao um lg-maodulo M em V' é um reticulado em V' se, e somente se, existe
b € I} tal que bM C L.

Prova. Suponhamos que M seja um I[x-reticulado em V. Entao existe uma base

f={x1,..., T}

de V' tal que
M Clgx + - + Iy,

Como L um reticulado completo em V' temos que L contém uma base

7:{91,--->yn}

de V. Logo, existem tnicos r;; € K tais que

n
T, = 2.Tijyi7 j=1,...,n.
1=
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Fazendo
(077 «
Ty = - € bj = bljbgj ce bnj € HK?
obtemos b;r;; € Ik, para todos i e j. (Neste caso, o conjunto gerado pelos r; é um ideal

fraciondrio de K'). Assim, existe b = b1by - - b, € I}, tal que
br; C gy +--- +Igy, € L.

Portanto, existe b € I} tal que bM C L.
Reciprocamente, suponhamos que existe b € I}, tal que bM C L. Como L um reticulado

completo em V' temos que L contém uma base

vy=Az1,...,2n}
de V' tal que
L Clgzi 4 -+ gz,
Entao
M CO 'L Clg(blz) + -+ I (b7 '2,).
Portanto, M é um reticulado em V. |

Corolédrio 3.22 Sejam V' um espago vetorial qualquer sobre K de dimensao finita e U um
subespaco de V. com M C U C V. Entao M ¢é um reticulado em V' se, e somente se, M é um

reticulado em U.
Prova. Como U é um subespaco de V temos que U contém uma base

a={xy,..., T}
que é parte de uma base
B=A{x1,. .. Tp, Tha1,--,Tn}

de V' Fazendo

Assim, se M é um reticulado em U, entao existe b € I}, tal que bM C Ly C L. Portanto, M é
um reticulado em V.

Reciprocamente, suponhamos que M seja um reticulado em V. Entao existe b € I}, tal que
bM C L. Logo,
bM C LNU = Ly,

pois M C U. Portanto, M é um reticulado em U. |
Observagao 3.23 Sejam V um espaco vetorial qualquer sobre K de dimensao finita.
1. Qualquer I -submddulo de um reticulado M em V é um reticulado.
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2. Se M e L sao reticulados em V', entao M N L é um reticulado em V. Além disso, aM,

aM e M + L sao reticulados, para todo a € K e ideal fraciondrio a de K, onde

m
aM:{ZaixiszN, a; €a e:z:l-GM}.
i=1

3. E claro que Igx e xlx sao reticulados em V', para todo x € K. Portanto,
121 + -0+ a2k

¢ um reticulado em V', para todo ideal fraciondrio a; de K e z; € K. Em particular,

qualquer T -mddulo finitamente gerado em V' é um reticulado em V.

Seja O um subanel de A com a mesma unidade de A. Diremos que O é uma I x-ordem em

A se O é um I[x-médulo finitamente gerado e
A=KO

ou, equivalentemente, @ é um reticulado completo em A. As vezes, chamamos uma Ix-ordem
O em A de reticulado hiperbdlico. Note que zy € O, para todos z,y € O, e qualquer elemento
x € O & inteiro sobre I, pois Ix[z] C O é um [x-médulo finitamente gerado. Portanto,

N(z),Tr(z) €I, ¥V 2 € O.

Observagao 3.24 Seja
M = I[K.To + I[K.Tl + I[K.TQ + I[K.T3.

Entiao M é um reticulado em A. Assim, os conjuntos
Op(M)={zeA:aM C M} e Op(M)={x e A: Mz C M}
sao ordens em A, pois sao subanéis de A e I -submddulos de M.

Exemplo 3.25 Seja A = (a,b)x uma dlgebra dos quatérnios.

1. Sea=bb=—-1e K =7, entaio O = (—1,—1)z é uma Z-ordem em A. Além disso,
Oy =0+ aZ=[1,i,j,a], onde

1+i4+7+19
o=
2
¢ uma Z-ordem em A tal que O C O,.

2. Se A= My(K), entio O = My(Ix) é uma lx-ordem em A.

Seja O uma Ig-ordem em A. O discriminante de O, denotado por d(O), é igual a raiz

quadrada do ideal em I gerado pelo conjunto
{det(Tr(x; - 7)) : 0 <i,j <3}. (3.8)
onde z; € O. Note que d(O) # {0}, pois a forma bilinear associada a Tr é ndo degenerada.
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Proposigao 3.26 Seja O uma lx-ordem em A. Se O possui uma base {uy,ug, us, us}, entao

=

d(0) = [det(Tr(uu )2 = [det(Tr(wuj))a:3 a € HK]%

Prova. Claramente

N[

[det(Tr(u;u;))]2 € d(O).

Por outro lado, sejam x1, z9, x3, 24 € O, de modo que
4
Ti = ) QiklUk,
k=1

onde a;, € Ix. Entao

N|=

det(Tr(z;z;) = det(A) det(Tr(usuy) det(A') € [det(Tr(uu,))] = d(O) C [det(Tr(uu;))]z,

N|=

onde A = (a;;) e det(A) € Ik. Portanto, d(O) = [det(Tr(u;u;))]>. [

Coroldrio 3.27 Sejam O e Oy duas Ix-ordem em A. Se O C Oy, entio d(O) C d(Oy) e
d(O) = d(Oy) implica que O = Oy. [ |

Exemplo 3.28 Sejam A = (a,b),, onde a,b € I};. Entao
O = (a,b);, = {0 + 717 + 2j + T3k : To, 71, 72,73 € I}

¢ uma ordem em A. Como {uy,us,us,us} = {1,1,5,k} é a base definindo O temos que

(Tr(uu,)) é a sequinte matriz diagonal:

2 0 0 0
0 —2a 0 0
Tr(uu;)) =
(Tr(uiuy)) .
0 O 0 2ab
Portanto,
d(O) = 4ab = 4l k. (3.9)
Em particular, se K =Q,a=b=—1¢
L 1l4+i+ 5+ k
{Ul,UQ,Ug,U4} = {]-aza.]a #j} )

entio d(O) = 2Z.

Observagao 3.29 Sejam

uma dlgebra dos quaténios sobre K = Q(v/2) e Ix = Z[ﬂ] Entao

V2, -1 —v2,-1
A= <?> ~ (T) = Ar e d(A) = d(A) = [v2].
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Teorema 3.30 Seja C um subanel de A contendo Ik tal que KC = A. Se cada a € C é inteiro
sobre I, entao C é uma lg-ordem em A. Reciprocamente, qualquer Ix-ordem em A possui

estas propriedades.

Prova. Suponhamos que C seja um subanel de A contendo Ik tal que KC = A. Entao

4
A= Z Kui>
i=1
onde u; € C. Temos que

a = det (tr(uu,)) € Iy,

pois os u; sao inteiros sobre Ig.

Afirmacgao.

4
C Q a_l Z I[Kuz
1=1

De fato, seja x € C, de modo que

4
r=>Y ru € K.

i=1
Entao

tr(zu,) =

4
ritr(wug), 1<j<4.

=1

Como zu; € C temos que tr(zu;) € Ix. Pela Regra de Cramer

r; = 1§’l§4,

b;
)
a

onde b; € [. Assim,
4
CCa 'Y Igu,.
i=1
Portanto, C é um reticulado em A. |

Sejam A uma dlgebra e M uma I[x-ordem em A. Diremos que M é uma I x-ordem maximal
em Ase M # AeseO éuma l[g-ordem em A tal que M C O C A, entao M =0 ou O = A.

Exemplo 3.31 M = My(Ix) é uma lx-ordem maximal em A = My(K). Mais geralmente,
se R é um dominio integralmente fechado, entao M = My(R) é uma R-ordem mazimal em
A = Ms(K), onde K é o corpo quociente de R.

Prova. Sejam O uma l[g-ordem em A tal que M C O C A e consideremos o conjunto
a={a € K : a é uma entrada de alguma matriz de O}.

Entao é fécil verificar que a é um subanel de K contendo I tal que Ka = K. Assim, a é uma

[x-ordem em K. Portanto, [ = a ou a = K, pois [ é uma [g-ordem maximal em K. Logo,

M=0ouO=A.
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Teorema 3.32 Qualquer dlgebra A contém pelo menos uma I -ordem mazximal em A.

Prova. Ja vimos que uma dlgebra 4 contém uma Ix-ordem O. Seja F a familia de todos as
Ig-ordem £ em Acom O C Le L # A. Entao F # 0, pois O € F. Dados L, K € F, definimos

LIK&LCK.

Entao < é uma relagao de ordem parcial sobre F. Seja C = {L; : i € I} uma cadeia qualquer
de F. Entao
M= L

i€l
¢ um subanel de A contendo Iy tal que KM = A. De fato, ¢ claro que M # 0, pois 0 € L;,
para todo ¢ € I. Dados z,y € M, existem ¢,j € [ taisque z € £; ey € L;. Como C ¢ uma
cadeia temos que £; C £; ou L; C L;, digamos L; C L;. Logo, z,y € L e x —y,xy € L, pois
L; € uma [g-ordem em A. Portanto, x — y, xy € M e M é um subanel de A. Como qualquer
elemento de M ¢é inteiro sobre I temos, pelo Teorema 3.30, que M é uma Ix-ordem em A. E
claro que M é uma cota superior de C.

Finalmente, pelo Lema de Zorn, M é um elemento maximal de F. Portanto, M é uma

[ x-ordem maximal em A contendo O. |

Teorema 3.33 Seja O uma Ik -ordem em A. Entao existe uma base {ey, ez, e3,e4} de A e um

1deal fraciondrio a de K tal que
O = {a161 + Xo€o + X33 +T4Ty 01 €A, T; € I[K}

Prova. Verifique [15], pdgina 212.

Exemplo 3.34

A= (\/5,—1)

{1,4,7,k} uma base de A satisfazendo

Q(v2)

i=v?2, j=Im

e O = (\/5, —1)R, onde

R:{%:er[\/ﬁ] eneN}.

Entdo d(O) = [V/2]. Além disso, como observado em 3.29,

A~ A = <—1, —\/5) e d(A) = [\/ﬂ :

Qv2)

Desta forma, O é uma R-ordem mazximal em A.
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Para cada Ix-ordem O em A, consideremos o conjunto O! definido por
O'={ze€0O:N(zx)=1}.
E claro que O' é um grupo multiplicativo. J& vimos que

N(z) = det(p, ().

(p; dado em 3.5) Assim, p,(O') ¢ um subgrupo de SL(2,R). Portanto, o grupo derivado de
uma dlgebra dos quatérnios A = (a, b) ., cuja Ix-ordem é O e denotado por I'(A, O), é definido

. p(0) _SLO.R)
{1} — {&I}

T'(A,0) = ~ PSL(2,R).

Teorema 3.35 Seja A = (a,b), uma dlgebra dos quatérnios e O uma i -ordem em A. Entdo

I'(A, O) é um grupo Fuchsiano.
Prova.Vamos provar para o caso em que a algebra com divisao é

A= (a,b)g, a>0

O = {xo + x1i + xoj + w3k : ko, X1, 29,23 € Z} .

Para o caso de um corpo de nmimeros Q() a prova é andlogo com algumas adaptacoes. Con-

sideremos uma vizinhanga de I em SL(2,R), digamos

1

1 1 1
Vi = {(gij) € SL(2,R) : |gi1 — 1| < 2 912 < 2 g21| < 5 e lg22 — 1] < 5}-

Seja
gz € p1(OY) NV,

Entao
g = To + 5(31\/5 T2 + .Tg\/a
* b(l’g — 1'3\/5) Tog — 931\/5

onde g11 = To + T1/a, ga2 = To — T11/a, 12 = T2 + T31/a € g = b(xy — x3¢/a). Assim,

> , com Ig,T1,To,T3 € 7.

911+ 922 = 2[ = [(g1 — 1) + (g2 — 1)| < 1= 2z — 1| <1

Logo, zop = 1. Como b > 1 temos que
1 1 1
{1’2 — 5133\/5} = E |g21‘ < 2_b < 5

Portanto,
225] = |(22 + 23v/a) + (22 — 23v/a)| < 1= 25 =0,
Por outro lado, como

mval <5 e Jraval <
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temos que

.le.Tg:O

Portanto, g, = I e

(A, 0)

é um subgrupo discreto de PSL(2,R), ou seja, ¢ um grupo Fuchsiano. |

3.4 Grupos Fuchsianos Aritméticos

Em toda esta se¢ao, salvo mencao explicita em contrario, K é um corpo de niimeros algébri-
cos totalmente real e [ é o anel dos inteiros de K.

Sejam A = (a,b); uma algebra dos quatérnios, O uma Ix-ordem em A e I' um grupo
Fuchsiano de I'( A, O). Diremos que I' é um grupo Fuchsiano derivado da dlgebra dos quatérnios
A se o indice de I" em I'(A, O) for finito.

Dois grupos I'y e I's sao chamados comensurdveis se a intersecao I'y N I'y tem indice finito
em ['y e I'y. Diremos que um grupo I' é um grupo Fuchsiano aritmético se I' é comensuravel
com algum I'(A, O). Observe, por defini¢ao, que um grupo Fuchsiano derivado de uma &lgebra
dos quatérnios A é aritmético.

Mostraremos agora que podemos caracterizar os grupos fuchsianos aritméticos através do

conjunto dos tragos dos seus elementos
tr(l) ={£te(T): T €'},

que é o principal objetivo desta secao. Antes, vamos apresentar um serié de resultados que nos

conduzird ao nosso objetivo.

Lema 3.36 Sejam I' um grupo Fuchsiano de PSL(2, K) tal que drea hiperbdlica

e tr(I') C K. Entdo existem um corpo de numeros algébricos F e h € SL(2,R)) tais que
h='Th C PSL(2, F).

Prova. Verifique [11], pdgina 120, Lema 5.3.1.

Teorema 3.37 Suponhamos vilidas as hipéteses do Lema 3.36 e considere
Koy:=Q(tr(T): T el).

Entao

(2

AM:mM:{

d
CLZ'T'Z‘:CLZ‘EKl, T‘ZEF}

1

¢ uma dlgebra dos quatérnios sobre K.
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Prova. Como I' é um grupo Fuchsiano nao elementar temos, pelo Lema 3.36, que I' contém

TO:<A ° ) (A%l)eTF(‘“ d1> (c1 £0) (3.10)

os elementos

0 )\71 C1 1

e que I' C PSL(2,F), onde F' = Ky(A\) é Ky ou uma extensao quadrdtica de Ky, ou seja,
[F': Ko] = 2. Para simplificar a notac¢ao, vamos indicar a algebra A [['] por A. De modo que
ACM(2,F)el<dimg,(A) <8. Sejam a um ideal de A e

T:<a b)ea.
c d

Entao T™ = 0, para algum n € N. Logo, det(7") = 0. Como ad = bc temos que tr(T™) = tr(T)",
ou seja,
(a+d)"=0<tr(T)=a+d=0. (3.11)

A0 a b Aa b
= casla+ 2 d=0. 3.12
(o )\‘1)<cd> <>\_1c A‘1d> ¢ (3.12)

Portanto, a = d = 0. Analogamente,

a b a; 1
€ a.
c d C1 d1

Assim, bey + ¢ = 0 e be(c; — ady) = 0. Portanto,

Logo,

bc=0=b=c=0.

T:(Z Z)eZ(A).

TTo=ToT = c(\>—1) =0 e b()\*>—1) =0.

Consequentemente a = {0}.

Finalmente, seja

Entao
Assim, b = ¢ = 0. Mas, T também comuta com 7). Logo, a = d. Assim, T' = al, Por outro
lado, tr(7") € Ky, para todo T" € A. Portanto,

tr(T) =a+d=2a=a€ Ko,

ou seja,
Z(A) = {(1,] ac Ko} ~ KQ.

Finalmente, a dimensao de A sobre K é um quadrado de um inteiro. Portanto, dimg, (A) = 4.
|
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Lema 3.38 Seja I' um grupo Fuchsiano com

i (g) <oo, Ko=Qtr(T): T €T), [Ko:Q] <o e tr(l') C l,.

Entao .
O:O[F]:I[KO[F]:{ZaiTi:aiGI[Ko, T;GF}
=1

é uma ordem da dlgebra dos quatérnios A = A[l'.

Prova. E claro que O é um subanel de A que gera A sobre Kj. Assim, resta provar que

O é finitamente gerada como Ix,-médulo. Pelo Lema 3.36, podemos supor que I' contém os

A 0 ay 1
TO:(O )\_1> ()\#].)GT:[:(Cl d1> (617&0)

e que I' C PSL(2, K), onde F' = Ky(A). Dado

cO0=> A 91 a b = )ff ﬁ? e O.
0 A c d AN e Nd

Aa + A_ld,a+d c I[Ko-

elementos

a b
c d

T —

Logo,

Note que A e A™! sdo unidades em F e Ik, € um subanel de Ir. Assim, a e d pertencem a um

ideal fraciondrio 1

AR

de F'. Logo,

aay + bey, ¢+ ddy € Ig,.

1
-1
Portanto, O é um g, -submédulo de um Ix,-mdédulo livre de posto 4, ou seja, O é finitamente

gerado como I, ,-mdédulo. |

Note que o conjunto
{I7 T07 T17 TOTI}

¢ uma base de definicao A [I'] sobre K. Consequentemente,

AT = @ ") aber qerh,
ey o

onde a’ e b’ sdo os conjugados de a e b em F' = Ky()), respectivamente.
Lema 3.39 Seja I' um grupo Fuchsiano de PSL(2, K) tal que drea hiperbdlica
q <
— 00.
AT
Suponhamos que I' satisfaca as sequintes condigoes:
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1. Seja Ko = Q(tx(T) : T € I'). Entao Ky é um corpo de nimeros algébricos sobre Q com
[Ko: Q] < o0 etr(l') Clkg,.

2. Seja ¢ qualquer imersao de Ky em C tal que p # I. Entao K, é totalmente real. Além
disso, ¢(tr(T')) C [-2,2].

Prova. Dado T € I'. Sejam

1

a

os autovalores de uma matriz associada a transformacao 7" e ¢ qualquer imersao de Ky em C

a e

tal que ¢ # I. Entao Estendemos ¢ a um isomorfismo ¢ de Ky(a) em C.
Afirmagao. |¢(a)| = 1.
De fato, suponhamos, por absurdo, que |¢)(a)| # 1. Entao, pela desigualdade

1
(¥ (a))™

1

o (tr(T™))] = | ((a))™ + @

> '\w(a)\’” -

o conjunto

{eo(tr(T™)) - m € Z}

é nao limitado, o que contradiz a condicao (2). Portanto,

p(tr(T)) = ¢(a) + ¢(1a) = () +9P(a) = 2Re(y(a)) e |p(tr(T))] < 2[(a)] = 2,
ou seja, ¢(tr(7")) é um nimero real contido no intervalo [—2, 2. [ |

Proposigao 3.40 Seja ¢ qualquer imersiao de K = Ky(\) (Ko dado no Lema anterior) em C

b
p(a)| < 1, VT:< ¢ ,)er,

bey a

tal que ¢|k, # 1. Entdo
Em particular, para

obtemos p(c1) < 0.

Prova. Seja

A0
T0:<0 )\1>EP

TT¢ €T e |ptr(TTy))| < 2. (3.13)

Entao, pelo Lema 3.39,

Novamente, pelo Lema 3.39, obtemos

1
=1le=-=)\.
(N =1e =)
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Assim,

o(d)=p(a) V a=ao)+ a1\ € K. (3.14)

Portanto, K é um corpo de niimeros totalmente real. Por outro lado, sendo
tr(TT7) = a\" +a'(\)",

obtemos

p(tr(TTy)) = p(aX™) + ¢(a'(X)") = p(a\") + (a\") = 2Re(p(a)p(A")).
Logo,
[Re(p(a)p(A"))| < 1. (3.15)
Como p(\)"™ # 1, para todo n € Z, temos que o conjunto
{e\)™ :m € Z}
é um subgrupo denso de
St={zecC:|z|=1}.

Portanto,
Re(p(a)-2)| <1, V z € S™.

Assim, |p(a)| < 1.
Finalmente, aplicando o mesmo raciocinio ao elemento 77, obtemos |p(a1)| < 1. Por outro
lado,
ad, — e =16 ¢(cy) = |p(ar))* =1 <0.

Portanto, ¢(c1) < 0, pois ¢; # 0. [ |
Proposicao 3.41 Seja I' um grupo Fuchsiano de PSL(2, K) tal que drea hiperbdlica
q <
pl T 0.
Se T' satisfaz as condigoes (1) e (2) do Lema 3.39, entao A[l'] satisfaz (3.5).

Prova. Ja vimos que I' contém

A 0 aq 1
pe (3 0) wevene(® 1) ro

Provaremos que K = Kjy(\) é uma extensao propria de Ky. Se K é uma extensao prépria de
Q, entao existe uma imersao y : K — C tal que x(Ky) # I. Por outro lado, x(\) e ﬁ sao
raizes da equagao z° — x(to)z +1 = 0, onde to = tr(7Tp). Pelo Lema 3.39, temos que |x(to)| < 2.
Portanto, x(K) = x(Ko(A)) € C —R. Como K, ¢ totalmente real temos que x(Kj) real e
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Ky C K. Se Ky = Q, entao to é um inteiro racional tal que |ty| > 2. Portanto, 22 — tor + 1 &

irredutivel sobre Q. Fazendo X' = i Ja vimos que

tI‘(Tl) =a + dl S K() € tr(TOTl) = (11)\ + d1>\/ c K(). (316)
Como ) e )\ sao linearmente independentes sobre K, temos que existem unicos ag, aq, dg, 01 €
K, tais que
a; = ao)\ + ole e d1 = (50)\ + (51)\/.
Logo,
(oA + ar A ) A+ (GoX + S N) N = (N + ar A) N + (SN + 610) A
Assim,

((1/0 — 51) )\2 + (51 — Oéo) ()\,)2 = 0 = Qo = 51.
De 3.16, temos que
CY())\ + Oél)\/ + 50)\ + 51)\/ = ao)\/ + Oél)\ + (50)\/ + 51)\

Logo,
a0+50—a1—51:0:>a1:50.

De modo que d; = a}. Como det(77) = 1 temos que ¢; € Ky. Consequentemente,

To=<3 g) (A;«él)eﬂ:(al 1) (c1 # 0).
T g

Seja {;}, 1 < i < n, as n imersdes distintas de Ky em R com ¢, = I. Entao
Vi K — 4y (K),
é um isomorfismo com K = Ky(\) e [K : K] = 2. Logo,
Xi + Al — My(R),

definido por

¢ uma imersao. Portanto,

Ci A% _ o _ Vila) (b a
A% = AT = (Al {(mwc) @w@-(a/))' ’beK}

é uma &lgebra dos quatérnios sobre x;(Kj) = ¢,;(Kp). Assim,

A@l ~ M2( )
Pela prova da Proposigao 3.40 com v,(a’) = v,(a), para 2 < i < n, concluimos que
, a b
A%:{( _) ab€¢ ,clng},
a
ou seja, A% @ R ~ H. [ |
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Teorema 3.42 Seja I' um grupo Fuchsiano de PSL(2, K) tal que drea hiperbdlica

(2) e

Entao T é derivado de uma dlgebra dos quatérnios A sobre um corpo de nimeros K totalmente

real se, e somente se, I' satisfaz as sequintes condigoes:

1. Se Ky = Q(txr(T) : T € T'), entdo Koy é um corpo de nimeros algebricos sobre Q com
[Ko: Q] < o0 etr(l') Clkg,.

2. Seja ¢ qualquer imersao de Ko em C tal que ¢ # I. Entao o(tr(T")) é limitado em C.

Prova. Suponhamos que I' seja um subgrupo de indice finito em I'(A, O). Entao tr(T) € K,
para todo T € I". Portanto, K, é totalmente real, pois Ky C K. Como Tr(O) C Ik, temos que
tr(I') C Ig,. Seja ¢ qualquer imersao de K, em C tal que ¢ # I. Por 3.7,

p;(tr(I) C Tr(p;(O)),
para 2 < i <n e [Ky: Q] =n. Por outro lado,
i(N(2)) = N(pi(z)), ¥ z € O".
Assim,
p,(OY CH' ={r € H: N(z)=1}.
J& vimos, pelo Exemplo 3.18, que Tr(H') = [-2,2]. Portanto,
pi(tr(I)) € Tr(p,(O)) € Te(H') = [-2,2],

ou seja, @, (tr(I")) ¢ limitado em R. Vamos mostrar que K = Kj. Suponhamos que K seja uma
extensao prépria de Ky. Entao existe uma imersao ¢ : K — R com ¢ # [ tal que ¢|k, = 1.
Portanto, pela definicao de Kj, obtemos

o(tr(l)) = tr(I") C [-2,2].

Isso significa que I' nao contém elementos hiperbdlicos, o que contradiz o fato de

(E) <

Reciprocamente, note que pelos Lemas 3.36, 3.39 e pela Proposicao 3.41, A[l'] e O[I]
satisfazem as condicoes de uma dlgebra de quatérnios. Por outro lado, claramente I' é um
subgrupo de T'(A '], O [[']). Como

M(F(A[F],O[F])) c

H

temos que I' ¢ um subgrupo de indice finito em I'(A[['],O[I']). Portanto, I' ¢ um grupo
Fuchsiano derivado de uma &lgebra dos quatérnios. |

Observagao 3.43 Na condicio (1) do Teorema 3.42, o anel l,, pode ser substituido por um
anel R tal que I, C R C Ky, desde que O = (a,b)r e A= (a,b)y, -
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Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo, estudaremos os grupos Fuchsianos I' ~ I'y;, onde I' é um subgrupo de
PSL(2,R), no sentido de caracteriza-los quanto a sua aritmeticidade. Estudaremos, também,
detalhadamente os grupos I'y,, para o caso g = 2™, e mostraremos que esses grupos sao deriva-
dos de uma &lgebra dos quatérnios A sobre um corpo de nimeros K tal que [K : Q] = 2™.

Nestes casos, identificaremos as ordens O em A associadas aos grupos I'y,.

4.1 Determinacao do Grupo Fuchsiano Ty,

Nesta secao introduzimos o grupo Fuchsiano I'y,. Em toda este capitulo, salvo mengao
explicita em contrario, o modelo de espaco hiperbdlico é o disco de Poincaré B.

O grupo I'y, ¢ construido como segue: Considerando uma tesselagao auto-dual

{49,449} ,9 > 2,

temos que
(49 —2)(49 —2) =4(29 - 1)(29 — 1) > 4,

logo, por 2.24 existe uma tesselacao hiperbdlica {4g,4¢}, g > 2. Seja Py, o poligono hiperbdlico
regular de 4¢ arestas associado a essa tesselacao (confira figura 4.1). O poligono Py, tessela o
plano hiperbdlico B, de modo que cada vértice é compartilhando por 4g poligonos de mesma
forma. Logo, para cada g, I's; ¢ um grupo que tem Py, como dominio fundamental. Podemos
supor, sem perda de generalidade, que P, esteja centrado na origem de B. Consideremos,

também, as arestas de P, dispostas na seguinte ordem ciclica fixa no sentido antihordrio:

/ / / / /
7—1,61,7—1,61, o e ?Tg?eg’Tg?Tg?Eg'

A partir do poligono P, apresentaremos um procedimento aritmético (Teorema 4.2) com o
objetivo de determinar as transformacoes de Mobius que realizam os emparelhamentos das

correspondentes arestas. Os emparelhamentos sao realizados por isometrias hiperbdlicas

T17 517 s 7T297 S2g
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(os geradores do grupo Fuchsiano I'y,) tais que

Ti(Ti) = Ty € Sie;) =€), k,j=1,....9. (4.1)

Figura 4.1: Poligono hiperbdlico regular de 4¢ arestas.

Para explicitarmos tal tesselagdo basta determinar a transformacgao 77 associada ao empar-
elhamento da aresta 7; com a aresta 7, isto é, T1(7;) = 7]. As demais transformagoes sao

obtidas através de conjugacoes
ﬂ = TC’"i Tchfri € SZ = TC’PiTITCfpi,

onde
7

To(z) =e?z

¢é uma transformacao eliptica de ordem 4g que leva a aresta 71 na aresta adjacente do poligono
P44, no sentido antihorario; o indice 7; é a poténcia da transformacao eliptica que leva a aresta
71 em cada uma das arestas 7;,7;,¢;,¢€; parai = 1,...,9 e p, = r; — 1. Uma outra forma de

explicitarmos tal tesselacao é considerando a tranformagao eliptica T de ordem 4¢g com matriz

o:<‘” 0> (4.2)
0 e

associada




de modo que T (71) = €1 e 1 € a poténcia de C tal que
Tgk(Tl) = Tc'r'k (7’1) - {Tk, €k, 7';6, E;f} s k‘ = 1, .o g. (43)

Isto permite escrever os geradores de I'y; como conjugacoes de T) por meio de poténcias de T¢.

Por exemplo, queremos uma transformagao 75, de modo que Ty(72) = 75. Mas,
Tl(Tl) = ’7'/1 € ch4<7'1) = T2,

onde T4 é a tranformagao eliptica de ordem 4g com matriz associada C*. Assim, Tp-4(72) = 71.
Logo,
Tl (TC'74(7'2)) = 7',1 p=— Tc4 (Tl (ch4 (7’2))) — TC'4(7J1) — 7—’2’

ou seja,
Tc4 o T1 9] ch4(’7'2) = T/Q.

Dessa forma, basta considerarmos
Ty =Teao T 0Toa.
Para os demais casos, usando 4.1 e 4.3 obtemos,
Ap = O A, 070D o By = 0V 4,078, (4.4)

onde A; e B; sao matrizes correspondentes as transformacoes T} e S;, respectivamente com

k,7 = 1,...,9. Com algumas manipulagoes algébricas, podemos expressar os geradores do
) ) ) )

grupo I'y, em 4.4 sob a forma:

(4.5)

o C2=1) A, 0—20-1) para [ fmpar
T 0@ 4,03 para | par

Definindo uma tesselagao auto-dual {4¢,4¢}, temos um poligono hiperbélico regular Py, de
4g arestas, que por sua vez estd associado a um grupo Fuchsiano I'y,, cuja assinatura é (g, —).
Portanto, a drea hiperbdlica de Py, ¢ dada por

u(P) = (- ) =47l = 1) (16)

S0a)

na medida da drea hiperbdlica de T, om 4.6 fornecida pela Teorema 2.21, é equivalente a

Note que a inexisténcia do somatério

inexisténcia de elementos elipticos no grupo I's,. Isto é suficiente para que tenhamos o quociente
% localmente isométrico a B.
g
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Observe pela Figura 4.2, que se considerarmos o baricentro do poligono Py, e ligé-lo aos
seus vértices por segmentos de retas, obteremos 4¢ tridngulos hiperbdlicos em P,, cada um com
area

dn(g—1) 7(g—1)

4g g
e com angulo 2—’; para o vértice que é o baricentro de Py,. Por defini¢cao de tesselacao regular

{4g,4g}, decorre que cada vértice em Py, tem que ser recoberto por 4g poligonos regulares do

tipo Py, ou seja, cada vértice deve possuir angulo
T
29
Desse modo os tridngulos hiperbdlicos obtidos sao isésceles com angulos
T
29
para o vértice no baricentro de Py, e com angulos

™

4g
nos outros dois vértices de Py,. A Figura 4.2, exibe uma regiao fundamental P,,, ou seja, um

poligono regular de 4g lados de uma tesselacao regular

{49,49}

com baricentro determinado pelo centro O = (0, 0) no disco de Poincaré, com as arestas &‘;, T1,€1
dadas, respectivamente, pelos arcos EH', H'H e HF. Tomaremos o ponto D como o centro
do circulo isométrico C'r, da transformagao 71, o ponto N em Crp,, G como o ponto médio do
arco Euclidiano H'H, R como o raio de C'r;, 7 como a reta tangente ao circulo isométrico Cr,
no ponto H,

v, a,8,d, e, k

como os angulos determinados pelas relagoes trigonométricas dos tridngulos Euclidianos O D'H

e ODN , e t como o angulo determinado pela intersecéo da reta r e o segmento ON, hipotenusa
do triangulo ODN.
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Figura 4.2: Triangulo {4¢,4¢} .

Com o objetivo de determinar uma das transformacoes do grupo Fuchsiano I'y,, desen-
volveremos a seguir, uma sequéncia de cédlculos culminando na Proposicao 4.1 e no Teorema
4.2. Para isto, consideremos C' como sendo a matriz de rotacao associada ao elemento eliptico

Tc, de ordem 4g, isto é,

Sejam

.

a matriz associada a transformacao hiperbdlica

az +c
Ti(z2) =

cz+a
e T, *(2) a transformacio inversa de T1(z). Entdo
—az+c

Tl_l(z) = % —a
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e a matriz associada a T} *(z) é dada por

respectivamente. Como T7(71) = 7} temos que a transformacao To-2 leva o circulo isométrico

Cr, em CTfl. Note que os elementos da matriz A; sao determinados por

pois
_i2n _ _ _
(- (o (D)
c ¢ig c c c
Logo,
a=*+la|\ —e 0
Se
r=1In —e_%,
entao
ro et e (§) e ()
e =—e 9 =—cos|— | +tisen| —
g g
Como g > 2 temos que
0<I<T
J— g J— 2'
Consequentemente,
(3) = (=) e (B575) e (5) moon (5=5) o (M5
—cos|—)=—cos|m—— ) =cos| ——— | esen|— | =sen|m—— | =sen | ——
g g g g g g
Sendo
62:1: _ ei g;lﬂ
obtemos
_(g=Dr _(g=Dm
r=i—~—— e arg(a) = ———.
29 29

Podemos supor, sem perda de generalidade, que 7, seja a aresta entre
T (g—Dm
arg(—=) e arg [ ——— |,
8(=5) g( % )
proveniente do circulo isométrico Cr,. Este circulo é obtido da transformacao hiperbélica

az +c
Ti(z) =

cz+a
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pela equacao

lcz+al=1<

(-

satisfeita precisamente nos pontos em que 77(z) é simultaneamente uma isometria hiperbdélica
e Euclidiana. A Figura 4.2, mostra a relacao que podemos obter com os tridngulos Euclidianos
mencionados. Por semelhanca de tridngulos, obtemos

2g —1 2g —1 —1 -
4g 4g 29 29 4g
Como j4 vimos o dngulo
N
t=—
4qg’
logo, observando a Figura 4.2 temos que
LT , T wm (29—
a+-—=—, ouseja, o =— — — = —"—.
49 27 o 2 4g 4q

Por outro lado, sendo ODN um tridngulo retangulo Euclidiano, no ponto D, obtemos

(29 —Dm

§="

ou seja a = (. Assim, concluimos que o tridngulo DHN & isésceles com DH = DN. Con-

sequentemente, DN = R, onde R é o raio do circulo isométrico Cp,. Portanto, concluimos

tan M :@, ou seja, OD = Rtan M .
4g R 4g

Com esta consideragao vamos apresentar a Proposi¢ao 4.1, a qual nos fornecerd as coordenadas

que

polares dos vértices do poligono Fy,.

Proposicao 4.1 Seja Py, o poligono reqular de 4g lados, cujo grupo Fuchsiano associado é 'y,
com assinatura (g, —). Os vértices do poligono Py,, em coordenadas polares, sio da forma

27k

wy=p-€e 49, k=0,...,49—1,
onde p = OH (confira Figura 4.2).

Prova. Note, pela Figura 4.2, que o lado D'H é paralelo a DN o que implica v = 5. Logo,
k =~ — (. Por outro lado,

DN —
cos(k) = v ou seja, DN = R - cos(k).

Observando o tridangulo ODN , obtemos

D'H — D'H
cos(f8) = 5T ou seja, OH = cos(B)’
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Teorema 4.2 Seja Py, o poligono hiperbolico reqular de 4g arestas, cujo grupo Fuchsiano asso-

ciadao é Iy, com assinatura (g, —). Consideremos u; como sendo a aresta entre os argumentos

s (9— D)
j— e _—
2 2g

e Ty a transformagao hiperbolica que emparelha as arestas uy e uy do poligono Py,. Entdo

az +c
To(2) —
1) =47
onde a e b sao dados por
—1 29 —1
am@:QEE,M:mﬁ%gﬁ
¢ 1
(29+ )7 (29 — D> ’
=T e = [ (tan 22— —1)
arg(c) yr— |c| an 17

As demais transformagoes hiperbdlicas Ty,(Ty) = ), e Sj(g;) = € geradoras do grupo Fuchsiano

Iy, que realizam os emparelhamentos sao obtidas pelas conjugagoes
Tk = TC’"k Tchfrk € Sj = TCPl’ T]_chpi .

Prova. Ja vimos que
1 |a]

L. op-ld_p
pois OD é a distancia da origem O ao centro do circulo isométrico D = —%. Assim,
S 29 —1 29 —1
OD = Rtan 29= V= = |a| = tan 29— D :
4g 4g
Logo,
4 29 —1 —1 —1
a=|al e'#e8(@) — tan —( g—Ur COS —(g ) -+ isen —(g ) )
4g 29 29
Como
jaf* = Je|* =1
temos que

2g — 1 2
c? = Ja*—1= <tan {(947)71) —1 ou
g

4 () )

Observando o triangulo Euclidiano ODN , Obtemos

a ™
w(-2) -5
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Logo,

_ ‘E| —q (g—=1) - 1 — (2g—1)m
c=—lale "% e ' =—|¢e "
[al
Portanto,
2g —1 29 —1 2g—1 2g —1
¢=—Jel COS(g )W—zsen(g )T = [¢| —cos(g )W+isen(g )™
4g 4g 4qg 4q

(oD - g (- QD7) _ e (L0 D7)

(29 — 1)7r> . (W (29— m) . ((29 + 1)7r> |

sen 17 17 17
Logo,
2 1 2 1 (2g+ 1)
¢ = [¢| | cos 29+ m + isen g+ Ur :|E\62Z91 :
4g 4g
Portanto,
(© 29 +1
arg(c) = — i

e

1
2 2
o — o] et _ ((tan l@gﬁ[;m]) _1> ()
g

Note, pelo tridngulo Euclidiano ODN , que
la| = tan 3.

Consequentemente, |c| pode ser determinado indiretamente. Assim,

=

arg(a) = e = M, la| = tan B, |c| = ([tanﬁ]2 —-1)

% e arg(c) = —7,

o que é suficiente para obtermos os elementos
a,a,c,ceC

da transformacao hiperbdlica T .
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4.2 O caso g=2"

Nesta secao consideramos os grupos Fuchsianos I'y, com g = 2". Nosso objetivo principal
é provar que I'y, é derivado de uma dlgebra dos quatérnios .4 sobre um corpo de nimeros K,
[K : Q] = 2", onde 2™ é o género da superficie
B
T4y’
bem como determinar a ordem dos quatérnios O em A associada ao grupo I'y,. Com isso,
generalizamos o processo de identificacao dos grupos Fuchsianos I'y; em ordens dos quatérnios.

Proposigcao 4.3 Se g = 2" com n > 0, entao

29 — 1 —1
2tan( 9 )Wcos lg—1)m =2-+40,

4g 29

9:\/2+\/2+~-+\/2+J§

onde

possui n radicais.

Prova. Como g = 2", temos que

2g — 1 —1
2tan( 949 )Wcos g % ) :2+2cos%.

Por outro lado, para qualquer x € R,

2cosxr =2+ 2cos2x.

Assim, para n € N vale a igualdade

7r / I
2COSW = 2—1—2(:055. (4.7)

2+2cos%:2+\/§.

Para n =1, isto é, para g = 2,

Suponhamos, como hipdétese de indugao, que o resultado seja valido para n, ou seja,

T _o4o0,

2+2COS2n+1 =

onde # possui n radicais. Assim, pela equacao 4.7, obtemos

T T
2COSW = 2+2c05ﬁ =v2+0

possuindo n + 1 radicais. |
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Observe que cos% e seng bem como cos k—” e sen —, para todo k € Z, g = 2", podem ser

calculados a partir da igualdade 4.7. De modo que, para qualquer r € Z, r # +1, a matriz C"

0"=<“’ 9>,

0z

C:(G% 01‘")
0 e

Consideremos a isometria f : H — B definida por

pode ser escrita sob a forma

onde r = a + bi, a,b € Q(0), e

2zt +1
f(Z) - P —|—Z )
temos que
I' = f71P4gf
é um subgrupo de PSL(2,R). Além disso, a aplicacdo & : I' — I'y, definida por
&T)=f'Tf

é claramente um isomorfismo de grupos. Assim, I' ~ I'y,. Sejam G; = f~1A; f os geradores de
[, para | = 1,...,2""!. Usando as Proposicao 4.3, as equacoes (4.5) e o Teorema 4.2, temos

que os geradores GG; sao dados por

Glzl V0 2w 11 on+1
—Zl+wl\/§ Iz—yl\/g ’ T ’

4.8
: (4.8
onde x;,y;, z;,w; € Z[0] e 6 é dado pela Proposigao 4.3.

Com o objetivo de provar que, para cada g = 2", o grupo I'y, ¢ derivado de uma algebra dos

quatérnios A sobre um corpo K, [K : Q] = 2", consideremos o anel dos inteiros de K = Q(6).

Proposicao 4.4 Sejam K = Q(0) e 6 dado na Proposi¢ao 4.3. Entdo o anel de inteiros de K

é

Prova. Como 6§ é um inteiro algébrico, claramente Z [f] C Ix. Para mostrar a outra inclusao

seja G um subgrupo aditivo de [x de posto 2" com uma Z-base
{1,0,....0°""}.

Os 2" monomorfismos ¢, : K — R sao dados por

\/2i\/2i Qi\/_

pois os elementos ¢, () sdo raizes do polindmio minimal de 6 sobre Q,

fo(x) = 22" + agn_o2® 2+ agn_g2¥ T+ o+ agr? + 2 € Zn],
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cujos coeficientes, exceto o lider, sao pares. Assim, o discriminante
A [1, o,... ,92”*1} = 2% para algum k € N.

Logo, pelo Teorema A.12 com p = 2, concluimos que nao existe nenhum inteiro algébrico da

forma 1
50\1 Al e AT,

onde 0 < \; <1,i=1,...,2" caso contrdrio, existiriam \;, \; € {0,1} tais que

22T

ST ez o),

4

o que é impossivel. Portanto, G = Ik, ou seja, [x = Z [0]. [ |
Proposicao 4.5 Seja I' um grupo Fuchsiano artitmético finitamente gerado por G, ...,Gy,
com

G =

o+ V0 oz w0 R ]
—zp+weVO a— VO ) o

onde Gy, € M(2, K (\/@)) e 0, x, Y, 2k, wp € K, sendo K um corpo. Entdo qualquer elemento
T €T é escrito da mesma forma dos geradores de I'.

Prova. Sejam G e G5 dois geradores de I', digamos

a o1+ VO 2+ wiVo . T2+ y2V0 22+ wa/0
' —z+wivVl 2 —yVo ? 2+ waVl oy — VO )

a1 aig
G- -Gy = ;
A1 Q22

apn = 1Ty — 2122 + (Y1y2 + wiw2)0 + (x1Y2 + oy + 21wo — Z2w1)\/§>

Se

entao

ags = X1T3 — 2122 + (Y12 + wiw2)0 — (1Y + oY1 + 21wo — Zle)@,
a; = —z1@y — D122 — (Y1w2 + wiye)0 + (—21ys + T2ws + Trws + Y122)V0,
ala = 2102+ T122 + (Y1we + w1y2)0 + (—21y2 + 2wy + 1we + 9122)\/5-
[ |

Proposicao 4.6 Sejam a dlgebra A = (a,b)x com uma K-base {1,1,j,k}, r € N—{0} fizado
e o conjunto

R:{g:OéGI[K emGN},
Tm

onde g € o anel de inteiros do corpo K. Entao
O = (a,b)gp = {x = o + 10 + x2j + x3k : To, T1, 22,73 € R}

é uma ordem em A.
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Prova. E claro que R é um subanel de K contendo Ix e que @ é um R-médulo. Por outro
lado, se § € K, entao existe ¢ € Z—{0} tal que ¢f € . Assim, para qualquer x; € K, existem
¢ € Z— {0} tais que cz; = oy € I, 1 =0,1,2,3. Logo, dado

T =x9+ x10 + x9) + 13k € A,

existe v € K tal que x = 2/, com 2’ € O, ou seja, A = KO. Portanto, O é uma ordem em A.
|

Teorema 4.7 Para cada g = 2" com n > 0, os elementos do grupo Fuchsiano I' ~ TI'y, sao
identificados, via isomorfismo (digamos p, é tal que I' é um subgrupo de I'(A, O), onde O C A)

com elementos do grupo dos invertiveis O' da ordem
0, —1
O=|-+ ,
( R )

R:{%:QEZ[Q] emeN}

onde

e 0 é dado na Proposicao 4.3. Consequentemente,
{1, \/5, Im, @Im}
¢ uma R-base para o reticulado O, onde Im é a unidade imagindria.

Prova. Como os elementos do grupo Fuchsiano I' >~ I'y, sao identificados, via isomorfismo,

digamos ¢ tal que
p(0Y)
{iIQ}

onde O C A. Consideremos as matrizes My, My, My, M3 € M (2, Q\/E) definidas por

10 Vo 0 0 1 0 Vo
M”:<o 1)’M1:<0 —\/§>’M2:<—1 o)eM?’:(ﬁ 0)’

Se T € T', entao, pela Proposicao 4.5 e a definicao dos geradores G, obtemos

1 m+yVvl za+wVo
2\ —z+wVl m—yvo )’

onde s € N e x;,y;, 21, w; € Z[0]. Portanto, T' é identificado com o elemento

T =

m ﬂ Kl wy 1 0,—1
—23+25+2 + ke@ cO= <R)’

através do isomorfismo ¢ : A — ¢(A). Neste caso,
p(A) C My(K, V)
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com A = (6—[;1) e K =Q(6).
o(xo + 18 + x2J + 23k) = 2o Mo + 21 My + B2 Mo + 23 M3,

ou seja,
o)=T, =0, j>=—1, k=ij e z,y;, 2, w € ZI0].

Portanto, cada elemento do grupo Fuchsiano I' ~ Iy, ¢ identificado, via o isomorfismo ¢, com

um elemento = € O! e

{1, \/5, Im, \/élm}
é uma R-base de O. [ ]

Teorema 4.8 Para cada g = 2" comn > 0, o grupo Fuchsiano I' ~ I'y,, associado ao poligono

hiperbolico reqular Py, € derivado de uma dlgebra de divisao dos quatérnios

0,—1
(%)
sobre o corpo de nimeros K = Q(0), [K : Q] =2" e 0 é dado na Proposi¢io (4.3).

Prova. Pela Proposicao 4.5, qualquer elemento 7' € I' pode ser escrito sob a forma

p_ L[ mtuwVl atw/o
2\ —zm+wuvl m—yvo )’

onde s € N e x;,y;, 2, w; € Z[0]. Portanto, pelo Teorema 4.7, existe

U .

T W AL W 1
25+23 +2]+ Yreo
tal que
p(x) =T.
Logo,
25(31
tr(T) = tr(p(x)) = Tr(x) = = € R.

Portanto, tr(I') C R. Por outro lado, para o caso g = 2", obtemos
K=Q(t(T):TeTl)=Q(0)
Essa igualdade pode ser verificada usando o fato de
tr(7) € Q(tr(Ty)), VT el e tr(Ty) =2+0.

Assim, a primeira condicao do Teorema 3.42 é satisfeita.
Agora, seja ¢, : K — R um homomorfismo dado por ¢,(0) = —6, o qual estendemos ao

isomofismo

Yo 1 L — 1y(L),
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definido por
Yoz + y\/é) = py(z) + ()02<y)i\/§77 Vzy €K,

onde L = K(v/0), [L: K] = 2. Consideremos agora a dlgebra dos quatérnios A [I] sobre
K = Q(#), confira Teorema 3.37,

d
A[F]:{ZaiTi:aieK, Cl}el“}.

=1

Usando as defini¢oes dos geradores de I', obtemos

A[P]z{( “ b}):al,bleL},
by )

onde a] e b} s@o os conjugados de a; e by em L, respectivamente. Observe que L é uma extensao

de K tal que [L: K] = 2, pois 22 — 6 ¢ o polinémio minimal de /0. Seja
U: Al — M(2,C)

a imersao definida por

—1hy (V) ba(al)

A2 = U(AD) = {(% 2) :a,be%(L)}.

Pela Proposicao 3.41, temos que

U(a) = ( Polar)  y(b1) ) '

Entao

A2 9 R ~ H.
Por outro lado, se 7' é um elemento qualquer de I" e

tr(T) =a+d
, entao, pelo o Exemplo 3.18, obtemos

y(a) +1by(a’) € [-2,2].

Como a +d' € K = Q(0) temos

Vo(a) +1hy(a’) = y(a+a') = py(a+d'),
ou seja,
pola+d) e [-2,2].

Portanto, ¢, (tr(I')) é limitado em C. Logo, a segunda condi¢do do Teorema 3.42 ¢ satisfeita.

Portanto, I' é derivado de uma &lgebra dos quatérnios A. |

Pelo Teorema 4.8 temos que o espaco das érbitas

H

r
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¢ compacto (veja [11], pdgina 76). Mas por construcdo, os emparelhamentos das arestas de Py,

sao realizadas, de modo que a superficie
H

r
seja compacta e orietdvel. Portanto, para os grupos I' >~ I'y,, g = 2", n € N qualquer, vale a

reciproca do seguinte resultado:

Teorema 4.9 Seja I' um grupo Fuchsiano derivado de uma dlgebra de divisio dos quatérnios.

Entao o espago quociente % é compacto.
Prova. Verifique [11], pdginal29, Teorema 5.4.1.

Para finalizarmos este Capitulo apresentaremos, como um exemplo, os geradores do grupo
Fuchsiano I'y, para g = 4.

Figura 4.3: Triangulo {16, 16}.

0 e

Seja

a matriz de rotagao que leva uma aresta em outra aresta adjacente no sentido antihordrio em

Pig. Pelo teorema 4.2, temos que T} é definida por



com

1
2 2
arg(a) = 3—7T, la| = tan z—g, |b| = ((tan %) — 1) e arg(b) = _9_7T‘

8 16
Logo,
a = |a| €@ = tanﬁ cos 37 +z’sen3—7T

B - 16 8 8

e
. 7 2 2 i
b= b e'orel) = <<tan 1—2) - 1) e 16!
Assim,

¢é a matriz associada a transformacao 77 que realiza o emparelhamento da aresta 71 com 77 em

T =2+V2+V2 ey =2+V2+2\/2+ V2

O:(:c+yi 0 )
0 T — Yyl
20 =\[24+V/2+V2 e 2y=1\/2—\/2+V2

Portanto, usando as igualdades 4.5 e o fato de

Pig, onde

Observe, que

onde

Gl:f_lAlfalzla-"a8>

obtemos os seguintes geradores do grupo Fuchsiano aritmético I' >~ I'4 :

r1—Yy1 A 24+/2 z1—w1 \4/ 242 T m 2 wy
G = 2 2 — L ZLs R
! N Y oray B yoway: Pl it = k)
2 2
r1—w1 A 2+/2 z1+Y1 A 2+/2 T wy 2 m
G2: 24 421 :@(___Z+_]+_k)>
—z1+y1 V24+v2  zitwi V242 2 2 2 2
2 2
r1+Y1 A 24+/2 z1+w1 \4/ 2+/2 T m 2 w,
Gs = 2 2 S LI I Y
3 —z14+w1 A 24v2 21—y \4/ 242 ( 2 + 2 + 2 It 2 )’
2 2
r1+w V242 21—Y1 \4/ 2-+/2 T wy 2 m
G, = 2 2 — - g —7 - <Lk
4 —21—Y1 \4/ 2+v2  xi—w \4/ 2-+v2 (10( 2 + 2 o 2 2 )’
2 2



T1—Y1 V242 214w V242 T, n 2 wy
= 2 2 =p(— — =14+ —7 — —k
Gs ot Y2V it /2 Pl =il =5 k)
2 2
z14wi V/24v2 ity V242 r, wy 2 n
6 —z1+Y1 A 2+v2 w1 —wy \4/ 24++/2 90( 2 + 2 i 2 J + 2 )’
2 2
o T14+Y1 ; 2442 21 —wW1 \:/ 24+/2 B T Ui | 2. wy "
N i mwiaa | TR TR RIS R)
2 2
r1—w1 \4/ 242 Z21—Y1 4\/ 242 T wy 2 m
_ 2 ) _ ot T A1 . —]{)
Gs Ve w2 Py -5ty — 5k
2 2

onde

2= (1+2) <2+m) e w = V2.

Assim, pelo Teorema 4.7 temos que a ordem associada ao grupo Fuchsiano

szlﬁ
é

2 _

(9:(&)’
R
onde
Q
R:{Q—m:QGZ[é’] emeN{,0=1/24+V2

e

{1924 Vo, 24 Vet

é uma R-base de O.
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Para {16, 16}, temos um poligono hiperbélico regular Pjg, de 16 arestas, que por sua vez

estd associado ao grupo Fuchsiano I'y.

Figura 4.4: Tesselagao {16,16} no plano Hiperbdlico.
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Apéndice A
Resultados Basicos

Neste apéndice, apresentaremos alguns resultados que serao necessédrios para o entendimento
do exposto nos capitulos anteriores. O leitor interessado em mais detalhes pode consultar
3, 13, 18, 20].

A.1 Modbdulos

Nesta secao apresentaremos alguns resultados cldssicos da teoria de mdédulos que serao
necessarios para a compreensao desta dissertacao. Em toda esta secao a palavra anel significa,
salvo mengao explicita em contrario, anel comutativo com unidade.

Seja R um anel. Um R-mddulo V é um grupo comutativo aditivo equipado com uma
aplicacago R x V — V,

RxV —V (r,v) — v,

satisfazendo as seguintes propriedades:
1. r(sv) = (rs)v, para quaisquer r,s € Rev € V.
2. (r+s)v =rv+ sv, para quaisquer r,s € Rev € V.
3. r(u+v) =ru+rv, para qualquer r € Reu,v € V.

4. Iv=v, paratodov € V.

Note que, se R é um corpo, entao um R-mdédulo é um espago vetorial sobre R.
Um subconjunto nao-vazio W de um R-mdédulo V' é um R-submddulo de V' se as seguintes

condicoes sao satisfeitas:

1. Para quaisquer wi, wo € W, tém-se w; — wy € W.

2. Para quaisquer r € Rew € W, tém-se rw € W.
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Sejam V um R-médulo e W um R-submddulo de V' sobre R. Se v é um elemento arbitrario
de V, escrevemos [v] = v + W para representar o conjunto de todas as somas v + w, com
w € W, isto é,

vl]={v+w:weW}.

Estes conjuntos sao chamados classes laterais de W em V. Estas classes particionam V' em
subconjuntos mutuamente disjuntos de mesma cardinalidade.

No teorema seguinte, utilizaremos as classes laterais de um R-submdédulo W e de um R-
modulo V', para definir um novo R-mdédulo, chamado mddulo quociente de V' por W, que serd

denotado por
Vv

W.
Teorema A.1 Sejam V um R-mddulo e W um R-submddulo de V. Entao as classes laterais

de W em V' formam um R-mddulo com as sequintes operacoes de adi¢cdo e multiplicacao por

escalar:
1. [vi] + [va] = [v1 + Va2, para quaisquer vi,vy € V.
2. r[v] = [rv], para qualqguerr € R ev € V. [ |

Sejam X um subconjunto de um R-médulo V' e
F={W:W ésubmédulode V e X C W}.

Entao

(xXy=w

WER
¢ o menor R-submédulo de V' contendo X e serd chamado de R-submddulo gerado por X. E

claro que

<X>:{Zrixi:nEN, xiGXeriER}.

i=1
Se X = {v}, isto &, X consiste de um tinico elemento, entao,

(vi={rv:re R} =Rv

e (v) serd chamado de R-submddulo ciclico gerado por v.
Quando existir um subconjunto finito X = {x3,...,x,} de um R-médulo V' tal que V =

(X), dizemos que V' é um R-mddulo finitamente gerado e, neste caso,
V=(X)=Rx;+ -+ Rx,.

Sejam U e V dois R-médulos. Uma funcao T : U — V é um R-homomorfismo se as

seguintes condicoes sao satisfeitas:
1. T(u+v)=T(u)+T(v), para todo u,v € U.
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2. T(ru) =7rT (u), paratodou e U er € R.
Um R-homomorfismo T : U — V é um R-isomorfismo se T for bijetora. Denotaremos por
Hom (U, V) ={T:U — V : T & um R-homomorfismo}.
Em particular, quando U = V' temos que Hom g(V, V') = End z(V').

Teorema A.2 (Propriedade Universal da Projecao) Sejam V', W R-mddulos e U um R-
submddulo de V. Entao para cada R-homomorfismoT : V — W com U C kerT' existe um tinico
v

R-homomorfismo T} : % — W tal que Tyop =T, ep:V — , onde p é um homomorfismo

canénico v — [v]. [ |

Sejam V um R-mdédulo e X qualquer subconjunto nao-vazio de V. Dizemos que V' é um

R-mddulo livre sobre X se para cada elemento v € V existirem tnicos elementos
T1,%oy ..., Tp € X € 1r1,T9,..., 7 €ER
tais que
V =721 + oo+ -+ Ty

Dizemos que X é uma R-base.

Teorema A.3 Sejam V, W R-mddulos e p : V. — W um R-homomorfismo sobrejetor. En-
tao para cada R-homomorfismo T : U — W com U um R-mddulo livre existe um tinico R-

homomorfismo S : U — V tal que T =po S.

Prova. Como U = R para algum conjunto ndo-vazio X de U e p é sobrejetor temos que
para cada ¥ € X existe algum w, € V tal que p(w,) = T(e,). Sendo U = R um R-médulo

livre temos que existe um tnico R-homomorfismo S : U — V' tal que S(e,) = w,. Portanto,
(poS)(ex) = p(S(ex)) = p(wa) = T(ea),
Concluimos dai que, T'=po S. |

Teorema A.4 Sejam R um dominio principal e V- um R-mddulo livre de posto n, onde o posto
¢ visto como a cardinalidade da base do R-mddulo. Entao todo R-submddulo W de V' é livre

com posto m < n. |

Vamos denotar o conjunto de todas as transformagoes R-bilineares de U x V em W por

LA(U,V;W).
Sejam V um F-espago vetorial e vy, ..., v, vetores de V. Entao [B(v;,v;)| é uma matriz
n X n sobre F. O discriminante de v1,...,v, com relacao a B é definido por

det ([B(vi, v;)])

e serd denotado por



Proposicao A.5 Sejam V um F-espago vetorial e {vy,...,v,} uma F-base qualquer para V.

Sejam wr, ..., W, vetores quaisquer de V. Se
n
w; = E CLZ'jVj,Z' = 1,...,71,
=1

com a;; € I, entao
A(wy,...,w,) = (det A’A(vy,...,vn),

onde A = [a;].

Prova. Seja

n
W = E aklvl,k: 1,...,71.
=1

Entao é facil verificar que

B(w;, wy) = Z (Z CLZ'jB(Vj,Vl)> Q-

=1 \j=1
Portanto,
[B(wi, wy)] = A[B(v;,v))]A" e A(wy,...,w,) = (det A)?’A(vy,...,Vv,).
[ |
Corolédrio A.6 Sejam V um F-espaco vetorial e why,...,w, vetores quaisquer de V. Se
W1i,..., W, Ssao linearmente dependentes, entao
A(wy,...,wy,) =0.
[ |

A.2 Extensoes de Corpos

Sejam K e F' dois corpos. Dizemos que F' é uma extensao de K se K C F e serd denotada
por K C Fou F/K.

Sejam F' uma extensao de K e aq,as,...,q, € . Entao
K (oq,ag,...,00),

denotard o menor subcorpo de F' contendo aq, as, . . ., a, € K. Uma extensao F' de K é chamada

finitamente gerada sobre K se existir aq, s, ..., a, € F tais que
F=K(n,as,...,q).

Se existir a € F tal que F' = K(«), dizemos que F' é uma extensio simples de K e « é chamado

um elemento primitivo de I’ sobre K.
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Sejam F uma extensao de K e o um elemento de F'. Dizemos que « é algébrico sobre K se

existirem ag, a, ..., a, € K, com a, # 0, tais que
ag+ ara+ -+ a,a” =0,

isto ¢, existe um polinémio nao-nulo f € KJ[z| tal que f(a) = 0. Caso contrério, a é tran-
scendente sobre K. Note que todo @ € K ¢é algébrico sobre K, pois « é raiz do polindbmio
p=1x—«a € Klz]. Se todo elemento de uma extensao K C F' for algébrico sobre K, dizemos

que F' é uma extensao algébrica.

Proposicao A.7 Sejam F uma extensao de K e a um elemento de F. Entao a funcao ¢ :

Klz] — F definida por ¢(f) = f(a) é um homomorfismo de anéis tal que:
1. Im¢p =Kla] e K C K[a] C F.
2. « é transcendente sobre K se, e somente se, ker ¢ = {0}.

3. « € algébrico sobre K se, e somente se, ker ¢ # {0}.

4. I{ZEE(;]S:K[@]. [ |
Sejam F' uma extensao de K e a € F' algébrico sobre K. Como

K|[z]

Segue-se que o) ¢ um dominio. Logo, (p) é um ideal primo primo. Sendo K[z] um dominio

de fatoragao, isto implica que (p) é um ideal maximal. Portanto, p é irredutivel, e denotamos
p = irr(a, K). Assim, K[a] é um corpo e K|a] = K(«).

Seja K C F uma extensao. Entao F' com as operagoes de adi¢ao

+: FFxF — F
(a,b) +— a+b

e multiplicagao por escalar
KxF — F

(A\,a) +— Aa’

é um K-espago vetorial. O grau de uma extensdo K C F, denotado por [F : K], é a dimensao
de F visto como K-espago vetorial. A extensao serd chamada finita se [F : K] =n < oo. Caso

contrério, a extensao serd chamada infinita.

Teorema A.8 Sejam F' uma extensao de K e o um elemento de F'. Entao o é algébrico sobre
K se, e somente se, K () é uma extensao finita de K. Neste caso, {1,a,...,a" '} é uma
base para K(a) e [K (a) : K] =n. [ |
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Proposicao A.9 Sejam K C F C E corpos tais que [E : F| e [F : K] sejam finitos. Entao
[E : K] é finito e
[E:K|=[E:F][F: K]

Sejam K um corpo e f € K[z]. Um corpo de decomposi¢ao de f sobre K é uma extensao
de F sobre K tal que

1. f se fatora em I

2. ' ¢ minimal com respeito a condicao 1., isto é, se f se fatora em Z com K C Z C F,
entao Z = F.

Teorema A.10 Seja K um corpo. Entao qualquer f € K|x] possui um corpo de decomposi¢ao.

[ |
Seja K um corpo. Dizemos que K é algebricamente fechado se qualquer polindmio nao
constante sobre K pode ser decomposto em fatores lineares sobre K. Um fecho algébrico de K

é uma extensao algébrica F' de K tal que as seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. F' é algebricamente fechado.

2. I ¢ minimal com respeito a condicao 1., isto é, se Z é um corpo algebricamente fechado
tal que K C Z C F', entao Z = F.

Vamos denotar o fecho algébrico de K por K. Neste caso, K é uma extensao algébrica de
K.
Seja K C F uma extensao. Dizemos que F' é normal se F' é um corpo de decomposicao de

alguma familia F C K[z]| de polinémios sobre K.

Proposicao A.11 Sejam F = K|a] com « algébrico, p = irr(a, K) € Klx] e N uma extensdo

normal de K contendo a.. Se B € N, entao as sequintes condigoes sao equivalentes:
1. B € N é uma raiz de p.
2. p=rirr(a, K) = irr(8, K).
3. Eziste um unico K-isomorfismo o : K(a) — K(8), com o(a) = .
4. Eziste um K-automorfismo ¢ : N — N, com p(a) = . [ |

Se pelo menos uma (e portanto todas) das quatro condigoes da Proposigao A.11 for satisfeita,
dizemos que  é um conjugado de o sobre K. Conseqiientemente, o niimero de K-imersoes de

K(a) em N é menor ou igual ao nimero de raizes de p, isto é,
Hom g (F, N) < 9(p) = [K[a] : K].
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Sejam p € K[z] um polindémio irredutivel sobre K e L um corpo de decomposi¢ao para p.

Dizemos que p é separdvel sobre K se todas as raizes de p em L sao simples ou, equivalentemente,
mdc(p,p’) = 1.

Seja f € K[x] um polinémio qualquer. Dizemos que f é separdvel sobre K se cada um de seus
fatores irredutiveis é separavel sobre K.

Sejam F'/K uma extensao e o € F. Dizemos que « é separdvel sobre K se « é algébrico
sobre K e irr(a, K) é separédvel sobre K. Dizemos que F//K é uma extensdo separdvel se cada

elemento de F' for separavel sobre K.

Teorema A.12 Seja I o anel dos inteiros do corpo K e G um subgrupo aditivo de 1y de
posto igual a [K : Q|, com uma Z—base {ay,as,...,an}. Se G # Ik entao, existe um inteiro

dlgebrico da forma

1
2—? ()\10(1 + ...+ )\nan)

onde0 < \; <p—-1, N\ €Z,i=1,..n, ep é um primo tal que p* divide Ag = A(ay, s, ..., o).

A.3 Tracos e Normas

Nesta secao, todas as extensoes de K, salvo mencao explicita em contrario, sao separdveis.
Sejam F' uma extensao finita de K com [F': K| =n e o« € F. Entao a funcao ¢, : F — F
definida por ¢, (5) = aff é claramente uma transformacao K-linear sobre F. Logo, a funcao
¢ : F — Endg F = Hom g (F, F') definida por ¢(«) = ¢, é¢ um homomorfismo de anéis injetor.

Portanto, podemos identificar F' com um subcorpo do anel Endg F. Se

B:{al,...,an}
é uma K-base para I’ e

gba(ozj) = Zaijai,j = 1, e,
i=1

entao
fo(z) = det(2zI — A)

é o polinomio caracteristico de  sobre K, onde A = [a;;] é a matriz n X n da transformacao
linear ¢, em relacao a K-base B.
Seja A a matriz da transformacao linear ¢, em relacao a alguma K-base. O trago e a norma
de « sao definidos por
tr(a) = tr(A) e N(a) = det(A).

Proposicao A.13 Seja F' uma extensao de K com [F : K| =n.

1. tr(aa + bf) = atr(a) + btr(f5), para todo a,b € K e a, 5 € F.
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2. tr(a) = na, para todo a € K.
3. N(apB) = N(a)N(B), para todo o, 5 € F.
4. N(a)=a", para todo a € K. [ |

Suponhamos que

fo(@) = (x = ag) -+~ (# — an1)

em K. Entdo ) .
tr(a) = Zaj e N(a) = Hozj.
§=0 §=0
De fato, se
fa(z) = det(zl — A) = 2" + a,_12" " + -+ - + 17 + aq,
entao

an_1 = —tr(A) e ap = (—1)" det(A).

Por outro lado, é f4cil verificar que

n—1 n—1
Zaj = —Qp_1 € Haj = (—1)"ay.
=0 =0

Portanto, tr(a) € K e N(«o) € K.

Corolério A.14 Seja F uma extensio de K com [F: K] =n. Seo;: F — K,i=1,...,n,

sdo as K-imersoes deF em K, entdo para todo o € F temos que

tr(a) = Zai(a) e N(a) = Hai(a).

Além disso,
n

tr(g(a)) = 3_g(a) e N(g(a)) = [T oles),

i=1
para todo o € F e g € K[x], onde a; = 04(a), i =1,...,n. [ |

A funcdo B : F x F' — K definida por B(«, ) = tr(af3) é claramente uma forma K-bilinear

simétrica. Logo, por definicao, o discriminante de uma K-base
B=1{1,0,...,0""}

para F'é
A(B) = det(tr(6717)).

Se B' = {ap, a1,...,a,-1} € uma outra base de F' tal que

n—1
o; = Z aiﬂj,
§=0
onde B = [a;;] ¢ a matriz mudanca de base, entdo pela Proposigdo A.5 temos que

A(B') = (det B)2A(B).
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Proposicao A.15 Seja F' uma extensao de K com [F : K| =n.

1. Seo,: F — K,i=1,...,n, sio as K-imersées de F, onde F ¢é algebricamente fechado,
entao

A(B) = (det(oi(a;)))*

onde

B:{al,...,an}

¢ uma K-base para F.

2. Se F = K(«a) ep=irr(a, K) € K[z], entdo

onde

¢ uma K-base para F.

Prova. Vamos provar apenas o item (1). Sejam
A =[a;] e A" = [by)]

onde a;; = 0;(e;) e bj; = aj;. Entao
A'A = [ey],
onde

Zblkakj Zak a;)ok(e;) Zak ;o) = tr(a;ay).

Logo,
A(B') = det(tr(a;a;)) = det(A'A) = (det(A))>.

[ |
Teorema A.16 Seja F' uma extensao finita de K. Entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

1. tr: F — K ¢ sobrejetora.
2. Eziste a € F* tal que tr(a) # 0.

3. A forma bilinear B : F X F — K definida por B((«, 3)) = tr(af) é nao-degenerada.
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Prova. E claro que (2. = 1.). Para provar que (1. = 2.), suponhamos que exista o € F' com
tr(a) = b # 0. Logo,
tr(cb 'a) = cb M tr(a) = cb b= ¢, Ve € K.

Portanto, tr é sobrejetora.
(1. = 3.) Suponhamos que tr seja sobrejetora. Entéo existe a € F* tal que tr(a) # 0. Dado
[ € F*, existe af~" € F tal que

B(aB™,8) = tr(af~'8) = tx(a) # 0.

Portanto, B é nao degenerada.
(3. = 1.) Segue da definigao. [ |

A.4 Inteiros Algébricos

Sejam R C S uma extensao de anéis e & um elemento de S. Dizemos que « é um inteiro

algébrico sobre R se existir ag, ay,...,a,_1 € R tais que
ag+ ara+ -+ ap1a”t+a™ = 0.

Se todo elemento de uma extensao R C S for inteiro, dizemos que S é uma extensao inteira de
R.

Teorema A.17 Sejam R C S uma extensdo de anéis e a um elemento de S. Entao as sequintes

condicoes sao equivalentes:

1. « é um inteiro sobre R;
2. R[a] é um R-mddulo finitamente gerado;
3. Existe um anel Z com R[a] C Z C S tal que Z é um R-mddulo finitamente gerado;

4. Eziste um R[a]-mddulo V', o qual é um R-mddulo finitamente gerado e cujo

Anng (V) = {0}.

Seja R C S uma extensao de anéis. O fecho inteiro de R em S é definido como
Rg ={a € S:a & inteiro sobre R}.
Dizemos que R é integralmente fechado em S se Rg = R.

Teorema A.18 Sejam R C S C T extensoes de anéis.
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3.

4.

. Se S é um R-maddulo finitamente gerado, entao S é uma extensao inteira de R.

Se aq,...,a, € S sao inteiros sobre R, entio Ra,...,a,] é um R-mddulo finitamente
gerado.
Rg é um anel com R C Rg C S.

Se S = Ry, entao S ¢ integralmente fechado em T'. |

Proposicao A.19 Sejam R um dominio, K seu corpo quociente com R = R, F uma extensdo
finita de K e S = Rp.

1.

Se a € S, entdo o;(a) sao inteiros sobre R, onde o; : F — K, i =1,...,n, sdo as

K-imersoes de F' em K.

Se a € S, entao tr(a), N(a) € R.

a e U(S) se, somente se, N(a) € U(R).

Se a € R € tal que N(«a) é irredutivel em R, entdo o é irredutivel em S.

Qualquer elemento de F' pode ser escrito na forma £, onde c € S e a € R. Em particular,

F ¢ o corpo quociente de S, ou seja, ' = R71S.

Prova. 1. Seja a € S. Entao existem ag, ay,...,a,_1 € R tais que

Logo

ag+ ara+ -+ ap1a”t+a™ = 0.

0=0;0) =0 (Z aio/) = Z a;oi(al).

Portanto, o;(a) inteiro sobre R.

2. E claro que o tr(a) € K e N(a) € K. Por outro lado, como ;(c) sdo inteiros sobre R

temos, pelo Coroldrio A.14, que tr(a) e N(«a) sdo inteiros sobre R. Logo, tr(a), N(a) € Rx = R.

3. Suponhamos que « € U(S). Entéo existe § € S tal que a5 = 1. Logo,

1=N(1) = N(ap) = N(a)N(B).

Portanto, N(«) € U(R). Reciprocamente, se N(a) € U(R), entdo existe a € R tal que
aN(«a) = 1. Logo,

n

l=aN(a) = aHaj(a).

=1

Como o0, = id, para algum j = 1,...,n, temos que a € U(S), onde



4. Segue da definicao de elemento irredutivel e do item 3.
5. Dado a € F. Como « é algébrico sobre K temos que existem r¢,71,...,7,—1 € K tais
que

ro+ Tt 0"+ a" = 0.

Fazendo
7%‘:% e 0 =bob1-- b1 €R,
obtemos
co+cr(af) + -+ cpr(af)" T+ (aB)" = 0.
Assim, fa € S = Rp. Portanto, existe ¢ € S tal que a = <. |

=
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