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Resumo

Considerando qualquer corpo finito como um corpo residual do anel de inteiros al-
gébricos de um corpo ciclotébmico, selecionamos um sistema de representantes no anel
com uma métrica de Manhattan minima, e introduzimos um peso de Mannheim no corpo
finito. Os c6digos lineares sobre o corpo finito com o peso de Mannheim sao discutidos.
Um método geométrico é fornecido para encontrar os representantes no anel dos inteiros

Gaussianos.



Abstract

Regarding any finite field as a residue field of the algebraic integer ring of a cyclotomic
field, we select a system of representatives in the ring with minimal Manhattan metric, and
introduce a Mannheim weight on the finite field. The linear codes over the finite field with
the Mannheim weight are discussed. A geometric method to compute the representatives

in Gaussian integers is provided.
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Notacao

R - Anel

R|x] - Anel dos polinémios sobre R

U(R) - Conjunto das unidades de R

O,, - Anel dos inteiros

Zy - Anel dos inteiros de K

Zl[t] - Anel dos inteiros Gaussianos

Z, - Anel dos inteiros médulo p

Zy|x] - Conjunto dos polindmios na varidvel x com coeficientes em Z,
Z - Conjunto dos nidmeros inteiros

Q - Conjunto dos nimeros racionais

R - Conjunto dos niimeros reais

C - Conjunto dos niimeros complexos

(x) - Ideal principal gerado por x

(ay,ag,...,a,) - ideal gerado por {ay,as,...,a,}
Anng(X) - Anulador de X em R

mdc(a, b) - Maximo dividor comum de a e b
¢(n) - Funcao de Euler

? - Anel quociente de R sobre I

Gal(F'/K) - Grupo de Galois de F sobre K

IF* - Grupo ciclico multiplicativo do corpo F
F,[z] - Anel dos polinomios sobre o corpo F,
F/K - Extensao de um corpo F' sobre um corpo K
Id(f) - Grau do polindémio f

B, (z) - bola de raio r e centro

[F': K] - Grau de F' sobre K

®,, - n-ésimo polinémio ciclotémico

fa - Polinémio caracteristico de «

(,, - Raiz n-ésima da unidade

irr(a, K) - polinémio irredutivel de a sobre K
ker ¢ - Nucleo da funcao ¢

Im ¢ - Imagem da fungao ¢
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| X| - Cardinalidade do conjunto X
= - Congruente

| - Divide

~ - Isomorfo

V - Para todo

>~ - Soma

H - Produto

F - Alfabeto

det A - determinante da matriz A

|#] - menor inteiro menor do que ou igual a x

tr(a) - Trago de «

N(a) - Norma de «

GF(q) - Corpo de Galois com ¢ elementos

K(ay,...,ap) - menor subcorpo contendo oy, ..., a, e K
Alay, ..., o] - discriminante de {a1, ..., a,}

C - Codigo

c - palavra cédigo

e - vetor erro

r - palavra recebida

s(x) - sindrome de x

G - Matriz geradora de um cédigo

H - Matriz de verificacao de paridade de um cédigo
dy(c,c’) - distancia de Hamming entre ¢ e ¢
dyz(c, ) - distancia de Mannheim entre c e ¢’
wy7(x) - peso de Mannheim de x

wg (x) - peso de Hamming de x

d,(C) - distancia consecutiva minima de C

GE - Segmento de reta que passa pelos pontos G e E
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Introducao

A teoria dos cédigos corretores de erros teve inicio em 1948 com o trabalho de Shan-
non. Ele mostrou que, usando cddigos corretores de erros, é possivel projetar sistemas
de comunicagoes digitais com probabilidade de erro tao pequena quanto se deseje. A
partir desse trabalho apareceram intimeras pesquisas em busca de cédigos bons, capazes
de melhorar o desempenho de sistemas de comunicagoes digitais.

Os cédigos corretores de erros participam do nosso quotidiano de intimeras maneiras,
estando presentes, por exemplo, sempre que fazemos uso de informacoes digitalizadas,
tais como assistir a um programa de televisao, falar ao telefone, ouvir um CD de muisica,
assistir a um filme em DVD, mandar um recado para alguém via Pager ou navegar pela
Internet. Atualmente os c6digos corretores de erros sao utilizados sempre que se deseja
transmitir ou armazenar dados, garantindo a sua confiabilidade. Sao exemplos disso todas
as comunicagoes via satélite, as comunicagoes internas de um computador, o armazena-

mento de dados em fitas ou disquetes magnéticos, ou o armazenamento 6ptico de dados.

a _ C
Fonte > Codificador
]
Ru{do Canal
TTzuario E Decodificador :E:

Figura 1: Modelo simplificado de um sistema de codificagao.

Na Figura 1, é mostrado um esquema simplificado de um sistema de comunicagao



digital.

Neste sistema, o codificador recebe uma sequéncia de informacao a, que depois de
codificada resulta na sequéncia codificada c, chamada de palavra cédigo, que é enviada
através do canal, que supomos ser aditivo. Devido a interferéncias (ruido) no canal , a

seqiiéncia que o decodificador recebe é da forma
c=c+e,

onde e ¢ o erro adicionado pelo canal, que depois de decodificada resulta na sequéncia a,
que é enviada para o usudrio. O uso de cédigos corretores de erros tem como objetivo
corrigir os possiveis erros na sequéncia recebida ¢, causados pelo ruido, e recuperar a

palavra cédigo enviada e, dai, obter a sequéncia de informacao a, ou seja,

Os primeiros cédigos de bloco apareceram em 1950 quando Hamming descreveu uma
familia de cédigos bindrios capazes de corrigir qualquer padrao de erro simples. Em
seguida, Hocquenghem (1959) e Bose e Ray-Chaudheri (1960) descobriram uma familia
grande de c6digos de bloco, definidos sobre corpos finitos GF' (p™). Desde entao, surgiram
varias técnicas e teorias para construcao de cédigos e muitos resultados importantes foram
obtidos, porém existe uma fonte inesgotavel de problemas em aberto. Isso tem atraido,
cada vez mais, o interesse de pesquisadores nesta drea.

Muitos resultados sobre modulagao multidimensional e cédigos de trelica multidimen-
sionais tém sido obtidos, contudo, pouco é conhecido sobre cédigos de bloco lineares sobre
corpos finitos para codificagao de sinais multidimensionais. Os trabalhos de Huber, Dong
e outros trouxeram alguma luz para o interessante problema da construcao de cédigos
sobre corpos finitos para sinais multidimensionais. Huber descobriu um método para con-
struir c6digos sobre corpos finitos para sinais bidimensionais. A idéia pioneira é considerar
o corpo residual do anel de inteiros Gaussianos Z[i] médulo um ideal primo P, que é um
corpo finito; e aplicar a norma de Galois para fazer a divisao Euclidiana tal que em cada
classe residual, correspondente a cada elemento do corpo finito, exista um tinico elemento
de norma minima na classe residual, e entao cada elemento dos corpos finitos é repre-
sentado por um inteiro Gaussiano na classe residual. Dessa maneira Huber introduziu o

chamado “peso de Mannheim,” e construiu cédigos lineares para a correcao de um erro
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de Mannheim. Sua promissora idéia é também usada para os Inteiros de Eisenstein, isto
é, os inteiros algébricos do corpo ciclotémico gerado pela raiz sexta da unidade.

Estendendo os resultados de Huber, Dong e Trajano Pires da Nébrega Neto emitiram
novas luzes sobre o problema. Dong considerarou o anel de inteiros algébricos de corpos
ciclotémicos que sao dominios de ideais principais, e mostrou que, para o corpo residual de
tal anel médulo um elemento irredutivel, podemos também tomar um elemento na classe
residual para representar cada elemento do corpo residual; e construiu cédigos lineares
sobre o corpo residual, os quais podem corrigir o erro que pertence a um subgrupo do
grupo multiplicativo do corpo finito. Dessa maneira, os c6digos sobre corpos finitos para
sinais com dimensao maior que dois podem ser construidos. No entanto, ele nao encontrou
uma norma apropriada para estender o peso de Mannheim de Huber.

Trajano Pires da Nébrega Neto propos novas classes de codigos lineares sobre anéis de
inteiros de extensoes quadréticas do corpo racional, e seus cédigos sao considerados com
respeito a uma métrica também de Mannheim, e também para sinais bidimensionais.

Contudo, Dong e Trajano Pires da Noébrega Neto estabeleceram que novas classes de
codigos lineares sobre anéis de inteiros de extensoes quadraticas do corpo racional, e seus
codigos considerados com respeito a uma métrica de Mannheim e também para sinais
bidimensionais, nao é necessdria sobre os dominios de ideais principais:para todo corpo
ciclotémico. Serd considerado o anel de inteiros algébricos e o corpo residual médulo um
ideal primo é um corpo finito, sobre os quais os cddigos para sinais multidimensionais
podem ser construidos. Além disso, mudando o ponto de vista da norma de Galois para o
peso Manhattan (segundo Huber), um peso de Mannheim de um estilo geométrico pode
ser bem definido.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira:.

No Capitulo 1, apresentamos algumas defini¢oes e resultados da teoria dos grupos e
anéis, bem como, alguns resultados da teoria das extensoes de corpos e inteiros algébricos.
No Capitulo 2 apresentaremos resultados sobre corpos cilclotémicos necessédrios para o
entendimento de nosso trabalho. No Capitulo 3 introduzimos o peso de Mannheim através
do peso de Manhattan sobre o anel de inteiros algébricos. As propriedades do peso
de Manhattan sao discutidadas e é provado que, semelhantemente ao caso do peso de
Hamming, a corre¢ao do erro de um c6digo sobre os corpos finitos com o peso de Mannheim

é determinada pela distancia minima do cédigo. No Capitulo 4, apresentaremos um

xii



método geométrico para determinar um sistema completo de representantes de classes

laterais de um ideal primo P em Z[(,], quando n = m = 4.
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Capitulo 1

Resultados Basicos

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados, que serao necessarios nos capitulos
seguintes. Admitiremos ja conhecidos os conceitos e resultados bédsicos da teoria dos

grupos e de anéis. O leitor interessado em mais detalhes pode consultar [1, 8, 12].

1.1 Anéis

Nesta secao apresentaremos alguns resultados clédssicos da teoria de anéis que serao
necessarios para a compreensao desta dissertagao.
Um anel é um conjunto nao vazio R equipado com duas operacoes bindrias adigao

(x,y) — = + y e multiplicagao (x,y) — zy tal que as seguintes propriedades valem:
1. R é um grupo comutativo sob a adigao.
2. z(yz) = (xy)z, para todos z,y, z € R.

3. x(y+2) =xy+2xz, (x+y)z =2z + yz, para todos z,y, z € R.

Se um anel R satisfaz as propriedades:

4. Existe 1 € R tal que z1 = 1o = x, para todo x € R, dizemos que R é um anel com

identidade.

5. xy = yx, para quaisquer x,y € R, dizemos que R é um anel comutativo

Se um anel R satisfaz a propriedade:

6. Para todos z,y € R, 2y = 0 = z = 0 ou y = 0, dizemos que R é um anel sem

divisores de zero. Caso contrario, dizemos que R é um anel com divisores de zero.



Dizemos que um elemento = € R, x # 0, é reqular se x nao é um divisor de zero.

Se R é um anel comutativo, com identidade e sem divisores de zero, dizemos que
R & um dominio. Um elemento x € R ¢ dito uma unidade de R se existir y € R tal
que zy = yr = 1. Denotaremos por U(R) o conjunto de todas as unidades de R. Se
U(R) = R* = R — {0}, dizemos que R é um corpo. Salvo mencao explicita em contrario,
todos os anéis considerados neste trabalho serao comutativos com identidade.

Um subconjunto nao vazio S de um anel R é um subanel de R se as seguintes condi¢oes

sao satisfeitas:
1. para todos z,y € S, tem-se v —y € S,
2. para todos z,y € S, tem-se zy € S}

3.1€85.

Um subconjunto nao vazio I de um anel R é um ideal de R se as seguintes condi¢oes

sao satisfeitas:
1. para todos x,y € I, tem-se x —y € [;
2. Paratodox € I er € R, tem-se rx € I.

Sejam R e S dois anéis. Uma funcao ¢ de R em S é um homomorfismo de anéis se as

seguintes condigcoes sao satisfeitas:
1. ¢(z+vy) = ¢(x) + ¢(y), para todos =,y € R;
2. ¢(zy) = ¢(x)d(y), para todos x,y € R;
3. ¢(1) = 1.

Um ideal I de R é dito préprio se I # R. Um ideal I de R ¢é dito finitamente gerado

se existir um subconjunto finito S = {1, z,...,2,} de R tal que
I=(S)=Rr1® Rra®---® Rz, = {anitn ER}.
i=1

O ideal I = Rx = (x) é chamado ideal principal gerado por x € R. Um dominio R é um

dominio de ideais principais se todo ideal de R é principal.



Sejam R um anel e z,y € R, com x # 0. Dizemos que z divide y, em simbolos z | y, se
existir z € R tal que y = xz. Sey = xz, com x,z € R—U(R), dizemos que = é um divisor
proprio de y. Sejam x,y € R*, dizemos que z e y sao associados se existir u € U(R) tal

que y = uz.
Lema 1.1 Sejam R um dominio e x,y € R*. Entdao:
1. x € U(R) se, e somente se, (v) = (1) = R;
2. x divide y se, e somente se, (y) C (x);
3. x ey sdo associados se, e somente se, (y) = (z);
4. x é um divisor préprio de y se, e somente se, (y) C (x) C (1). [ |
Sejam [ e J dois ideais de R. Entao

I+J={x+y:xe€leyecJ}

IJ:{inyi:xiEI,yiEJenEN}

i=1
sao ideais de R. Note que, a soma e a multiplicacao de ideais podem, de forma indutiva,
ser generalizada para qualquer nimero finito de ideais.

Um ideal P de um anel R é um ideal primo de R se P # R e para todos z,y € R e
xy € P, tem-se zx € Pouy € P.

Teorema 1.1 Sejam R um anel e P um ideal de R. Entdo as sequintes condigoes $ao

equivalentes:

1. P é um ideal primo de R;
2. Se I e J sao ideais de R tais que IJ C P, entao I C P ou J C P;

3. é um dominio. [ |

l=

Um ideal nao nulo M de um anel R é um ideal maximal de R se M # R e se J é um
ideal de R tal que M C J C R, entao M = J ou J = R. Dizemos que R é um anel local

se R tem um tnico ideal maximal. Neste caso, U(R) = R — M.



Proposigao 1.1 Sejam R um anel e M um ideal proprio de R. Entao:

R

1. M ¢é marimal se, e somente se, 1; € um corpo.

2. M ¢é mazximal se, e somente se, (M,r) = R, para todo r € R — M. [ |

Observacao 1.1 Todo ideal mazximal é primo.

Seja R um anel. Um elemento p € R* é irredutivel sobre R se as seguintes condicoes

sao satisfeitas:

L p ¢ U(R);

2. Se p = be, entao b € U(R) ou ¢ € U(R), isto &, p ndo tem divisores préprios.
Proposicao 1.2 Seja R um dominio. Entdo as sequintes condi¢coes sio equivalentes:

1. Para cada © € R*, com x ¢ U(R), o processo de fatoragio de x termina apds
um numero finito de passos e resulta na fatoragcio x = py---pp de x em fatores

irredutiveis de R,

2. Se (x1) C (wg) C -+ C (xy) C --- € uma seqiiéncia estritamente crescente, entio

existe ng € N tal que (x,) = (x,,), para todo n > ny. [ ]

Seja R um anel. Um elemento p € R é primo sobre R se as seguintes condicoes sao

satisfeitas

L. p ¢ UR);

2. Se p divide ab, entao p divide a ou p divide b.
Observacao 1.2 Todo elemento primo nao nulo é irredutivel.

Um dominio R é chamado um dominio de fatoracao uinica se as seguintes condigoes

sao satisfeitas:

1. Para todo a € R* e a ¢ U(R), existem elementos irredutiveis p;, € R, 1 < i < n,

tais que

n
a = sz
i=1



2. Dadas duas fatoragoes em elementos irredutiveis de R,

n

m
17 =1l
j=1

i=1
entdo m = n e existe uma permutacao o de {1,...,n} tal que p; = ugs(;, onde

u e U(R).

Proposicao 1.3 Seja R um dominio. Suponhamos que a fatoragdo exista em R. Entao
R é um dominio de fatoracdo tnica se, e somente se, qualquer elemento irredutivel é

primo. [ |

Proposigao 1.4 Se R é dominio de ideais principais, entdo R é um dominio de fatoracao

unica. ]

Uma fun¢ao Fuclidiana para um dominio R é uma funcao ¢ : R* — Z tal que

1. Se a,b € R* e a divide b, entao p(a) < (b);

2. Se a,b € R, com b # 0, entao existem ¢, € R tais que

a=0bg+r, onde r=0 ou p(r) < ¢(b).
Exemplo 1.1 Seja
R=1Zli|={a+bi:abeZ}
o anel dos inteiros de Gauss. Entao a funcgdo ¢ : R* — 7 definida por
pla) = a® + b7,

onde a = a + bi, é Fuclidiana. De fato, sejam o, € R* e se [ divide «, entdo existe

v € R* tal que o = (. Como |y|> > 1 temos que

0 (B) <@ (B)p(v) = w(By) = ela).

a
Por outro lado, como podemos identificar C com o plano, temos que cada E € C estd no

interior ou na fronteira de um quadrado com diagonal de comprimento /2. Assim, existe

. A . (67
um vértice ¢ com distdncia menor que ou igual a @ de E Logo,

V2
2

«

——q‘g < 1.

B

5



Tomando r = o — qf3, obtemos o = qf3 + r, onde

r| = lo—qf] = 5]

a

= —q| <|B].
5 q‘ 18]
Assim, ¢ (1) < ¢ (B). Portanto, ¢ é uma fun¢ao Fuclidiana.

Se um dominio R possui uma funcao Euclidiana, dizemos que R é um dominio Fuclid-

ano.

Teorema 1.2 Seja R é um dominio Euclidiano. Entao R é um dominio de ideais prin-

Cipais. |

1.2 Modbdulos

Seja R um anel comutativo com unidade. Um R-mddulo V é um grupo comutativo

(aditivo) equipado com uma operagao
RxV —V (r,v) — v,
tal que as seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. r(sv) = (rs)v, para quaisquer r,s € Rev € V.
2. r(u+v) =ru+rv, para quaisquer r € Reu,v € V.
3. (r+s)v =rv+sv, para quaisquer r,s € Rev € V.
4. v =v, paratodov € V.

Note que, se R é um corpo, entao um R-médulo V' é um R-espaco vetorial sobre R.

Denotaremos o nimero de elementos de V' (ou cardinalidade de V') por |V].

Exemplo 1.2 Seja V' um grupo comutativo. Entao é facil verificar que V' é um Z-mddulo
com a operacao
ZxXV =V (rv)—rv,

onde

(r—=1)v+4+v ser>0

rv=4 0 ser=20

(r+1)v—v ser<O0.

Em particular, se |V| = n, entdo nv = 0, para todo v € V. Note, entio, que V é um

Zp-mddulo, fazendo ¥v =rv, para todor € Z ev € V.

6



Um subconjunto nao vazio W de um R-médulo V' é um R-submddulo de V' se as

seguintes condicoes sao satisfeitas:
1. Para quaisquer wq,wy € W, tém-se w; — wo € W,
2. Para quaisquer r € Re w € W, tém-se rw € V.

Sejam S um subconjunto de um R-mdédulo V' e
F={W :W é&submédulode V e S C W}.

Entao

()= W

WeR

¢ o menor R-submdédulo de V' contendo S e serd chamado de R-submddulo gerado por S.

Seja V um R-mdédulo. Se v € V' pode ser escrito como

n
v:vai:neRevieV,

i=1
dizemos que v é uma combinagao linear dos elementos vy, ..., v, sobre R. Neste caso, o

conjunto de todas as combinagoes lineares de vy, ..., v, é o R-submédulo

(Vi,...,Vy) = {Zrivi:n ER},

i=1
gerado por vy,...,v,. Quando existe um subconjunto finito S de um R-médulo V tal
que V = (S5), dizemos que V' é um R-mddulo finitamente gerado. Se S = {v}, isto é, S

consiste de um tnico elemento, entao
(v ={rv:r e R}

e (v) serd chamado de R-submddulo ciclico gerado por v.
Uma seqiiéncia finita vq,...,v, de elementos de um R-médulo V' serd chamada [i-

nearmente independente se

n
Zrivi:0:>r1:r2:~~:rn20.

i=1
Caso contrério, dizemos que a seqiiéncia é linearmente dependente. Um subconjunto S de

um R-moédulo V' serd chamado linearmente independente se qualquer seqiiéncia finita de



elementos distintos de .S é linearmente independente. Caso contrario, S é dito linearmente
dependente.
Um subconjunto S de um R-mdédulo V' serd chamado uma R-base se as seguintes

condicoes sao satisfeitas:

1. V=(9).
2. S é linearmente independente.

Um R-médulo V' serd chamado de R-mddulo livre se ele possui uma R-base. Quaisquer
duas R-bases de um R-mddulo livre tém a mesma cardinalidade. A cardinalidade da R-

base serd chamada de posto de V' sobre R.

Teorema 1.3 Sejam R um dominio de ideais principais e V. um R-mddulo livre de posto

n. Entao todo R-submddulo W de V' é livre com posto m < n. [

Seja V um R-mddulo. Para qualquer X C V, definimos o anulador de X em R como.

Amgp(X)={reR:ra =0V z € X}.

E fécil verificar que Anng(X) ¢ um ideal de R.
Sejam U e V dois R-médulos. Uma funcao 7' : U — V é um R-homomorfismo se as

seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. T(u+v)=T(u)+ T (v), para todos u,v € U.

2. T (ru) =rT (u), para todosu € U e r € R.

Um R-homomorfismo T : U — V' é um R-isomorfismo se T for bijetora.. Denotare-

mos por

Hom r(U, V) ={T:U — V : T & um R-homomorfismo}.

Em particular, quando U = V' temos que Hom g(U, V) = End (V).

Sejam V um R-médulo e W um R-submddulo de V' sobre R. Se v é um elemento
arbitrdrio de V', escrevemos v + W para representar o conjunto de todas as somas v + w,
com w € W, isto &,

v+W={v+w:weWW}.



Estes conjuntos sao chamados classes laterais a esquerda de W em V. De forma anéloga,
definimos classes laterais a direita. Estas classes particionam V' em subconjuntos mutua-
mente disjuntos de mesma cardinalidade.

No teorema seguinte, utilizaremos as classes laterais de um R-submédulo W e de um
R-médulo V em V, para definir um novo R-médulo, chamado mddulo quociente de V' por

W, que sera denotado por
v

T
Teorema 1.4 Sejam V um R-mddulo e W um R-submddulo de V. Entdo as classes

laterais de W em V' formam um R-mddulo com as sequintes operagoes de adi¢ao e mul-

tiplicagao escalar:
1. (vi+ W)+ (vo+ W) = (vi 4+ va) + W, para quaisquer vy, vy € V.
2. r(v+W) =rv+W, para qualquer r € R ev € V. [ |

Seja V' um F-espaco vetorial. Uma funcao B : V xV — F' é uma forma bilinear sobre

V' se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. B(au+v,w) =aB(u,w)+ B(v,w), para todos u,v,w € Vea € F.
2. B(ubv+w)=>0B(u,v)+ B(u,w), para todos u,v,w € Vebe F.

Sejam V' um F-espaco vetorial e B uma forma bilinear sobre V. Dizemos que B é

degenerada se existir v € V., com v # 0, tal que
B(v,w)=0, VwelV.

Caso contrario, dizemos que B é nao degenerada.
Sejam V' um F-espago vetorial e vy,...,v, vetores de V. Entao [B(v;,v;)] é uma

matriz n x n sobre F'. O discriminante de vq,...,v, com relacao a B é definido por
det ([B(vs, v;)])

e serd denotado por



Proposigao 1.5 Sejam V um F-espago vetorial e {vy,...,v,} uma F-base qualquer para

V. Sejam wy, ..., w, vetores quaisquer de V. Se

n
w; = Zaijvj,i = 1,. .o,y
j=1
com a;; € I, entao
A(wy, ..., w,) = (det A)’A(vy,...,vy),
onde A = [a;]. [
Prova. Seja

n
W = E aklvl,kzl,...,n.
=1

Entao é facil verificar que

B(WZ,Wk> = Z (Z CLijB(Vj,Vl>) ag.-

=1 7=1

Portanto,

[B(w;, wi)] = A[B(v;, vi)]A" e A(wy,...,w,) = (det A)2A(vy,...,v,).

[ |
Corolario 1.1 Sejam V um F-espago vetorial e wy, ..., W, vetores quaisquer de V. Se
Wi, ..., W, sao linearmente dependentes, entao
A(wy,...,w,) =0.
[ |
Proposigao 1.6 Sejam V um F-espago vetorial e {vy,...,v,} uma F-base qualquer para

V. Entao B ¢é degenerada se, e somente se,
A(vy,...,v,) =0.

Prova. Suponhamos que B seja degenerada. Entao existe um vetor v € V, com v # 0,
tal que
B(v,w)=0, VwelV.

Em particular,

B(v,v;) =0, j=1,...,n.
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Como v # 0 temos que existem (tnicos) escalares x1,...,z, € F, ndo todos nulos, tais
que

v=x1vi+---+2x2,Vv, = g T;Vi.

Logo,
0= B(V,Vj) = ZIiB(VZ‘,Vj> ] = 1, e,
i=1

isto é, as colunas da matriz [B(v;, v;)] sdo linearmente dependentes. Portanto,
A(vy,...,v,) =0.
A reciproca prova-se de modo andlogo. |

Sejam V um F-espago vetorial e {vy,...,v,}, {wi,...,w,} F-bases quaisquer para

V. Dizemos que elas sdo complementares (duais) se

1l sei=y
B(VZ',WJ‘) = (51']‘ = .
0 sei#j
Proposigao 1.7 Sejam V' um F-espago vetorial e {vy,...,v,}, {wq,...,w,} F-bases

quaisquer para V. Se elas sdo complementares, entao
A(vy, .o, vy) - A(wy, ..o, wy,) = 1.
[ |

Proposigao 1.8 Sejam V' um F-espaco vetorial e B uma forma bilinear. FEntdio B é
nao degenerada se, e somente se, qualquer F'-base para V' possui uma base complementar.

Além disso, esta base complementar é inica.

Prova. Seja V* = Hom p(V, F'). Entao é facil verificar que V* é um F-espago vetorial

com dim V' = dim V*. Seja v € V fixado. Entao a funcao B, : V — F' definida por
By(w) = B(w,v), ¥ weV,
¢ uma transformacao linear, isto é, B, € V*. Assim, a fungao

o: V-V
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definida por ¢(v) = B, é um F-isomorfismo, pois B é nao degenerada. Em particular,
todo f € V* é da forma f = By, para algum v € V. Agora, seja {vy,...,v,} uma F-base

qualquer para V. Entao existe um tunico f; € V* tal que f;(v;) = ;5. E facil verificar que

{wi,...,w,},

onde w; = f; = By, ¢ uma F-base para V* com B(w;,Vv;) = d;;. A reciproca ¢ clara. B

1.3 Extensoes de Corpos

Sejam K e F dois corpos. Dizemos F' é uma extensio de K se K C F e serd denotada
por K C Fou F/K.

Sejam F' uma extensao de K e ay,s,...,a, € F. Entao
K (ag,a,...,04),

denotard o menor subcorpo de F' contendo aq,as,...,a, e K. Uma extensao F' de K é

chamada finitamente gerada sobre K se existir aq, ao, ..., «a, € F tais que
F=K(a,a,...,ap).

Se existir a € F tal que F = K(«), dizemos que F' é uma extensio simples de K e « é
chamado um elemento primitivo de F sobre K.
Sejam F' uma extensao de K e a um elemento de F'. Dizemos que « é algébrico sobre

K se existir ag,ay,...,a, € K, com a, # 0, tais que
ap+ e+ - - -+ a,a” =0,

isto é, existe um polinémio ndo nulo f € Klz| tal que f(«a) = 0. Caso contrario, « é
transcendente sobre K. Note que todo a € K ¢ algébrico sobre K, pois «a ¢ raiz do
polinémio p = x — a € K[z]. Se todo elemento de uma extensao K C F' for algébrico

sobre K, dizemos que F' é uma extensao algébrica.

Proposicao 1.9 Sejam F' uma extensao de K e o um elemento de F'. Entao a funcao

¢ : Klzx| — F definida por ¢(f) = f(a) é um homomorfismo de anéis tal que:
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2. « é transcendente sobre K se, e somente se, ker ¢ = {0}.

3. « € algébrico sobre K se, e somente se, ker ¢ # {0}.

=

4. keﬂ ~ Kla. [

Sejam F' uma extensao de K e o € F algébrico sobre K. Como K|z] ¢ um dominio de
ideais principais temos que ker ¢ = (p), onde p € K[x] é um polindmio moénico de menor
grau tal que p(a) = 0. Além disso, p é o tinico polindmio moénico irredutivel sobre K tal

que p(a) = 0, pois ker ¢ & um ideal maximal de K[z]|. Neste caso, K[a] é um corpo, pois

e K[a] = K(a). Vamos denotar p = irr(«, K).

Seja K C F uma extensao. Entao F' com as operagoes de adigao

+: FxXF — F
(a,b) — a+b
e multiplicacao por escalar
KxF — F
(Aa) — X 7
¢ um K-espago vetorial. O grau de uma extensao K C F, denotado por [F: K], é a
dimensao de F’ visto como K-espaco vetorial. A extensao serd chamada finita se [F : K] =

n < oo. Caso contrério, a extensao serd chamada infinita.

Teorema 1.5 Sejam F uma extensdo de K e o um elemento de F'. Entao « é algébrico

sobre K se, e somente se, K (o)) é uma extensdo finita de K. Neste caso,
{1,a,...,0" 1}
é uma base para K(a) e [K () : K] =n = 0(p), onde p = irr(a, K). [

Proposigao 1.10 Sejam K C F C E corpos tais que [E : F] e [F : K] sejam finitos.
Entao [E : K] é finito e
[E:K|=[E:F|[F:K]
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Sejam K um corpo e f € Klz]. Um corpo de decomposi¢io de f sobre K é uma

extensao de F' sobre K tal que

1. f fatora-se em F’;

2. F é minimal com respeito & condicao 1., isto é, se f fatora-seem Z com K C Z C F,

entao Z = F.

Sejam F' e I’ extensoes de K. Dizemos que um homomorfismo nao nulo o : F — F”
deiza firado o € F se o (o) = a. Dizemos que o é uma K-imersao se o (a) = a, para todo
a € K. O conjunto de todas as K-imersoes de ' em F” serd denotado por Hom g (F, F”).
Um isomorfismo de ¢ : ' — F’ tal que o (a) = a, para todo a € K, serd chamado
K-isomorfismo. Quando F' = F’, dizemos que o é um K-automorfismo de F e serd
dentotado por Aut g (F). E facil verificar que Aut g (F) é um grupo com a operacio de

CcOmMposicao.

Teorema 1.6 Seja K um corpo. Entao qualquer f € Kl[z| possui um corpo de decom-

POSICao. |

Seja K um corpo. Dizemos que K é algebricamente fechado se qualquer polindmio

nao constante sobre K pode ser decomposto em fatores lineares sobre K.
Proposicao 1.11 Seja K um corpo. Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:

1. K é algebricamente fechado.
2. Qualquer polinémio nao constante f € Klx| tem uma raiz em K.

3. Se F' é uma extensao algébrica de K, entao F' = K. [ ]

Seja K um corpo. Um fecho algébrico de K é uma extensao algébrica F' de K tal que

as seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. F é algebricamente fechado.

2. I’ ¢ minimal com respeito & condicao 1., isto é, se Z é um corpo algebricamente

fechado tal que K C Z C F, entao Z = F.
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Vamos denotar o fecho algébrico de K por K. Neste caso, K ¢ uma extensao algébrica
de K.

Seja K C F uma extensao. Dizemos que F' é normal sobre K se F' é uma extensao
algébrica de K e qualquer polinoémio irredutivel f sobre K [x] fatora-se em F'[z| em fatores

lineares.

Proposigao 1.12 Sejam F = K[a] com « algébrico, p = irr(a, K) € K[z] e N uma ex-

tensao normal de K contendo o. Se 5 € N, entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

1. B € N é uma raiz de p.

2. p=irr(a, K) =irr(8, K), para todo € N.

3. Existe um tnico K-isomorfismo o : K(a) — K(f), com o(a) = 5.

4. Eziste um K-automorfismo ¢ : N — N, com p(a) = . [ |

Se pelo menos uma (e portanto todas) das quatro condigbes da Proposi¢ao 1.12 for
satisfeita, dizemos que 8 é um conjugado de o sobre K. Conseqiientemente, o nimero de

K-imersoes de K(«) em N ¢é igual ao nimero de raizes de p, isto &,
Hom g (F,N) < 0(p) = [K|a] : K].

Sejam F' um corpo e

F ={K : K subcorpo de F'}.

Entao o corpo

P=(K

KeF
é chamado o corpo primo de F.

Teorema 1.7 Sejam F' um corpo e P seu corpo primo. Entao P ~ Q ou P ~ Z,, para

algum primo p € N. [ |

Sejam F' um corpo e P seu corpo primo. Dizemos que F' tem caracteristica 0 se P ~ Q

e caracteristica p se P ~ Zi,.
Lema 1.2 Seja K um corpo de caracteristica p > 0. Entao:

1. pa =0, para todo a € K.
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2. (a:l:b)f"lc = a?" + ", para todos a,b € K e k € N.

3. A fungao ¢ : K — K definida por ¢(a) = a? é um homomorfismo de corpos injetor.
Neste caso,

Imp =K?

é um subcorpo de K. [ |
Sejam K um corpo e
f=a+az+ - +a,2" € K[z
com a, # 0, a derivada formal de f é definida como
f'=a; +2ax + - +naz"t € Kla].
Se a caracteristica de K é zero, entao
ff=0&a;,=0, i=1,...,n.

Portanto, f' # 0 se n > 0.

Se a caracteristica de K é p # 0, entao
f'=0&i0;,=0&a;=0o0upli, i=1,...,n.

Em particular, como a,, # 0 temos que na, = 0 se p | n. Portanto, f' = 0 se, e somente
se,p|neosa; =0,quando pti,i=1,...,n — 1. Neste caso, os termos a;z° em f sao
tais que i é divisivel por p. O que significa que f é um polindmio em z?, isto é, f € K|[zF].

Um polinoémio irredutivel f sobre K é separdvel se f' # 0. Um polinémio qualquer f
em Klz| é separdvel se todos os seus fatores irredutiveis sdo separaveis.

Sejam F' uma extensao de K e a € F. Dizemos que a é separdvel sobre K se a é
transcendente sobre K ou irr(«, K) é separavel sobre K. Dizemos que F' é uma extensao
separdvel sobre K se todo elemento de F' for separdvel sobre K.

Seja ' uma extensdo normal de K. Dizemos que Autg(F') é o grupo de Galois de F
em K e denotamos por

Gal(F/K) = Aut (F)
Teorema 1.8 Sejam F' uma extensio normal de K, G = Gal(F/K) e
F¢={a€F:o(a)=aVoecG}.
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A fungao v : Sub(G) — Lat(F/K) definida por:

Y(H) =F"
¢ uma bijecao invertendo ordem com inversa

3(Z) = Gal(F/Z).

FCIFIZ) — 7 ¢ Gal(F/F") = H.
FHVE — pH A pL o pHOL — pH ) pL
Gal(F/ZVvZ') = Gal(F/Z)NGal(F/Z") e Gal(F/ZNZ") = Gal(F/Z)V Gal(F/Z").
[Z:K|=|G:Gal(F/Z)] e |G: H =[F":K].

Z uma extensio normal de K se, e somente se, Gal(F'/Z) é uma subgrupo normal

de G. [ ]

Teorema 1.9 Seja F' uma extensio separdvel de K com [F : K] < oco. FEntao existe

a € F tal que F = Kla]. [ |

Teorema 1.10 Sejam K um corpo e h,p € N com p primo. Entao:

1.

|K| = q, onde q = p" se, e somente se, K é o corpo de decomposicdo de f = 17—z €

Z[z].

Se |K| = q, onde ¢ = p", entdo existe um polinémio irredutivel f € Zy|x] tal que
L[]
(f)

Seja F um corpo com |F| = p*. Se K é um subcorpo de F, entdo |K| = p?, para

K~

algum d dividindo h.

Seja F um corpo com |F| = p". Para cada divisor d de h, existe um tinico subcorpo

K de F com |K| = p?, a saber,
K={aeF:a" =a}.

Seja F' um corpo. Dizemos que F' é um corpo de Galois se |F| = ¢, onde ¢ = p* com

h,p € N, p primo e serd denotado por F, ou GF(q).
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1.4 Tracos e Normas

Nesta secao todas as extensoes de K, salvo mencao explicita em contririo, sao sepa-
raveis.

Sejam F' uma extensdo finita de K com [F' : K| = n e a € F. Entao a funcdo
¢, + F — F definida por ¢,(8) = af é claramente uma transformacao linear sobre
K. Logo, a fun¢ao ¢ : F — Endg F' = Hom g (F, F') definida por ¢(a) = ¢, é um
homomorfismo de anéis injetor. Portanto, podemos identificar F' com um subcorpo de

EndKF Se
B:{Oél,...,Oén}

é uma K-base para F' e
n

qba(Oéj) = Zaijozi,j = 1, e,y

i=1
entao

fa(z) = det(2I — A)
¢ o polinomio caracteristico de a sobre K, onde A = [a;;] ¢ a matriz nxn da transformacao

linear ¢, em relagao & K-base B.

Teorema 1.11 Sejam F uma extensio de K com [F: K| =nea € F. Sep =irr(a, K),
entio f, = p*, onde k = [F : K|a]]. Além disso, f, = p se, e somente se, F = K|[a].

Prova. Seja
p(z) =irr(o, K) = cg+ 1z + -+ g™t + 2™,

Entao {1,q,...,a™ '} ¢ uma K-base para K[a]. Se {8y, ..., B,_1} ¢ uma K[a]-base para
F'| entao

{a'B;:0<i<m—-1e0<j<k-—1}

¢ uma K-base para F. Logo, a matriz de ¢, nesta base é da forma

A, O --- O

O A, --- O
A= ;

O O - A,
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onde

0 0 0 —co
10 0 —
A = 0 1 0 —cy
00 0 —cm-2
00 -+ 1 —cpa
Portanto,
fo(x) = det(zT — A Hdet:rI— ) = p(x)".

Finalmente, se f, = p, entao
[K[o] : K]=n=[F: K]
Logo, F' = K|a]. Reciprocamente, se F' = K|a], entdo dp =n e f, = p. [ |

Seja A a matriz da transformacao linear ¢, em relagao & alguma K-base. O trago e

a norma de « sao definidos por
tr(a) = tr(A) e N(a) = det(A).
Proposigao 1.13 Seja F' uma extensao de K com [F : K] = n.

1. tr(aa+ bpB) = atr(a) + btr(5), para todos a,b € K e o, 5 € F.
2. tr(a) = na, para todo a € K.
N(af) = N(a)N(B), para todos a, 3 € F.

4. N(a) =a", para todo a € K. [ |

Suponhamos que
fa(z) = (. —a0) - (z — 1)
em K. Entao
Z a; e N(o H Q.
De fato, se

falz) =det(zl — A) = 2" + ap_12" ' + -+ + ayx + ag,
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entao

a1 = —tr(A) e ap = (—1)" det(A).

Por outro lado, é facil verificar que

n—1 n—1
Zaj = —Qyp_1 € Haj = (—1)"ay.
=0 =0

Portanto, tr(a) € K e N(«a) € K.

Coroldrio 1.2 Seja F uma extensio de K com [F : K] =n. Seo; : F — K, i =

1,...,n, sao as K-imersoes de F', entao para todo o € F' temos que

tr(a) = Zai(a) e N(a) = Ham).

Além disso,
n n

tr(g(a)) = Zg(ai) e N(g(a)) = Hg(ai),

para todo a € F e g € Klx], onde a; = 04(c), i =1,...,n. [ |

A funcdo B : F' x F' — K definida por B((«, 3)) = tr(af) é claramente uma forma

bilinear simétrica sobre K. Logo, o discriminante de uma K-base
B=1{1,0,...,0""}

para F' é
A(B) = det(tr(6"17)).

Se B' = {ap, a1,...,a,_1} € uma outra base para F' tal que

n—1
a; = E aijﬁj,
Jj=0

onde B = [a;;] é a matriz mudanca de base, entdo

:\
—
|

—

n

tr(ouioj) = a;ajk tr((@kﬂ)).

e
I
o
-
I
o

Portanto,

A(B') = (det B)*A(B).
Proposigao 1.14 Seja F' uma extensao de K com [F : K] = n.
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1. Seo; : F — K,i=1,...,n, sio as K-imersoes de F, onde F ¢ algebricamente
fechado, entdo

A(B) = (det(oi()))?

onde
B = {041,...,()”}

¢ uma K-base para F'.

2. Se F = K(a) ep=irr(a, K) € K[z], entdo

AB) = ()™ N/ 0) = T ] (o5(0) ~ ou(a)

onde

¢ uma K-base para F'.
Prova. Vamos provar apenas o item 1. Sejam
A = [a;] e A" = [by]
onde a;; = 0;(a;) e bj; = aj;. Entao
A'A = [¢;4],

onde
n

Cij = Z birar; = Z or(a;)o(a;) = Z or(aa;) = tr(asay).
k=1 k=1

k=1
Logo,

A(B') = det(tr(a;a;)) = det(A'A) = (det(A))>.

Teorema 1.12 Seja F uma extensdo finita de K. FEntdo as sequintes condigoes sao

equivalentes:
1. tr: F — K ¢ sobrejetiva.
2. tr #0.
3. A forma bilinear B : F x F — K definida por B((a, B)) = tr(af) é nio degenerada.
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Prova. E claro. (2 = 1). Para provar que (1. = 2.). Suponhamos que tr # 0. Entdo

existe a € F' com tr(a) = b # 0. Logo,
tr(cb'a) = cb ' tr(a) =cb b=, Vc € K.

Portanto, tr é sobrejetiva.
(1. = 3.) suponhamos que tr seja sobrejetiva. Entao existe a € F™* tal que tr(«) # 0.
Dado 3 € F*, existe a5~ € F tal que

B(ap™, B) = tr(af'B) = tr(a) 0.

Portanto, B é nao degenerada.

(3 = 1) Segue da defini¢ao. [ |

1.5 Inteiros Algébricos.

Sejam R C S uma extensao de anéis e & um elemento de S. Dizemos que o é um

inteiro (algébrico) sobre R se existir ag,aq, . ..,a,—1 € R tais que
ap +aa+ -+ ap_1a" t+a" =0.

Se todo elemento de uma extensao R C S for inteiro, dizemos que S é uma extensao

inteira de R.

Teorema 1.13 Sejam R C S uma extensao de anéis e o um elemento de S. Entdo as

sequintes condi¢oes sao equivalentes:
1. « é um inteiro sobre R,
2. R[a] é um R-mddulo finitamente gerado;
3. Eziste um anel Z com Rla] C Z C S tal que Z é um R-mddulo finitamente gerado;

4. Existe um R|a]-mdédulo V', o qual é um R-mddulo finitamente gerado e cujo

Anngp (V) = {0}.
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Prova. (1. = 2.) Suponhamos que « seja um inteiro sobre R. Entao existem ag, ..., a,_1 €

R tais que
ag +aja+ - +a, 10" +a" = 0.
Logo,
ot = —(CLO + a0+ -+ an—lan_1>
e
ot — _(aoak +aaftt 4 an_la”+k_1), VkeZ,.

Assim, indutivamente, obtemos
a™ = boOé + b1052 +--+ bnflOén_l, vV m 2 n,

onde b; € R, i =0,...,n — 1. Portanto, R[a] = (1,,...,a" ') ¢ um R-médulo finita-
mente gerado.

(2. = 3.) Basta tomar Z = R[a].

(3. = 4.) Tomando V = Z, temos, por hipétese, que V' é um R[a]-médulo, o qual é

um R-mdédulo finitamente gerado. Agora,
v € Anng(V) = 2v =0, YveV.

Em particular, como 1 € V' temos que z = z - 1 = 0. Portanto, Anng, (V') = {0}.

(4. = 1.) Suponhamos que existe um R[a]-médulo V' tal que
V=Roy®--- PR, ; €V, 1=1,...,n,

e cujo Anngy (V) = {0}. Entao oV C V. Em particular, ac; € V, para cada j =

1,...,n. Logo, existem t;; € R tais que

n
ao; = g tija, 1=1,...,n.
j=1

Ou na forma matricial

(T —ol,)X =0,
onde ~ _ ~ _
1 — « t12 e t1in Q1
Tool - | T B x|
| tnl tn2 tnn_a_ _an ]
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Como det(T — ol,)I, = adj(T — al,,)(T — al,,) temos que det(T — al,,)X = 0. Assim,
det(T — al,)a; =0i=1,...,n,

isto é, det(T — ol,,) € Anngp(V) = {0}. Logo, det(T — ol,,) = 0 < det(al, —T)=0¢

uma equagao polinomial de grau n em «, a saber,
a4+ bad" b 4 b+ b, =0, b ERi=1,...,n.
Portanto, oo é um inteiro sobre R. |

Lema 1.3 Sejam R C S CT anéis.

1. Se S é um R-mddulo finitamente gerado e T é um S-mddulo finitamente gerado,

entao T é um R-mddulo finitamente gerado.

2. Se Anng(S) = {0} e S é um R-mddulo finitamente gerado, entdo o tnico ideal I

em RecomIS=5S ¢l =R.

Prova. 1. Se

S=Ray® - ®Rayp e T=593,®---®53,,

entao

T = Z; (; Rai> B; =YY Ra;B;

i=1 j=1
Portanto, 7' ¢ um R-mdédulo finitamente gerado.

2. Suponhamos que

S = Ra; @ --- @ Ray,.

Como a; € S e

S=IS=1oy®---Dla,

temos que existem a;; € I tais que

n
ai:E ajjog, jJ=1,...,n.
j=1

Ou na forma matricial

(A-1,)X = O,
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onde

a;n —1 a12 ce A1n a1
azy G —1 --- aznp Qg

A-1,= e X =
an1 an?2 tee Ann — 1 (079

Como det(A —1I,)I, = adj(A —I,,)(A — I,,) temos que det(A —I,,)X = 0. Assim,
det(A —1,)0; =01=1,...,n,

isto ¢, det(A —1I,,) € Ann(S) = {0}. Por outro lado, a expansao do determinante mostra

que det(A —1I,) = (=1)" + 2, com = € I, pois a;; € I. Portanto, 1 € I e I = R. [
Seja R C S uma extensao de anéis. O fecho inteiro de R em S é definido como
Rs ={a € S : a éinteiro sobre R}.
Dizemos que R é integralmente fechado em S se Rs = R.
Teorema 1.14 Sejam R C S C T extensoes de anéis.

1. Se S é um R-mddulo finitamente gerado, entao S é uma extensao inteira de R.

2. Se ay,...,a, € S sdo inteiros sobre R, entao R|ay,...,a,| é um R-mddulo finita-

mente gerado.

3. Se S é uma extensdo inteira sobre R eT' é uma extensao inteira sobre S, entao T

é uma extensao inteira sobre R.
4. Rg é um anel com R C Rg C S.

5. Se S = Ry, entao S é integralmente fechado em T.

Prova. 1. Seja a € S. Entao tomando S = Z no item 3. do Teorema 1.13, temos que «
é inteiro sobre R. Portanto, S é uma extensao inteira de R.

2. Vamos usar indugao sobre n. Se n = 1, entao pelo item 2. do Teorema 1.13 R]a]
é um R-mdédulo finitamente gerado. Suponhamos que n > 2 e que o resultado seja vélido

para todo 1 < k < n — 1. Entao

T= R[oq, ce ,Oén_l]
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é um R-modulo finitamente gerado. Além disso, pelo item 2. do Teorema 1.13
Rlag, ..., an] = Tow,]

é¢ um T-moédulo finitamente gerado, pois «, € inteiro sobre R e, assim, sobre 1. Portanto,
pelo item 1. do Lema 1.3, R[ay, ..., a,] € um R-mdédulo finitamente gerado.

3. Seja § € T qualquer. Entao existem by, ...,b, 1 € S tais que
bo+ b8+ + b1+ 5" =0.

Seja
S" = Rlbo, ..., bp1].

Entao [ é inteiro sobre S’. Logo, pelo item 3. do Teorema 1.13, temos que S'[3] é um
S’-médulo finitamente gerado. Como by, ...,b, 1 € S sado inteiros sobre R temos, pelo
item 2., que S’ € um R-mdédulo finitamente gerado. Assim, pelo item 1. do Lema 1.3,
temos que S’[] € um R-mdédulo finitamente gerado. Logo, pelo item 2. do Teorema 1.13,
temos que 3 é um inteiro sobre R. Portanto, 7' é uma extensao inteira sobre R.

4. Basta mostrar que se o, 5 € S sao inteiros sobre R, entao o + 3 e af sao inteiros
sobre R. Se a, f € S sdo inteiros sobre R, entdo pelo item 2. R|a, 8] C S é um R-médulo
finitamente gerado. Portanto, pelo item 1. o + 3, a5 € R[«, 5] séo inteiros sobre R.

5. Segue do item 3. [ |

Corolario 1.3 Sejam R um dominio de fatoragao unica e K seu corpo quociente. Entao

Rk = R. |

Proposicao 1.15 Seja R C S uma extensao de dominios tal que S é uma extensao

inteira sobre R. Entao S é um corpo se, e somente se, R também o é.

Prova. Suponhamos que S seja um corpo. Entao para cada o € R*, obtemos a~! € S,

pois S é um corpo. Logo, por hipdtese, existem aq, aq,...,a,_1 € R tais que
ap+aat + -+ a, ()" 4+ (a7 = 0.
Multiplicando esta equacao por o™ !, obtemos

al= —(am,1 + -+ alamfz + aoamfl) € R.
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Portanto, R é um corpo. Reciprocamente, suponhamos que R seja um corpo. Para cada

a € S*, existem ag, ay, ..., a,_1 € R tais que
a+ao+--+a,_1a" o =0,
onde n é mfnimo. Entdo ag # 0 e a;' € R. Assim,
alag + -+ ap10" 2+ a" N (—agt) =1,
isto é, a é invertivel. Portanto, S é um corpo. |

Coroldrio 1.4 Seja R C S uma extensao de dominios tal que S é uma extensao inteira

sobre R.

1. Para qualquer ideal I nao nulo de S, I N R é um ideal nao nulo de R.
2. U(S)NR=U(R).

3. Um ideal M de S é maximal se, e somente se, N = M N R é um ideal maximal de

R.

Prova. Vamos provar apenas o item 3. Basta notar que

R R _M+R
N MNR ™~ M

S FPNTE M+R _
e que 7 ¢ uma extensao inteira sobre 7, pois se
S
TS — —
M
¢ o homomorfismo canonico, entao 7(S) = % ¢ uma extensao inteira sobre
M+ R
m(R) = .
M

Proposicao 1.16 Sejam R um dominio, K seu corpo quociente com Ry = R, F' uma

extensao finita de K e S = Rp.

1. Sea € S, entao o;(«) sao inteiros sobre R, onde o; : F — K,i=1,...,n, sdo as

K-imersoes de F.
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2. Sea € S, entao tr(a), N(a) € R.
3. a € U(S) se, somente se, N(a) € U(R).

4. Se aw € R é tal que N(«) € irredutivel em R, entdo « é irredutivel em S.

5. Qualquer elemento de F' pode ser escrito na forma ¢, onde c € S ea € R. Em

particular, F' é o corpo quociente de S.
Prova. 1. Seja a € S. Entao existem ag, ay,...,a,_1 € R tais que
ap +aa+ -+ ap_1a" t+a" =0.

Logo
0=0;(0) =0 (Z aiai> = Z a;ioi(at).
=0 i=0

Portanto, o;(«) inteiro sobre R.

2. E claro que o tr(a) € K e N(a) € K. Por outro lado, como ¢;(«) sio inteiros sobre
R temos, pelo Corolério 1.2, que tr(a) e N(«) s@o inteiros sobre R. Logo, tr(a), N(«) €
Rk = R.

3. Suponhamos que a € U(S). Entéo existe € S tal que a8 = 1. Logo,

1=N(1) = N(ap) = N(a)N(B).

Portanto, N(«) € U(R). Reciprocamente, se N(«) € U(R), entao existe a € R tal que
aN(a) = 1. Logo,

1 =aN(a) = CLHOj(Oé).

Como o0, = id, para algum j = 1,...,n, temos que o € U(S), onde

n

ot =(a [] oi(e)).

i=1,i#j
4. Segue da definicao de elemento irredutivel e do item 3.
5. Dado a € F. Como « ¢é algébrico sobre K temos que existem rg,ry,...,7,-1 € K
tais que
ro+ it a” o =0.
Fazendo

a;

b, € 6:bob1"'bn,1€R,

T =
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obtemos

co+ci(af) + -+ en1(aB)" 4 (aB)" = 0.

Assim, Sa € S = Rp. Portanto, existe ¢ € S tal que a = % |

Proposicao 1.17 Sejam R um dominio, K seu corpo quociente, F' uma extensio de K

€S:RF

1. Sea € KNS, entao existe c € R* tal que ca™ € R, para todo n € N.
2. Se Rk = R, entao KNS = R.

3. Se Rk =R ea €S, entio p =irr(a, K) € K[z] tem coeficientes em R.

Prova. 1. Como v € K NS temos que = %, com 7,5 € R e mdc(r,s) = 1, e existem

ag, ay,...,a,_1 € R tais que
ap +aa+ -+ ap_1a" t+a" =0.

Logo,

aps" +ayrs" M+t a, " s " =0=s| 1.

Assim, existe t = s7! € R* tal que ta = r € R. Portanto, indutivamente, obtemos
ca”™ € R, para todo n € N.

2. E claro que RC KN S. Mas por 1. KNS C R. Portanto, K NS = R.

3. Suponhamos que a € S e p = irr(«, K). Entdo, pelo item 1.da Proposigao 1.16,
os conjugados o;(cr) de « s@o inteiros sobre R = Rg. Como os coeficientes de p sao
polinémios simétricos elementares das raizes temos, pelo item 4. do Teorema 1.14, que
eles sao inteiros sobre R. Por outro lado, esses coeficientes estao K e Rx = R implica

que eles estao em R. ]

Proposicao 1.18 Sejam R um dominio, K seu corpo quociente, F' uma extensio de K

com [F: K] =n eS = Rp. Entdao existe uma K -base
B=A{ay,...,an}

para F' tal que
SCRay ®---D Ra,.
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Prova. Como cada v € F' é algébrico sobre K temos temos que existem 7q, ..., 7, 1,7, €

K tais que
ro+ iy 4y " = 0.
Fazendo
Tz-:Z—j ¢ b=bob b, € R,
obtemos
co+cr(by) 4+ 4 o1 (0Y)"H + en(by)” = 0.
Logo,

A leg + A 2er(epby) - A cno1(eaby) T+ (eaby)™ = 0.
Tomando 5 = ¢,by, obtemos g € S. Assim, podemos supor, sem perda de generalidade,
que a partir de qualquer K-base
{’yb s 7771}

para F', obtemos uma nova K-base

{617"'7ﬁn}

onde 3, € S,i=1,...,n.
Como a forma bilinear B : F' x F' — K dada por B(«q, 3) = tr(a3) é ndo degenerada

temos, pela Proposicao 1.8, que existe uma K-base

B:{al,...,an}

para F' dual a K-base
{By,---. B}
com tr(;3;) = ;.
Afirmagao. A K-base B tem as propriedades desejadas.

De fato, dado 6 € S, existem z1,...,x, € K tal que

6= ;B
j=1

Como §,qa; € S temos que da; € S, para todo ¢ = 1,...,n. Assim, pelo item 3. da
Proposigao 1.17, irr(day, K) € Klx] tem coeficientes em R. Logo tr(da;) € R. Assim,

tr(day) = tr(>. xjﬁjai) = E;xj tr(aiﬁj) = lej&j = 2,
j= j=

i=1
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isto é, x; € R, 1 =1,...,n. Portanto,

0 € Ray + -+ + Ray,

ou seja

S C Ray + -+ -+ Ray,.
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Capitulo 2

Corpos Ciclotémicos

Neste capitulo apresentaremos as principais definigoes e resultado basicos sobre corpos
ciclotdbmicos, que serao necessdrios para os capitulos subseqiientes. O leitor interessado

em mais detalhes pode consultar [1, 6, 14].

2.1 Corpos de Niimeros

Nesta secao estamos interessados em extensoes algébricas de Q de grau finito, isto é,
extensoes F' sobre Q tais que [F': Q] seja finito.

Um subcorpo F' de C é um corpo de nimeros (algébricos) se ele é uma extensao
finita de Q de grau n, isto é, F' é um espaco vetorial sobre Q de dimensao n. Como a
caracteristica de Q é zero temos, pelo Teorema 1.9, que existe a € F' tal que F' = Q(«)
e existem exatamente n F-imersoes o; : F' — C. Além disso, o; = 0;(«) sdo as raizes de
p = irr(a, Q). Neste caso,

B={l,a,...,a" '}
é uma Q-base de F' como espaco vetorial sobre QQ e, pelo item 2. da Proposicao 1.14, o

discriminante de p é
Dy =AB) = (=1)"7 N(p'(a)) = [ [(0:(a) — o;())*.
Seja F' qualquer corpo de nimeros. Entao
O,=Zrx=FnNZ
é chamado o anel dos inteiros de F', onde
7Z = {0 € C: 0 & um inteiro algébrico}.
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Pela Proposicao 1.16, se a € F, entao existe a € Z tal que aa € O,,. Além disso, se

a € O, entdo tr(a), N(a) € Z e F = Q[a], para algum « € Z.

Proposigao 2.1 Sejam d € Z — {0,1} livre de quadrados, F' = Q(v/d) e Oy o seu anel

de inteiros. Entao:
Z[Vd]  se d # 1(mod4)

Z[HQ/E] se d = 1(mod 4)

Oq =

Prova Suponhamos que

a=a+b/de Fb#0.
Entao é facil verificar que
p =irr(a, Q) = 2% — 2ax + (a® — db*) € Q[z].
Logo, pela Proposicao 1.16, o € 7 se, e somente se,
20 €Z e a® —db* € Z.

Assim, hé dois casos a ser considerado:

1¢ Caso. Se a € Z, entao ¢ = db? € Z*. Seja
b= r €Q,
s
com 1, s € Z e mde(r, s) = 1. Entao
cs? = dr?.

Assim, se p ¢ um fator primo de s, entdao p? | d, o que é impossivel, pois d ¢ livre de
quadrados. Portanto, s = +1 e, assim, b € Z.

22 Caso. Se a ¢ 7, entao existe um inteiro impar ¢ € Z tal que

digamos ¢ = 2u + 1. Logo,

4u2—|—4u+1_ 1

A’ el +a>=27 7+ =
EL+a + 1 —1—4,

isto é,
1
dbzzk—kz,kEZ.
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Seja

com ,s € Z e mde(r, s) = 1. Entao
4dr* = (4k +1)s>.

Como d ¢ livre de quadrado e mdc(r, s) = 1 temos que s? = 4, ou seja, s = +2 e r fmpar.

Logo,
b= ez
2
Assim,
aQ—db2:4d2+fd+1 _d4e2+fe+1 ez+%i.

Logo, d = 1(mod 4). Portanto, Z C O,. Por outro lado, é facil verificar que

\/&e1+2\/a

sdo inteiros sobre Z. Portanto, Oy C Z. |

Uma Q-base de F
{ag, ..., a,}

é chamada base integral para O,, se a; € O,,i=1,...,n, e todo a € O, pode ser escrito
de modo tnico na forma

o= Q10 + T ApQp,

onde a; € Z.

Teorema 2.1 Sejam F um corpo de nimeros e O, o seu anel de inteiros. Entdo existe

uma Q-base
{ag, ..., a,}

para F, a qual é uma Z-base para O,,, de modo que
On=Za1® - ® Loy,

isto é, (On,+) é um grupo abeliano livre de posto n.
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Prova. Pela proposicao 1.18, O,, estd contido em um Z-médulo finitamente gerado. As-
sim, O,, é um Z-médulo finitamente gerado. Logo, existem elementos ay,...,a, € O,
tais que

O, =Zo1 D D Loy,

Além disso, O, ¢ livre de torcdo e, assim, @,, ¢ um grupo abeliano livre. E claro que
{ag,...,an}
é um conjunto linearmente independente sobre Q. Logo,
{ag, ..., a,}
¢ uma QQ-base para F. |
Exemplo 2.1 Seja F'= Q(y/n) e O, o seu anel de inteiros. Entdo
{1,v/n}
¢ uma Z-base para O, sen # 1(mod4) e

pem)

é uma Z-base para O,, se n = 1(mod4).

Lema 2.1 Sejam F' um corpo de nimeros, O, o seu anel de inteiros e P um ideal primo

nao nulo de O,,. Entao:

1. PNZ = pZ, onde p é nimero primo em P.

2. 92 ¢ uma extensdo finita de Z.,. Neste caso,

P
O,
[? . Zp] = h
é chamado o grau de inércia de P e % tem p" elementos. |

Teorema 2.2 Sejam F um corpo de nimeros e
{ag, ..., a,}
uma base integral para F. Se I é um ideal de O, entdo existe uma base

{617"'7ﬁn}
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para I da forma

1 = ana
By = oy + azpa
B = amai+ angn + -+ QupQiy,
onde a;; € Z com 0 < a;; < aj;, j = 1,...,n. Neste caso, a norma do ideal I ¢ dada por
A ~
N(I) — (/61’ 7/671) — Ha”
Alog, ... o) 23

Prova. Seja

ILn={b,€Z:v=bag+ - +bya,, VyeI}

Entao [,, ¢ um ideal nao nulo Z. Como Z é um dominio de ideais principais temos que

existe um menor inteiro positivo a,,, € Z tal que I,, = (an,). Escolhendo v, € I tal que
Yo = An101 + Apatia + -« - + App Oy
Agora, seja
Iy ={bp1€Z :vy=bjay+ -+ bp10y_1 + by, b, =0, Vyel}

Entao I,,_; é um ideal nao nulo Z. Como Z é um dominio de ideais principais temos que
existe um menor inteiro positivo a,—1)n-1) € Z tal que I,y = (a(n_l)(n_1)>. Escolhendo

Y1 € I tal que
V-1 = O(n-1)101 + G(n_1)202 + *** + Q(n—1)(n—1)¥n—1-
Continuando dessa maneira, obtemos uma base
{77t
para /. Finalmente, pelo algoritmo da divisao, obtemos ¢;, r;; € Z tais que
a;j = q;a;; + 15, onde 0 <r; < ajj.

Assim, multiplicando «; por —¢; e somado com 7, ,, obtemos a base desejada

51 = aioq
By = a0 + axnas
Brn = Qnioq + Gpag + -+ -+ App iy,
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onde a;; € Z com 0 < a;; < a;5, j = 1,...,n, para I. |

Corolario 2.1 Sejam F' um corpo de nimeros e O, o seu anel de inteiros. Se I é um
ideal nao nulo em F', entdo o indice de I em O, é o nimero das classes laterais de O,

em I.

Prova. Seja k o indice de I em O,,. Entao, pelo Teorema 2.1, obtemos

k= Ha”
i=1
Afirmacgao. O conjunto
Ry ={cia1 + -+ cpa,,0 < ¢; < ay, 1 <i<n}

¢ um sistema completo de representantes de classes laterais de I em O,
De fato, seja

a=bag+ -+ by,
um elemento qualquer de O,,. Dividindo b; por a;;, obtemos
by = ang +11,0 <71 < aq.

Entao

a—qff; —riag = byag + - 4 by,
Dividindo by por ass, obtemos
by = aqs + 12,0 < 1o < ag.

Entao
a—qf; —rioqg — @3y — ray = bgaz + -+ - + by,

Continuando este processo, obtemos

a=p+9,

isto é,

onde B € [ e § € Ry. Suponhamos que

G+D)N&" +1)#0.
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Entao existem
n n

J = Zriai,él = ngoz,- € R,

i=1 i=1
distintos, tais que § — ¢’ € I. Seja s o primeiro indice (1 < s < n) tal que r, # r.. Entao,

n

Z(Tz' —T)a; = szﬁi-
=1

i=s
Como .
(2
B; = Z Qi
j=1
temos que by = --- =bs_; = 0 e asbs = rs — 1, que é uma contradi¢ao, pois
0<|rs—rl] <as=0<b, <1.
Portanto, k =[O, : I]. |
Sejam F' um corpo de nimero e o; : F'— C, i =1,...,n, as F-imersoes. Nao é dificil

verificar que os conjugados o;(a) = «; de « nao necessita ser elemento de F. Assim,
dizemos que o; € real se 0;(F) C R, caso contrario, é complezo. E claro que se o; é
complexo, entdo 7; : ' — C definida por 7;(3) = m é um homomorfismo injetivo tal
que o; # 0; € 67 = ;. Assim, denotarermos os homomorfismos reais por oy, ...,0}, 08

complexos por g1, 0,11y, Okl Oy €N =k + 2[.

Proposicao 2.2 Sejam F um corpo de nimeros e 1 : ' — R™ definida por
() = (o1(a),. .., on(@), 0ps1(@), Trra (@), - Thpi(@), Trpa(e)).

Entao:

1. ¢ é um homomorfismo injetor.

2. YP(ac) = ap(a) para todo a € Q e aw € F. [ |
Coroldrio 2.2 Sejam F um corpo de nimeros e {ay,...,a,} é uma Q-base para F.
Entao {¢(a1),...,¥(an)} é linearmente independente sobre R. [ |

Exemplo 2.2 Sejam F = Q[i], Oy = Z[i] e p = irr(¢,Q) = 2? + 1. Sejam B = {1,i}
uma base integral para Oy e o : F — C um homomorfismo ingetor. Entao dado o € F,

digamos a = a + bi, com a,b € Q, obtemos
o(a) =a+bo(i).
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Também

Logo, ¢(i) =1 ou ¢ (i) = —i. Portanto,

Assim, existem somente dois homomorfismos injetores 0, : K — C. Logo, ¢ : K — R?
definida por
(@) = (Re(o(a)), Im(a(a)))
¢ um homomorfismo injetor e Z* = p(Oy) é um reticulado (Z-submddulo) de R* gerado
por (1) e (i), isto é,
B'={(1,0),(0,1)}

¢ uma Z-base para Z2.

2.2 Raizes da Unidade

Seja F' uma extensao de K. Dizemos que (,, € F' é uma raiz n-ésima da unidade se

(,, € raiz do polinémio

f=a"—-1€ K|x].
O conjunto

Un, K) ={¢, € K: ¢ =1},

é chamado o conjunto das raizes n-ésimas das unidades de K e é um subgrupo ciclico de
K* de ordem no médximo n. Neste caso,

U(K)=|]J U, K).

neN

Se (" =1, mas (¥ #£1, para 1 < k < n— 1, dizemos que (, é uma raiz n-ésima primitiva

da unidade e denotamos por

P(n,K).
Proposicao 2.3 Seja F' uma extensao de K.

1. Se d | n, entdo

U(d, K) C U(n, K).
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2. Se a caracteristica de K é p >0 en = p°m com ptm, entao
Uim,K)=U(n, K).
Neste caso, P(n, K) = ().
3. Un,K)=U(n,F)NK. |

Proposigao 2.4 Sejam F' uma extensao de K en € N. Entdo as sequintes condi¢oes sao

equivalentes:
1. P(n,K) #0.

2. O numero de raizes n-ésimas primitivas da unidade em K é igual p(n), onde ¢ € a

funcao de Fuler.
3. |[U(n,K)| =n.

4. Os geradores do grupo ciclico U(n, K) sao exatamente as raizes n-ésimas primitivas

da unidade. [ |

Proposicao 2.5 Sejam F' uma extensao de K en € N. Entao as sequintes condi¢oes sao

equivalentes:
1. P(n,F) # 0.
2. O polinomio x™ — 1 € K|x] ndo tem raizes maltiplas.
3. A caracteristica K nao divide n.
Neste caso, P(d,F) # 0 , para todo d | n e

Un, F) =P F).

dn

[ |
Teorema 2.3 Sejam K é um corpo e F' um corpo de decomposi¢io de ™ — 1 € K|x].
1. Se caracteristica de K é zero, entao
Gal (F/K) ~ H < U (Z,).
Neste caso, |Gal (F/K)| < ¢(n).
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2. Se caracteristica de K ép > 0, entao
Gal(F/K)~H <U(Z,),
onde n = pm com mdc(m, p) = 1. Neste caso, |Gal (F/K)| < ¢(m).

Prova. Primeiro note que se a caracteristica de K é p > 0 e n = p*m com mdc(m, p) = 1,
entao pelo item 2. da Proposicao 2.3, 2™ — 1 e 2™ — 1 tém o mesmo grupo de Galois.
Assim, ndo ha perda de generalidade, em supor que m = n. Seja F' = K ((,,) um corpo de

decomposicao de 2™ — 1, onde (,, € P(n.K). Entao cada o € Gal (F//K) é completamente
k

n?

determinado por o (¢,,). Como o ((,,) € P(n.K) temos que ¢ (¢,,) = (., com1 <k <ne

mdc (k,n) = 1.
Afirmacao. A funcao ¢ : Gal (F/K) — U (Zy,) definida por
V(o) =k,
onde ¢ (¢,)) = ¢¥ e mdc (k,n) = 1, ¢ um homomorfismo de grupos injetor.

De fato, dados o, 7 € Gal (F/K) com ¢ (¢,) = ¢* e 7(¢,) = ¢!, obtemos

o7 (C) = o(T(¢)) =0 (¢) = =70 (C) -

Logo,

(oT) =kl =kl =4 (o) ¢ (7).
Além disso,
cekerp=>Y(o)=1=0((,)=¢,=>0o=1

Logo, v é injetor. Portanto, pelo primeiro Teorema.de Homomorfismo de grupos, obtemos.

Gal(F/K)~ H < U (Z,).

2.3 Corpos Ciclotéomicos

Nesta sec@o apresentaremos a classe de corpos ciclotéomico, isto ¢, subcorpos Q(¢,,) de
C gerados por uma raiz da unidade (,,.
Seja F' um corpo de nimeros com P(n, F') # (. O polindmio
(. EP(n,F)

¢ chamado o n-ésimo polinémio ciclotémico sobre F'. E claro que seu grau é ¢(n).
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Proposigao 2.6 Seja F' um corpo de niimeros com P(n, F) # (). Entao

l’n—lznq)d.

din

2. Sen > 2, entao ®1(0) = —1 e ¢,(0) = 1.
3. ®, € Z[z].
4. Sen > 1 éimpar, entio Py, (x) = ®,(—2x).

Prova. Vamos provar apenas o item 1., 3 e 4. Como as raizes do polinébmio " — 1 sao os
elementos do conjunto U(n, F') temos que
¢, €U(n,F)

Assim, agrupamos os fatores  — (,,, onde (,, ¢ um elemento de ordem d em U(n, F),

n?

obtemos

1= JI @-¢)=]]%
) din

dn ¢,eP(d,F
3. Sen =1, entdao & = z — 1 € Z[z]. Suponhamos que n > 2 e que o resultado seja

véalido para todo k com 1 < k < n. Pelo item 1., obtemos
" —1= (I)ng )

onde g € Z[z], pela hipétese de indugao. Portanto,

Cat—1

®, =
g

4. Primeiro note que 9(®s,) = ¢(2n) = ¢(n) = I(P,) = I(P,(—z)). Como o coeficiente

€ Z[z]

lider de ®,, ¢ igual a 1 temos que o coeficiente lider de ®,,(—x) ¢ igual a (—1)?™) = 1 que
é o coeficiente lider de ®,,,. Por outro lado, se o é uma raiz de ®,,,, entao —« é uma raiz
de @, isto &, @y, divide @, (—z). Portanto, ®s,(x) = @, (—2). [

Note que a fatoracao

l’n—lznq)d.

dln
permite calcular recursivamte ®,,, para todo n € N. E claro que ®; =2 —1 e &y = 2+ 1.
Entao

22 —1=0,P3 = b3 =%+ 2+ 1.
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Lema 2.2 Sejam F = Q(¢,), onde ¢, € P(n,C) e f = irr((,,Q). Seja p um nimero

primo tal que p{n. Entao of é uma raiz de f, para toda raiz o de f.

Prova. Pelo item 3. da Proposi¢ao 1.17, temos que f € Z[x]. Como ®,(¢,) = 0 temos
que f divide ®,, em Z|z], digamos ®, = fg, onde g € Z[x] é monico. Se f(a) = 0, entéo
®,(a) = 0, de modo que a € P(n,C).Assim, o € P(n,C), pois mdc(p,n) = 1. Logo,
f(a?) =0 ou g(a?) = 0.
Afirmagao. f(a?) =0e g(a?) #0
De fato, suponhamos, por absurdo, que f(af) # 0. Entao g(a?) = 0. Logo, a é raiz
do polinomio g(z) = g(2?) € Zlx], isto &, f divide g em Z[z], digamos § = fh, onde
h € Z]x] ¢ monico. Agora, como ¢ : Z — Z, ¢ um homomorfismo de anéis temos que
o* : Z]x] — Zy|x] definido por
o (i ajxj> = Y o(a;)z?
=0 =0

é¢ um homomorfismo de anéis. Logo, pelo item 2. do Lema 1.2, obtemos

(0"(g(x)))" = 0*(g(x)") = 0™ (g(a")) = 0" (g(x)).
Assim,

Sendo Z,[z] um dominio de fatoracdo tnica temos que o*(g(z)) e o*(f(x)) possui um

fator comum proéprio. Portanto,

tem uma raiz multipla o que é uma contradicao, pois 2" — 1 é separavel sobre Z,,. |
Teorema 2.4 Todos os polinémios ciclotomico sobre Q sao irredutiveis

Prova. Sejam ®,, € Z[z]| o n-ésimo polindmio ciclotémico, ¢,, € P(n,C) e f =irr(¢,,Q) €
Q[z]. Entao f divide ®,,.
Afirmacgao. f = ®,.

De fato, se a € P(n,C), entdo o = ¢* com mdc (k,n) = 1. Seja
k=pip2---pr

43



a fatoragdo de k em nuimeros primos (nao necessariamente distintos). Pelo Lema 2.2,
obtemos f(¢?) = 0. Novamente, pelo Lema 2.2, obtemos f((¢2*)??) = 0. Continuando

este procedimento, obtemos

FERPr) =0 = £(C)-
Logo, qualquer raiz n-ésima primitiva da unidade é raiz de f. Portanto, f = ®,,. |
Teorema 2.5 Seja F'= Q((,,), onde (,, € P(n,C). Entdo
Gal(F/Q) ~ U (Zy,) .

Prova. Pela prova do Teorema 2.3 sabemos que a fungao ¢ : Gal (F/K) — U (Z,)
definida por

¥ (0) =k,
onde o ((,) = ¢* e mde (k,n) = 1, é um homomorfismo de grupos injetor. Assim, basta
mostrar que 1 é sobrejetor. Como ®,, é irredutivel sobre Q temos que Gal(F/Q) age

transitivamente nas raizes de ®,. Assim, dado k € U (Z,), existe o € Gal(F/Q) tal que

Y (o) = k, isto &, 1 & sobrejetor. Portanto,
Gal(F/Q) ~ U (Zy,) .
[ |

Coroldrio 2.3 Seja F' = Q((,,), onde ¢, € P(n,C). Entao Gal(F/Q) é ciclico sen =4
ou p° ou 2p° com p primo impar. Além disso, Gal(F/Q) = (o) x (1), onde 0(,) = ;!
et(C,)=C sen=2"1>3. [ |

Teorema 2.6 [14, 7-5-4 Theorem.] Seja F' = Q((,), onde ¢, € P(n,C). Entdo o

conjunto
{1,G - G
é uma base integral para O,,, onde d = ¢(n). Neste caso, O, = Z|[(,,]. [

Teorema 2.7 [14, 7-2-4 Theorem.] Sejam F' = Q((,,), onde (,, € P(n,C) e p um nimero

primo tal que p{n, Entdo o ideal pZ[(,]| em O, fatora-se como



onde Py, ..., P, sdo ideais primos distintos de Z[C,| de grau de inércia h, com hr = ¢(n)

e h o menor inteiro positivo tal que
p" = 1(modn).
[ |

Teorema 2.8 [14, 7-4-3 Theorem.] Sejam F = Q((,,), onde ¢, € P(n,C) e n = p°m

com mdc(m, p) = 1. Entdo o ideal pZ[(,| em O,, fatora-se como
pZ[C,) = (Py--- ]DT)«)(pe)7

onde Py, ..., P, sao ideais primos distintos de Z[(,] de grau inércia h, com hr = ¢@(m) e

h o menor inteiro positivo tal que

p" = 1(mod m)
Neste caso, a funcao
Z|C,]
o: P — Zy(¢,,) =F
definida por o(C, + Pj) =, j =1,...,7, é um isomorfismo de corpos e

7=l

d-1 | -1
o (Z a; (¢, + P])z> = Z a;C,,-
i=0

Mais ainda,
d—1

Z alen — (ao, ce ,Gdfl) € Zd.
=0
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Capitulo 3
Cédigos

O objetivo deste capitulo é estudar, sobre certas condigoes, o peso de Mannheim de

um cédigo sob um grupo abeliano qualquer.

3.1 Distancias
Seja A um grupo abeliano (aditivo) qualquer. Um peso sobre A é uma fungao
w:A—-R
tal que as seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. w(a) > 0, para todo a € A;
2. w(a) = 0 se, e somente se, a = 0;
3. w(—a) =w(a), para todo a € A;
4. w(a+0b) <w(a)+ w(b), para todos a,b € A.
A distdncia entre dois elementos a,b € A é definida por
d(a,b) = w(a —b).
E facil verificar que:
1. d(a,b) > 0, para todos a,b € A;

2. d(a,b) = 0 se, e somente se, a = b;
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3. d(a,b) = d(b,a), para todos a,b € A;
4. d(a,b) < d(a,c) + d(c,b), para todos a, b, c € A.

Seja G = Al o produto (a soma) direta de [ cépias de A. Entao é facil verificar que a

funcao w : G — R definida por

é uma distancia entre a = (ag,...,q;),b = (by,...,b) € G.

Exemplo 3.1 Sejam A um grupo abeliano qualquer e wy : A — R a func¢ao definida por

0 sea=0

wg(a) = :
1 sea#0

Entao wy é um peso sobre A, o qual serd chamado de peso de Hamming.

Sejam A um grupo abeliano qualquer e w um peso sobre A. Dizemos que w é consec-

utivo se para qualquer a € A existe uma cadeia
0=ag,a1,...,0uq) =a, com w(a) € Z,

tal que

O.)(aj — ajfl) =1, para todo j =1,... 7(4.}(@)-

Proposicao 3.1 Sejam A um grupo abeliano qualquer e w um peso sobre A. Entao as

sequintes condigoes sao equivalentes:
1. w é consecutivo.

2. Para qualquer a € A, com w(a) > 0, existe b € A tal que w(a —b) =1 e w(b) =
w(a) — 1;

3. Para quaisquer a,b € A, e d = w(a —b), existe uma cadeia
a=ag,ay,...,aq=b€ A
tal que w(a; —aj—1) =1, j=1,....d,
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4. Para quaisquer a,b € A, com d = w(a —b), e qualquer inteiro g com 0 < g < d,

existe c € A tal que w(a —c) =g ew(c—b) =d—g.
Prova. (1. = 2.) Dado a € A existe, por hipdtese, uma cadeia
0=agp,a,...,aq = a,

onde d = w(a) > 0. Assim, é suficiente provar que
w(ag-1) =d—1,

pois w(ag — ag—1) = 1. Como

ag—1 = ai + (ag —ay) + (a3 —ag) + -+ + (ag—1 — ag_2)
e w(c) = w(—c) temos que
w(ag—1) <w(ar) +wlag —ay) + -+ +wlag-1 —ag2) =d—1
Por outro lado,
d=w(a) =w(a—ag1+aq1) <wla—ag1)+wlag1) =1+ w(ag_1),

isto é, d — 1 < w(ay—1). Portanto,

wlag_1) =d—1
(2=-1.) Dado a € A com d = w(a) > 0 existe, por hipdtese, b € A tal que
wla—b)=1¢e w(b) =w(a)—1

Agora, vamos usar indugao sobre w(a) = d. Se d = 1, entdo existe uma cadeia

0=b=ap,a1 =a

tal que

w(a; —ag) = 1.
Suponhamos que d > 2 e que o resultado seja valido para todo k com 1 < k < d — 1.
Como w(b) = w(a) — 1 =d — 1 temos, por hipétese de indugao, que existe uma cadeia

0:a0,a1,...,ad_1:b
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tal que
(,U(CL]' —CLj_l) = 1,]2 1,...,d— 1.

Assim, fazendo a4 = a, obtemos a cadeia
0=aop,a1,...,04-1,a0 =a

tal que
w(aj —Cljfl) = 1,] = 1,...,d.

(1. = 3.) Dados a,b € A com d = w(a — b). Entao, fazendo ¢ = b — a, obtemos por

hipétese uma cadeia

0=cp,C1,...,cq=cC
tal que
w(cj—cj—)=1,7=1,...,d
Definido a; = ¢; +a, j = 1,...,d, obtemos a cadeia
a=ag,a1,...,04-1,0q = b
tal que

CU(CLj—CLj_l):l,j:]_,...,d.

(3. = 1.) Basta tomar b = 0.
(3. = 4.) Sejam a,b € A com w(a —b) =de g € Z tal que 0 < g < d. Entdo por
hipdtese existe uma cadeia

a=ag,a,...,aq9=>0

tal que
w(aj —Cljfl) = 1,] = 1,...,d.

Seja ¢ = a, € A. Entao
a—c=a—a1+a —azx+- - +a41— ay.

Logo,
wla —c) Sw(a—a) +wlar —az) + - +wlag —ag) = g.
Portanto,

w(a—rc) <g.
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De modo anélogo

w(b—c) <d-y,

fazendo

a—b=a—c+c—0b,
obtemos

d = w(a—>b)

= w(@a—c+c—Db)

< w(a—c)+w(c—Db)

< wl@—c)+d—g

= w@—c) =y
Portanto,

wla—c) =y,
e também
d = w(a—>b)

= wl@—b+c—c)

< wlb—c)+wla—c)

= wb-—c)+yg

= wb—c)>d—yg
Portanto,

wb—c)=d—g
(4. = 2.) Basta tomar b=0¢e g = 1. |

Coroldrio 3.1 Sejam A um grupo abeliano qualquer e w um peso consecutivo sobre A.

Entao a funcdo @ : A — R definida por
wla) = > wla;),a=(ar,...,a) € Al

é um peso consecutivo sobre Al.
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Prova. Dado

obtemos por definicao

d=w(a) =) w(ay) >0.

j=1
Logo, existe j € {1,2,...,1} tal que w(a;) > 0. Podemos supor, sem perda de generali-

dade, que w(a;) > 0. Assim, pelo item 2 da Proposigao 3.1, existe b; € A tal que
w(a; —by) =1 com w(by) =w(ay) — 1.

Logo, existe

b:(bl,ag,...,an) EAl

tal que
w(@a—b)=1 com w(b)=w(a)— 1.

Portanto, @ é um peso consecutivo sobre A'. |

Agora vamos estender as definicdes de peso e distancia para Z[(,]. E claro que a

fungao wyy : Z[(,,] — R definida por

d—1
wyp(a) = lajl,
=0

onde
d—1 ,
Z(¢,) 2a= 3" a;¢) < (ag,...,aq-1) € 7% e d= o(n),

j=0
¢ um peso sobre Z[(,,], o qual serd chamado de peso de Manhattan. A distancia associada
a este peso serd chamada de distdncia de Manhattan. Note que o peso e a distancia de
Manhattan sao inteiros positivos.

Sejam P = P, um ideal primo fixado em ZI[(,,],

ca—a+ Pl

Proposicao 3.2 A funcao w3 : F — R definida por
wyz(@) = min{wy(x) : x € a+ P}

¢ um peso sobre .
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Prova. Note que o conjunto
{wm(x) :x€a+ P} #0.

E claro que w7(a) > 0 e wi7(a) = 0 se, e somente se, a = 0. Como —a+ P = —(a+ P)

temos que —a = (—a) € F. Logo,

wir(—a) = min{wy(x):x € —a+ P}
= min{wy(—x):x €a+ P}
= min{fwy(x):x €a+ P}

= wy7(a)

Pelo Corolério 2.1, é possivel escolher um sistema completo de representantes de classes

laterais R de P em Z[(,,] tal que r € R com
wiz(T) =wum(r) e wy(r) <wpy(x), Vxer+ P

Assim, dados r,s € R, temos dois casos a ser considerado:

12 Caso. Ser +s € R, entao
wir(T+58) =wyp(r+5s) =wu(r +s) <wn(r) + wn(s) = wip(T) + wir(s).
22 Caso. Ser +s ¢ R, entao existe t € R tal quer + s = t. Logo,

wir(T+38) = wip(t) = wi(t) <wp(r +8) < wp(r) +wi(s) = wip(T) + wz(3).

A fungao w37 : F — R definida por
wyz(@) = min{wy(x) : x € a+ P},

serd chamada de peso de Mannheim sobre F. A distdncia associada a este peso serd

chamada de distdncia de Mannheim.

Lema 3.1 Seja wyz : Z[C,,] — R um peso de Manhattan sobre Z[(,]. Entao:

d—1
n

1. a€ Z[(,] comwy(a) =1 se, e somente se, a==+1,+(,,..., (5" e, nesse caso,

wir(@) = wy(a) = min{wy(x) : x € a+ P}
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2. Se p e m sao impares, entao £1,=£(,,, ..., :i:Cfl(m)*1 sao os unicos elementos em [F
tais que wyp(£¢ ) =1,j=0,1,...,0(m) — 1.

Prova. 1. Seja
d—1

a= Z CLJC% S Z[Cn]

j=0

tal que wys(a) = 1. Entao
= wnla) = T o).
7=0

Logo, existe j € {0,1,...,d — 1} tal que |aj| = 1 e |as|] =0, s # j, isto ¢, a; = £1 e
las| = 0, s # j. Portanto, a = +1,4(,,,..., £¢% . A reciproca ¢é claro.

2. E claro que wip(£Cl)=1,5=0,1,...,¢(m) — 1. Por outro lado, dado @ € F com
wyr(@) = 1. Entao existe g € Z tal que a = ¢7,. Como n = p°m e p ¥ m, temos que
(,+ P <, =€ Z,(,,) é uma raiz m-ésima primitiva da unidade e

m

(=G =-1#£1=¢, ,
pois p e m sao impares. Portanto, pelo item 1.
a=+1,+C,,...,£mMm1
[ |

Proposicao 3.3 Seja wy : F — R um peso de Mannheim sobre F. Entao wy; é conse-

cutivo.

Prova. Para qualquer a € F com w7(a) = wy(a) > 0, devemos encontrar um b € F tal
que wip(@ —b) = 1 e wyp(b) = wyz(a) — 1. Pelo item 1. do Lema 3.1, basta encontrar um

elemento b € Z[(,,| tal que
wM(b) = wM(a) —1e wM(a— b) =1

Seja
a= (CLO? s 7ad—1) € Z[Cn]

Entao existe j € {0,1,...,d — 1} tal que a; # 0, pois wy(a) > 0. Podemos supor, sem
perda de generalidade, que ag # 0. Entao ay > 0 ou ay < 0. Basta considerar o caso

ag > 0, pois se ag < 0, entao tomando ¢ = —a, aplica-se o caso anterior. Existe
b= (ao - 1, Ay, ... ,ad_l) S Z[Cn]
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tal que
wu(b) =wp(@a)—1 e wyla—b) =

Assim, resta provar que

wyr(b) = wa(b).

Suponhamos, por absurdo, que wy(b) < wys(b). Entao existe
u= (Uo,ul, ce ,Ud_l) epP

tal que b = b + u. Logo,
d—1 -1
a0 = 1+ uol + >_ |a; + u;] < lao — 1|+ 37 |aj]
j=1 j=1

ou, ainda,

d—1
lag — 1+ ug| — |ao — 1] < > (|aj| — |a; + uy])
j=1

Por outro lado, pela desigualdade triangular, obtemos
lag + ug| = |(ag — 1+ up) + 1| < |ag — 1 4+ ug| + 1
Como ag — 1 > 0 temos que

lag + uo| + ap — 1 < |ag — 1+ uo| + ao

Logo,

|ao + uo| + |ag — 1| < [ao — 1 + uo| + [ao| -
Assim,

lag + uo| — |ao| < ag — 1 4 uo| — |ag — 1].
Portanto,

d—1
lag + uo| — |ao| < |ag — 1+ | — |ag — 1] < > (Ja;| — |a; + uy)
j=1

ou, equivalentemente,
d—1 d—1
> lag +ugl < o fayl
j=0 §=0
Logo,
wy(a) =wyr(@) =wu(a+u) <wy(a),

o que é uma contradicao.
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3.2 Cdbdigos

Nesta secdo apresentaremos a teoria de cédigos corretores de erros baseada em [

ipad 6tri ti de o alfabeto IF & " el t
equipado com uma métrica consecutiva, onde o alfabeto F é um corpo com p" elementos.

Um cddigo C sobre F é qualquer subconjunto nao vazio de F'. Os elementos de C sio
chamados de vetores ou palavras codigo.

Um cddigo de bloco C de comprimento [ sobre F é qualquer subconjunto nao vazio de

F'. A dimensdo do cédigo C é o ntimero
k= logph |C| .

Note que k£ nao necessariamente ¢ um nimero inteiro. Um cédigo de bloco C de compri-
mento [ e dimensao k serd chamado um [l, k]-c6digo. A taza de informagao do [l, k]-c6digo
€ 0 nimero
R=-,
[
que pode ser interpretado como o nimero de sfmbolos de informagao que entrou no codi-

ficador por simbolos transmitido.

Se |C| > 2, entdo a distdncia consecutiva minima d,(C) de C é definida por
d,(C) = min{d,(c,c') : c,c’ € C,c # '}

Note que 1 < d,(C) <. Se |C| =1, entdo d,(C) = oo por convengao.
Um c6digo de bloco de comprimento [ com dimensao £ e distancia consecutiva minima
d, = d,(C) sera chamado um [l, k, d,,|-cédigo.

Sejam p um inteiro positivo e ¢ € F', a bola de raio p e centro ¢ é definida como
B,(c)={x€eF :d,(x,c)<p}.
Suponhamos que uma palavra c6digo
c=(c1,c,...0)
foi enviada através de um canal. Devido ao ruido introduzido pelo canal, o vetor recebido
r=(ry,re,...,m)

pode ou nao ser a palavra cédigo enviada. Com base nesta hipétese, definimos o vetor
erro por

e=r—c=(ee1,...,6).
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Dizemos que um cédigo C detecta qualquer padrao de t erros se ele é capaz de decidir que
qualquer palavra recebida com t erros nao é uma palavra cédigo. Se, além de detectar,
ele também é capaz de corrigi-los, dizemos que ele corrige qualquer padrao de t erros.

Dizemos que um [l, k, d,,]-c6digo corrige qualquer padrao de ¢ ou menos erros se
Bi(c)NC={c}, V ceCl.
Teorema 3.1 Seja C um [I, k, d,]|-cédigo sobre F!. Se

|1
it

entao C corrige qualquer padrao de t ou menos erros mas nao t + 1.

Prova. Como |z| < x < |z]| + 1 temos que
20+1<d,<2t+2out<d,—(t+1)<t+1.
Suponhamos, por absurdo, que
Bi(e)N B, (c') # 0, com ¢,c' €C,c #c.
Entdo existe x € F tal que x € B; (c) N B; (¢'). Logo,
d, (x,¢c) <t ed,(xc)<t.
Pela desigualdade triangular, obtemos
d, (c,c') <d, (x,¢) +d, (x,c) <2t

Logo,
2t > d, (c,c') > d, > 2t + 1,
o que é uma contradicao.
Finalmente, sejam c, ¢’ € C tais que d,(c,c’) = d,. Entao, pelo item 2. da Proposi¢ao
3.1, existe r € F! tal que d,,(c,r) =t+1ed,(r,c') =d, — (t+1). Assim, se c é a palavra
codigo enviada e r a palavra recebida com d,(c,r) = ¢ + 1, entdo um decodificador (com

méxima verossimilhaga) decide pela palavra cédigo ¢’, pois
dy(r,c')=d, — (t+1) =t <d,(r,c) <t+1=d,(r,c) =t
Portanto, C nao corrige qualquer padrao de t + 1. [ |
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Coroldrio 3.2 Seja C um [l, k, dz|-cddigo sobre F, onde dz é a distincia de Mannheim

a1
- 1=

entao C é capaz de corrigir qualquer padrao de t ou menos erros. |

minima. Se

3.3 C(Cdbdigos Lineares

Um cédigo C sobre F de comprimento [ é chamado um cddigo linear se ele é um
subespago vetorial de F'. Neste caso, o peso consecutivo w(c) de uma palavra cédigo nao

nula ¢ € F! ¢ o nimero de componentes diferentes de zero. Assim,
d,(c,c')=d,(c—c,0)=w(c—C)

e a dimensao do cédigo é um nimero inteiro.
Seja C um [l, k, d,]-c6digo linear sobre F. Se {ci,...,c;} é uma base de C, entao a

funcdo ¢ : F¥ — F' dada por,

g((ug, ... ug)) = (Z Ci1lj, . .., Z cjluj>

j=1 J=1

= uiC; +---+ UKCk,
onde ¢; = (¢i,...,¢i), 1 < i < k, é um codificador para o cédigo C. A matriz k x [
G = [c;j] que descreve a transformagao linear ¢ é chamada uma matriz geradora do
cédigo C. Assim, C consiste de ¢*, onde ¢ = p", combinacoes lineares ¢ = uG, onde

u= (uy,...,u;) € F¥ é chamada uma seqiiéncia de informagdo ou mensagem.

Observagao 3.1 Como a base para um [l, k, d,]-cddigo linear C sobre F ndo é unica temos
que a matriz geradora G para C também nao é inica. Desde que operagoes elementares de
linhas deixam o cddigo C invariante, podemos escolher uma base para C tal que a matriz
geradora G’ é da forma

¢'=[pP 1|
onde Iy, é a matriz k x k identidade e P é uma matriz k x (I — k). Neste caso, dizemos

que G’ estd na forma canonica.

Se a matriz geradora G de um [l, k, d,]-c6digo linear C sobre F estd na forma canonica,

entao as ultimas k& componentes de uma palavra cédigo ¢ € C sao chamadas de simbolos
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de informacgades, os quais sao escolhidos arbitrariamente e o restante, chamados simbolos

de verificagdo de paridade, sao determinados. Em outras palavras, se
c=(c1,...,cq) = (ur,...,ux)G,

entao

Clpyi = Ui, 1 <1< K,

k
Cj:Zuz’pij»lSjSl_ka

=1

a qual é chamada de equacgao de verificacao de paridade.

Sejam C; e Cy dois [, k, d,]-c6digo linear C sobre F. Dizemos que C; e Cq s@o equivalentes
se existirem matrizes geradoras G; e Gy para C; e Cy, respctivamente, e uma matriz de
permutacao Q tal que

G2 - GIQ

Um |l, k, d,|-cédigo linear C sobre F ¢é sistemdtico se ele possui um conjunto de infor-
J )
macao, isto é, se existir exatamente uma palavra cédigo para todas as possiveis escolhas

de coordenadas nas k-posigoes, isto é, a matriz geradora G do cédigo C é da forma
G=|P L]

Seja g : F* — F! um codificador para o [I, k, d, ]-cédigo linear C sobre F, com matriz
geradora

G=|P 1,

Entdo a transformagao linear h : F' — F'~* definida pela matriz (I — k) x [
a-[n, ]
possui as seguintes propriedades:
1. ker h = Im g;
2. ¢ € C se, e somente se, Hc' = 0.

De fato, a transformacao linear h o g : F¥ — F'~* ¢ identicamente nula, pois

I
GHt:[P Ik} Pl 2L P+ (-P),=P-P=0.
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Logo, Im g C ker h. Desde que as primeiras [ — k colunas de H formam a base canonica
do espaco vetorial F'=* temos que Im h gera =% e contém ¢'~% elementos. Assim, pelo

Primeiro Teorema de Homomorfismos,

Portanto, ker h = Im g, pois |Im g| = ¢*.

A matriz H é chamada de matriz de verificacio de paridade para o [l, k,d,]-cédigo
linear C sobre F. Se

c=(c1y. ., ChyChy1,...,0) €C,

entdo temos o sistema de equacoes He' = 0 ou, equivalentemente,

I—k
cj = ch+ihj(k+i)7 1<) <k,

i=1

onde h;; sao as entradas da matriz P. Portanto, codificamos uma mensagem u € F* cal-

culando uG e podemos detectar erros em uma palavra cédigo recebida r € F! calculando
Hr'.

Sejam C um [, k, d, ]-cédigo linear com matriz de verificacao de paridade H e x € FF'.

Entao o vetor

s (x) = Hx'

é chamado a sindrome de x. Note que s(x) = 0 se, e somente se, x € C. Agora, sejam
c € C uma palavra cédigo, e o erro introduzido e r a palavra recebida. Assim, a sindrome

deré

S (I‘) = Hrt = H (C + e)t = HCt+Het = Het =S (e),

ou seja, a sindrome de s (r) é igual a sindrome de e. Portanto,

1. Se s # 0, entao ocorreu um erro durante a transmissao da mensagem.

2. Se s = 0, segue que a palavra recebida é uma palavra cédigo.

Proposicao 3.4 Sejam F = Z,(«), onde p" — 1 =1k, e C um cddigo linear sobre F com

matriz de verificacao de paridade

H:[l o « o alil
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Entao C pode corrigir um erro de Mannheim, o qual pertence ao subgrupo ciclico
E={1,0d,0% .. oa% 1 = ()
de TF*.

Prova. Sejam ¢ = (cg,...,¢1) € Cee = (0,...,0,a/1,0,...,0) € F' com uma tnica
componente nao-nula o/’ na posicao s, 0 < s < [ — 1. Entao a sindrome da palavra

recebidar=c+e é
Hr! = H(c' + e') = He' = oa’' = o' = .

Como e = s + jl temos que conhecendo a posi¢ao do erro s = e(mod (), podemos deter-

minar o seu valor o¢.

Observagao 3.2 Como

temos que o conjunto

é um sistema completo de representantes de classes laterais de 2 em F*. Portanto, os
elementos da matriz de verificacao de paridade H podem ser representados por qualquer

sistema de representantes de classes laterais de E em F*.

Lema 3.2 Sejam m,p,h € N com p primo. Se m e p sdo tmpares e m | p* — 1, entdo

2m | p — 1. [

Teorema 3.2 Sejam F = Z,(«), onde

h—1 .
me ,8€ m e p sao impares
L= ph—1 .
— , caso contrario

e C um cddigo linear sobre F com matriz de verificagcao de paridade
H — |: 1 [0} .« O[lfl

Entao C pode corrigir um erro de Mannheim. Em particular, o peso de Mannheim minimo
de C ¢
dy(C) > 3.
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Prova. Pelo Lema 3.2 [ ¢ inteiro. Pelo item 1. do Lema 3.1, os elementos a em F com
wyr(a) =1 sao

a==+1,4(,,..., M1

Se p" — 1 = kI, entdo em ambos os casos o elemento —(,, tem ordem k, ou seja,

_Cm € <al>7

onde (') é um subgrupo ciclico de ordem k de F*. Assim, todo elemento em F do peso
de Mannheim minimo, isto é,
wyr(a) =1,

l

pertence ao subgrupo ciclico de ordem £ gerado por «'. Entao, pela Proposicao 3.4, o

c6digo C pode corrigir um erro de Mannheim. [ |
Exemplo 3.2 Sejamp =13 eF =Z,(a), onde o« = 1+i. Entaoh=1,lk=p—1=3-4
HZ[laoﬁ}:[l 1+4 26

¢ matriz de verificagdo de paridade de um [3,2,3]-cédigo linear C sobre F com matriz
geradora
—(1+4) 10

-2 0 1

G —
Suponhamos que a palavra recebida seja
r= (1444, —1+1).
Entao, usando a Tabela abairo, encontramos
s=Hr! = -2 = o'
Como 11 = 3 - 3+ 2 temos na posi¢ao s = 2 um erro de valor
1, -2 _ 9

a o o’ = 1.

Portanto,

e=(0,0,1).

Assim,

c=r—e=(1+1,4,-1)
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¢é uma estimativa da palavra codigo enviada.

u|l « Ul « U o) U a

0 1 3] —1 |6 -1 9 ?
1(14+¢|4 |1 =2 | 7| —-1—=4]10| 141
21 26 | D 2 8| —2¢ |11 -2
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Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo apresentaremos um método geométrico para determinar um sistema
completo de representantes de classes laterais de um ideal primo P em Z[(,], quando

n=m=4.

4.1 Linhas Eqiiidistantes

Dados A, B € R?, a linha eqiiidistante de extremos A e B ¢ o conjunto

Lema 4.1 Seja ABCD um retingulo em R?. Entao

[A,C]=GEUEFUFH,
onde E e F sdo pontos dos segmentos AB e CD, respectivamente, tais que
dy(E, A) =dy(F,C).

Além disso, os segmentos EG e FH sdo ortogonais aos segmentos AB e CD, respectiva-

mente. Note que Z = AC N EF ¢é o ponto médio do segmento AC.

Prova. Nao ha perda de generalidade, em supor, que as arestas do retdngulo ABC'D
sejam paralelas aos eixos coordenados. Assim, se A = (a,b),C = (¢,d) € R?, entdo

B = (¢,b) e D = (a,d). Logo,
du(Q.A) =du(Q.C) & |z —a| +y—bl =lz—c +]y—d|, ¥ Q=(z,y) ER™.
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Assim, h4 trés casos a ser considerado:

12 Caso. Se @ estd abaixo do retdngulo e entre A e B, entao z > a, y < b, x < ce

y < d. Logo,
(G—a)~(y—t) = ~(r )~ (y—d) > o = T2 EC
Neste caso,
EZ(a—b—;—c—i—d’b) edM(E,A):‘_a_b2+C+d‘,

pois a < x < ¢, e o segmento EG & ortogonal ao segmento AB, onde

G- <a—b—|—c—|—d

5 ,g) comj g < b.

22 Caso. Se () estd acima do retdngulo e entre C'e D, entao x > a, y > b, x < ce

y > d. Logo,
(ac—a)—l—(y—b):—(x—c)—i—(y—d)imzw.
Neste caso,
F= (W,d) e dy(F,C) = ‘_a_b;Hd‘ — dy(E, A),

pois a < x < ¢, e o segmento F'H ¢é ortogonal ao segmento C'D, onde

H— (a—i—b—i—c—d

5 ,h) comj h > d.

32 Caso. Se (@ estd dentro do retangulo, entao z > a, y > b, x < c e y < d. Logo,

2

@0+ l=h ==~ ly-d) =y = o+ ()

E facil verificar que esta reta contém os pontos E e F. Portanto,

[A,C]=GEUEFUFH.
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Figura 4.1: Linha eqiiidistante.

Observagao 4.1 Seja ABCD um retangulo em R?. Entdo R* = Viz U Ve, onde

Vi ={Q e R? : dy(Q, A) < dn(Q,C)}

Note que Viz N Vs = [A,C] e que Vg € o conjunto de todos os pontos de R?* que estio

mais proximo de A do que de C'.

Lema 4.2 Seja ABCD um retangulo em R%. Se A,C € Z? e dy(A,C) é um nimero

impar, entao ndo existe Q € Z? tal que
dn(A Q) = du(C, Q).
Prova. Suponhamos, por absurdo, que exista () € Z? tal que
du (4, Q) = du(C, Q).
Se ) esta dentro do retangulo, entao
du (4, Q) +du(Q,C) = du(A, C) = dy(A,C) = 2du (A, Q),

o que é uma contradigdo, pois dy (A, C) é impar.
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Consideremos agora () fora e abaixo do retdngulo e entre os pontos A e B, com
A = (a,b), B = (¢,b), C = (¢,d), S = (s,b), Q@ = (s,t) e E = (x,b). Sem perda de

generalidade, podemos supor que () estd entre A e E. Assim, obtemos

dn(A, Q) = [t = bl + [s — a

e
du(C,Q) =t =0b|+ |z —s|+|c—z|+|b—d|.
Portanto,
du (4, Q) < du(C,Q),
o que é uma contradicdo, pois dy (A, Q) = dy (C, Q). [ |

Lema 4.3 Nao existem pontos inteiros entre dois vértices eqiiidistantes do quadrado OACB.

Prova. Sejam O = (0,0), A = (a,b), B=(=b,a), C = (a—b,a+b) e H=(n,m) como
na Figura 4.2, com

a> +b*> =p,com a,b € Z

e H entre O e A. E claro que
n?4+m?<ad®+b=p

Assim, obtemos

b m n
- =—=a=—b
a n m
Logo,
2 2 2 2
_nt oy T YL _9,n7+m
ou seja,
m?p = b*(m? + n?).
Como
2 g2
p=a+b"=p>0>
temos que
p | n?+m?
o que é uma contradicio, pois p = a® + b > n? +m? [ |
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4.2 Métodos Geométricos

Nesta secao apresentaremos um método geométrico para determinar um sistema com-

pleto de representantes para o conjunto quociente

quando n = m = 4 e p é um nimero primo impar. Entao
th = Zp(C4) =T,

onde
1 se p=1(mod4)

2 se p=3(mod4)

h:

Em todo esta secao trataremos apenas do caso em que h = 1. O leitor interessado no caso

h = 2, pode consultar [13]. Assim,

O, =Z[C,) =2Z[i] e F=17,

Portanto, pelo item 1. do Lema 2.1, todo ideal primo P de Z[i] é gerado por um elemento
da forma a + bi € Z[i] com

a® + b = p.
Como p é um nimero primo fmpar temos que a + b é impar. Assim, podemos supor, sem

perda de generalidade, que a > b > 0, pois
P = (a+bi) = (u(a+bi)), ¥V ueU(Z]).
Assim, pela Proposicao 2.2
A=y(P)
¢ um sub-reticulado de Z2. Como
P = (a+ bi)Z[i].
Se z € P, entao existe ¢ + di € Z[i] tal que
z = (a+bi)(c+ di)
= cla+ bi) + di(a + bi)
= c(a+bi) +d(—b+ ai)
= cv; + duy,
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onde v1 = a + bi e v9 = —b + ai. Assim,

P(v1) = (a,b) e Y(v2) = (=0, a).

Logo, {vi, v} é uma Z-base para P e

A=9Y(P) = {cp(v1) +dp(v2) e ¢,d € Z}

S ={t(v) +s(ve) :0<t<le0<s<1}

¢ um quadrado em R?, onde O = (0,0), A = (a,b), B = (—b,a) e C = (a — b,a + ).
Pelo Lema 4.3, temos que nao existem pontos inteiros entre dois vértices eqiiidistantes
do quadrado OACB e os pontos A, B, C' estao na mesma classe de equivaléncia de O.

Portanto,
R=5Sn7?
¢ um sistema completo de representantes de classes laterais de A em Z2.

C = (a-b, a+b)

- \

-
,’\ \
B = (-b, a) el m \
\
v /\
\
\U/ o
e \
I

A=(a b)

D,

f)_l

Figura 4.2: Regioes congruentes.

Lema 4.4 Considere o sub-reticulado A = (P) de Z* e R = S NZ? o sistema completo
de representantes de classes laterais de A em Z?. Se D = (x,y) € R, entdo 0s pontos
Dy =(zx—a,y—0b), Do =(x+by—a) e Dy=(r—a+b,y—a—>b) estio na classe lateral

D + A. Neste caso, um dos pontos D, Dy, Dy e D3 tém distancia de Manhattan minima
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em R, isto é, um dos vértice do quadrado O, A, C e B tém distincia de Manhattan

minima de D.

Prova. Note que

D, = D—’UléD—l—A
Dy, = D—U2€D+A

D3 = D—(U1—|—U2)€D+A.

Logo, Dy, D> e D3 estao na mesma classe de D. Pelo Lema 4.2, temos que nao existem

pontos com coordenadas inteiras sobre as linhas eqiiidistantes. Assim,
wr(Ds) # war(D;) se i # j.
Portanto, , existe um tunico i € {1,2,3} tal que
min{wy (D +7v:v € A} =wy(D;,)
[ |

Proposigao 4.1 Seja P um ideal primo de Z[i| gerado por um elemento da forma a+bi €
Z[i] com

a>+ b =p.
1. Em qualquer classe equivaléncia de

Zli]

Zl
P

existe um unico elemento r tal que

wyr(r) = min{wy (x) : x € r + P}

2. Se R é um sistema completo de representantes de classes laterais de P em Zli] dado

pelo item 1., entao

max{wy(r) : r € R} = max{|a|,|b|} — 1.

Prova. Provaremos aprenas o item 1., o item 2. pode ser verificado no Artigo.

69



1. Seja OAC'B o quadrado em R? com O = (0,0), A = (a,b), B = (=b,a) e C =
(a —b,a+b). E facil verificar que

dy(0,A) =a+b e dy(0,Z) = dy(A, Z) = dy(B, Z) = dy(C, Z) = a,

7 a—b’a—l—b
2 2

¢ o centro do quadrado. Sejam [O, A, [0, B], [A,C] e [B,(C] as linhas eqiiidistantes

onde

a partir do ponto Z (confira Figura 4.2). Entao elas dividem o quadrado em quatro
regioes congruentes e, pelo Lema 4.2, nenhum dos pontos das linhas eqiiidistantes tém

coordenadas inteiras, pois

dM<O,A> = a+b

¢ um numero impar.

Sejam Ry = OACBN V53N Va3 e D € Ry NZ*. Entao

para todo ponto () nas outras trés regioes. Como nao existem pontos de coordenadas
inteiras nas linhas eqiiidistantes temos que nao existe um ponto de coordenadas inteiras

no quadrado tendo a menor distdncia de dois vértices. |
Como a funcao Ty : R? — R? definida por
Tr(x,y) = (x —a,x —b)
¢ um movimento rigido temos que
Ry = Ty(R3)

é uma regiao congruente a Ry. De modo inteiramente andlogo, as regides Rj = T3(R3) e
R, = T4(R,) sdo regides congruentes a R3 e Ry, respectivamente. Portanto, obtemos a

Figura 4.3.
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Figura 4.3: Cata-vento.

4.3 Exemplo

Nesta secao apresentaremos um exemplo para provarmos que o nosso método ge-
ométrico é mais eficiente do que o método de Huber, para obtermos um sistema completo
de representates de classe laterais de P em Z[i].

Seja P um ideal primo de Z[i] gerado por 5+ 2i € Z[i] com

5% + 22 = 29.
Pela Proposigao 2.2
A=9(P)
¢ um sub-reticulado de Z?. Como
P = (5 + 2i)Z][i]

temos, para todo z € P, que que existe ¢ + di € Z[i] tal que

z = (5+2i)(c+ di)
= ¢(5+2i)+d(5+ 2i)

= ¢(b+2i) +d(—2 + 5i),
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onde vy =5+ 2i e vy = =2+ bi. Assim, ¢(vy) = (5,2), ¥(ve) = (—2,5) e
{'Ul, '1}2}
é uma Z-base para P. Como

W(z) = {cp(v) + dip(ve) com c,d € Z}
= {c(5,2)+d(—2,5) com ¢,d € Z}

S={t(5,2) +s(—2,5):0<t<lel<s<l1}
¢ um quadrado em R?, onde O = (0,0), A = (5,2), B=(-2,5) e C = (3,7), temos que
R=5nZ7?

¢ um sistema completo de representantes de classes laterais de A em Z2, conforme Figura

4.4.

VA
Y
e o
’
|
P4 \ |
Fg .\ [ ] o |
Fd b
ya \ ~
————— \ N
I o ™ o »
¢ ° e N\
1 \ i "
] v G A
— =" s o~
~ -\
N PO \ I X
~ - \ |
b -
e © e\ e ] e |
AN \ !
~ Y = = e -
~ \ //
N, e ® e
1 Ao
1 //
I e ® 7
] e
L — s

Figura 4.4: Cata-vento.

O método de Huber para obter um sistema completo de representantes para o conjunto

quociente

Zhi .
by = =h

onde a? + b? = p, consiste no seguinte:
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1. Seja s a solugao da equagao

a+bs=0 (modp), 0<s<p-—1

2. Um ponto o = = + yi € Z][i] é rotulado por um elemento [ € Z,, se
r+ys =1 (modp)
com norma de Galois
2% + 3P
minima.
Note que s = 12 ¢ solucao da equagao
5+ 2s=0 (mod29).

Agora, vamos determinar o elemento de

Z|[i]
(5 + 2i)

correspondente ao elemento 26 de Zag, isto é, um ponto (x,y) tal que
r+ 12y = 26 (mod 29).

Note que os pontos D = (2,2), D; = (=3,0), Dy = (4,—3) e D3 = (—1, —5) satisfazem a
equagao mas o ponto D = (2,2) é o de norma de Galois minima. No entanto, o ponto Dy =
(—3,0) tem distancia de Manhattan minima em R no nosso sistema de representantes.
Observando as Figuras 4.4 e 4.5, notamos que nosso sistema de representantes ¢ mais

compacto e convexo do que o de Huber.
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Figura 4.5: Huber.
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