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Resumo

O problema do normalizador de um anel de grupo sobre inteiros de um grupo arbitrário

G é investigado.

Mostraremos que qualquer elemento do normalizador NU1(G) de G no grupo das

unidades normalizadas U1(ZG) é determinado por um subgrupo normal finito.

Esta redução para subgrupos normais finitos implica que a propriedade do norma-

lizador vale para muitas classes de grupos (infinitos), tal como grupos sem 2-torção, grupos

de torção com um 2-subgrupo de Sylow normal, e grupos localmente nilpotentes.

Além disso, mostraremos que o comutador deNU1(G) é igual aG0 e NU1 (G)
G

é finitamente

gerado se o subgrupo de torção do grupo de conjugação finita de G for finita.
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Abstract

The normalizer problem of an integral group ring of an arbitrary group G is inves-

tigated. It is shown that any element of the normalizer NU1(G) of G in the group of

normalized units U1(ZG) is determined by a finite normal subgroup. This reduction to
finite normal subgroups implies that the normalizer property holds for many classes of

(infinite) groups, such as groups without non—trivial 2-torsion, torsion groups with a nor-

mal Sylow 2-subgroup, and locally nilpotent groups. Furthermore it is shown that the

commutator subgroup of NU1(G) equals G0 and NU1 (G)
G

is finitely generated if the torsion

subgroup of the finite conjugacy group of G is finite.
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Notação

G - Grupo

aH - Classe lateral à esqueda de H em G

G
H
- Grupo quociente de G por H

hgi - Subgrupo cíclico de G gerado por g

N - Conjunto dos números naturais

Z - Conjunto dos números inteiros

≡ - Congruente
RG - Anel de grupo sobre o anel R.

ZG - Anel de grupo sobre os inteiros

[L : K] - Índice de K em L

supp (λ) - Suporte de λ

� (λ) - Função aumento

∆R (G) ou ∆ (G) - Ideal de aumento de RG

∆R (G,N) ou ∆ (G,N) - Núcleo da aplicação RG −→ R
¡
G
N

¢
U (R) - Grupos das unidades de R
U1 (ZG) - Grupo das unidades de aumento 1
NG (H) - Normalizador de H de G

(x, y) - Comutador de x e y

[x, y] = xy − yx - Produto de Lie de x e y

[R,R] - Grupo aditivo gerado por todos produto de Lie

Aut (G) - Grupo do Automorfismo de G

∼ - relação de conjugação no grupo
[G : A] - Índice de um subgrupo aditivo A em G

' - Isomorfo
∀ - Para todo
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P
- Soma

Z (G) - Centro do grupo G
γ2 (G) - Grupo dos comutadores de G

Zn (G) - n-ésimo termo da série central superior

Z1 (G) - Centro do grupo G
Cl (g) - Classe de conjugação de g em G

G0 - Subgrupo derivado
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Introdução

Este trabalho foi baseado no artigo “On The Normalizer Problem,” [4] no qual os

autores analisam o problema do normalizador.

Sejam G um grupo e ZG seu anel de grupo sobre os inteiros. Denotamos por U1 =
U1(ZG) o grupo das unidades normalizadas de ZG. Um problema interessante, o qual é

o objetivo deste trabalho, é determinar NU1(G), o normalizador de G em U1. Tem sido

conjecturado que

NU1(G) = GZ(U1), (NP)

(cf. [8, Problem 43, pg 305]), isto é, o normalizador de G em U1 é hG,Z(U1)i, onde Z(U1)
é o centro de U1.
Esta propriedade do normalizador (NP) tem sido provada para muitas classes de gru-

pos finitos. Para grupos infinitos, muito pouco é conhecido. A idéia central desta disser-

tação é apresentar o teorema da representação para unidades normalizadas que diz que

unidades no normalizador estão, até uma unidade trivial, determinada por uma unidade

no anel de grupo de um subgrupo normal finito. Tal resultado teve grande importância,

pois a partir dele foi possível mostrar que o problema do normalizador vale para várias

classes de grupos infinitos.

O trabalho é organizado como segue:

No capítulo 1, apresentamos os conceitos e resultados básicos sobre grupos, os quais

são essenciais aos demais capítulos.

No capítulo 2, apresentamos resultados básicos sobre anéis, módulos e anéis de grupos,

bem como, as estruturas básicas do grupo normalizador NU1(G).
Finalmente, no capítulo 3, mostramos o resultado principal onde, inicialmente, prova-

mos o teorema de representação para unidades normalizadas e, em seguida, mostramos

que o problema do normalizador vale para 3 classes importantes de grupos, a saber, gru-
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pos tais que ∆+(G) é sem 2-torção trivial, grupos periódicos com um 2-subgrupo de Sylow

normal e grupos localmente nilpotentes.
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Capítulo 1

Resultados Básicos

Neste capítulo apresentaremos alguns resultados básicos da teoria dos grupos que serão

necessários nos capítulos seguintes.

1.1 Grupos

Um conjunto não vazio G equipado com uma operação binária

∗ : G×G −→ G

(a, b) 7−→ a ∗ b

é um grupo se as seguintes condições são satisfeitas:

1. a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c, para todos a, b, c ∈ G.

2. Existe 1 ∈ G tal que 1 ∗ a = a ∗ 1 = a, para todo a ∈ G.

3. Para todo a ∈ G, existe b ∈ G tal que a ∗ b = b ∗ a = 1.

O grupo é abeliano ou comutativo se também vale a condição

4. a ∗ b = b ∗ a, para todos a, b ∈ G.

Com o objetivo de simplificar a notação usaremos ab em vez a ∗ b. A ordem ou cardi-

nalidade de um grupo G é o número de elementos de G e denotaremos por |G|.
Sejam G um grupo e H um subconjunto de G. Dizemos que H é um subgrupo de G,

em símbolos H ≤ G, se as seguintes condições são satisfeitas:

1



1. H 6= ∅;

2. ab−1 ∈ H, para todos a, b ∈ H.

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Dado a ∈ G, o conjunto

aH = {ah : ∀h ∈ H}

é chamado a classe lateral à esquerda de H em G determinada por a. De modo seme-

lhante, podemos definir a classe lateral à direita Ha de H em G. O conjunto de todas as

classes laterais à esquerda de H em G forma uma partição de G, que denotamos por G
H
.

Dados a, b ∈ G, dizemos que a é congruente a b módulo H se a−1b ∈ H, que denotamos

por a ≡ b (modH). É fácil verificar que ≡ é uma relação de equivalência em G e que a

classe de equivalência determinada por a é igual a classe lateral à esquerda aH. O elemento

a é chamado um representante da classe de equivalência. Um conjunto completo de

representantes das classes à esquerda (ou à direita) é chamado uma transversal à esquerda

(ou à direita) de H em G. É fácil verificar, também, que existe uma correspondência

biunívoca entre o conjunto das classes laterais à esquerda de H em G e o conjunto das

classes laterais à direita de H em G. A cardinalidade do conjunto das classes laterais à

esquerda (ou à direita) de H em G é chamado o índice de H em G, que denotamos por

[G : H].

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Dizemos que H é um subgrupo normal

de G, em símbolos H E G, se

Ha = aH,∀a ∈ G,

isto é,

aHa−1 = H, ∀a ∈ G.

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Então G
H
é um grupo com operação

aHbH = abH, para todos a, b ∈ G, se, e somente se, H é um subgrupo normal de G.

Neste caso, G
H
é chamado o grupo quociente de G por H.

Sejam G e H grupos. O produto cartesiano G×H equipado com a operação binária

componente a componente

(a, b) ∗ (g, h) = (ag, bh)

2



é um grupo com elemento identidade (1, 1) e (g−1, h−1) o inverso de (g, h). O grupo G×H

é chamado de produto direto (externo). De modo indutivo, obtemos que

G1 × · · · ×Gn

é um grupo. Em particular,

Gn = G× · · · ×G
n−vezes

.

Teorema 1.1 Sejam G um grupo e H, K subgrupos de G tal que K ≤ H. Então

[G : K] = [G : H][H : K].

¥

Corolário 1.1 (Teorema de Lagrange) Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de

G. Então

|G| = [G : H] |H| .

¥

Sejam X um subconjunto não vazio de G e

F = {H : H ≤ G e X ⊆ H}.

Então

hXi =
\
H∈F

H

é o menor subgrupo de G contendo X,o qual será chamado de subgrupo gerado por X. Se

X é um conjunto finito, digamos

X = {x1, . . . , xn},

denotaremos hXi por
hXi = hx1, . . . , xni.

Proposição 1.1 Sejam G um grupo e X um subconjunto não vazio de G. Então

hXi =
(

nY
i=1

xi : n ∈ N e xi ∈ X ∪X−1, i = 1, . . . , n

)
,

onde X−1 = {x−1 : x ∈ X}. ¥

3



Seja G um grupo. Dizemos que G é finitamente gerado se existir um subconjunto X

finito de G tal que

G = hXi.

Em particular, se X = {a}, então

G = hai = {an : n ∈ Z},

é chamado um grupo cíclico.

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. O conjunto

NG(H) = {g ∈ G : g−1Hg = H}

é chamado o normalizador de H em G. Dizemos que um subgrupo K normaliza H se

K ≤ NG (H).

Proposição 1.2 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Então:

1. NG(H) é um subgrupo de G que contém H;

2. H é um subgrupo normal NG(H);

3. Se K é um subgrupo de G tal que H é normal em K, então K ⊆ NG(H), isto é,

NG(H) é o maior subgrupo de G no qual H é normal;

4. H é um subgrupo normal de G se, e somente se, NG(H) = G. ¥

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. O conjunto

CG(H) = {g ∈ G : gh = hg,∀h ∈ H}

é chamado o centralizador de H em G. É fácil verificar que CG(H) é um subgrupo de G

contido no NG(H). Em particular,

CG(x) = {g ∈ G : gx = xg}, ∀x ∈ G.

Seja G um grupo. O conjunto

Z(G) = {g ∈ G : gx = xg,∀x ∈ G}

4



é chamado o centro de G. É fácil verificar que Z(G) é um subgrupo normal de G. Além

disso,

Z(G) =
\
x∈G

CG(x).

Sejam G e H grupos. Uma função ϕ de G em H é um homomorfismo de grupos se

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b),

para todos a, b ∈ G. Neste caso, a imagem de ϕ é o conjunto

Imϕ = {h : h = ϕ(g) para algum g ∈ G}
= {ϕ(g) : g ∈ G} .

O núcleo de ϕ é o conjunto

kerϕ = {g ∈ G : ϕ(g) = 1} .

É fácil verificar que Imϕ é um subgrupo de H e kerϕ é um subgrupo normal de G.

Um homomorfismo de grupos ϕ : G −→ H é um isomorfismo se ϕ é bijetora. Quando

existir um isomorfismo entre G e H, dizemos que G e H são isomorfos e denotamos por

G ' H. Um endomorfismo de um grupo G é um homomorfismo ϕ : G −→ G. Denotamos

por

End (G) = {ϕ : G −→ G : ϕ é um homomorfismo}.

Um automorfismo de um grupo G é um isomorfismo ϕ : G −→ G. Denotamos por

Aut (G) = {ϕ : G −→ G : ϕ é um isomorfismo}.

É fácil verificar que Aut (G) é um grupo com a operação composição.

Seja a ∈ G fixado. A função

σa : G −→ G

x 7→ axa−1

é um automorfismo de G chamado de automorfismo interno de G induzido por a. Deno-

tamos por

Inn(G) = {σa ∈ Aut (G) : a ∈ G}.

Sejam G grupo e H subgrupo de G. Dizemos que H é um subgrupo característico de

G se

ϕ(H) ⊆ H,∀ϕ ∈ Aut (G) .

5



Proposição 1.3 Sejam G grupo e H, K subgrupos de G. Se K é um subgrupo carac-

terístico de H e H normal em G. Então K é normal em G. ¥

Teorema 1.2 (1o Teorema de Isomorfismo) Seja ϕ : G −→ G1 um homomorfismo

de grupos. Então
G

kerϕ
' Imϕ.

¥

Teorema 1.3 (N/C Lema) Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Então:

1. CG(H) é um subgrupo normal do NG(H) e
NG(H)
CG(H) é isomorfo a um subgrupo de

Aut (H) .

2. Inn(G) E Aut (G) e G
Z(G) ' Inn(G). ¥

SejamG um grupo eH um subgrupo normal deG. Consideremos a função π : G −→ G
H

dado por π(a) = a = aH, é fácil verificar que, π é um homomorfismo de grupos sobrejetor,

o qual é chamado o homomorfismo canônico. Note que

π(1) = 1H = H, ker(π) = H e π(K) =
K

H
,

onde K ≤ G e H ⊆ K. Em particular, obtemos que todo subgrupo normal H de G é o

núcleo de algum homomorfismo.

Sejam G um grupo e Hi ≤ G, i = 1, . . . , n. Dizemos que G é o produto direto (interno)

de H1, . . . , Hn se as seguintes condições são satisfeitas:

1. Hi E G, i = 1, . . . , n

2. Todo g ∈ G pode ser escrito de modo único na forma g = h1 · · ·hn, hi ∈ Hi.

Proposição 1.4 Sejam G um grupo e Hi ≤ G, i = 1, . . . , n. Então G é um produto direto

(interno) de H1, . . . , Hn se, e somente se,

1. G = H1 · · ·Hn.

2. Hi E G, i = 1, . . . , n.

3. Hi ∩H1 · · ·Hi−1Hi+1 · · ·Hn = {e}, i = 1, . . . , n. ¥

6



Sejam G um grupo, H e N subgrupos de G. Dizemos que G é o produto semidireto

(interno) de N por H se as seguintes condições são satisfeitas:

1. G = NH;

2. N E G e H ≤ G;

3. N ∩H = {1}.

Notação: G = N oH.

1.2 Grupos Abelianos Finitamente Gerados

Sejam G um grupo abeliano e a ∈ G. Dizemos que a é um elemento de torção de G

se existir n ∈ N tal que
an = 1.

O conjunto

T (G) = {a ∈ G : o (a) <∞}

é um subgrupo chamado o subgrupo de torção de G. Se T (G) = {1}, dizemos que G é

um grupo livre de torção. Note que
G

T (G)

é livre de torção.

Teorema 1.4 Seja G um grupo abeliano finitamente gerado. Então:

G ' Zr × Zn1 × Zn2 × · · · × Zns ,

onde r, n1, n2, . . . , ns ∈ N com:

1. r ≥ 0 e ni ≥ 2;

2. ni+1 | ni, 1 ≤ i ≤ s− 1.

Além disso, a expressão acima é única. ¥

Corolário 1.2 Seja G um grupo abeliano finitamente gerado. Então T (G) é finito, G
T (G)

é livre de posto finito e

G ' T (G)× G

T (G)
.

¥
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1.3 Ações de Grupo

Sejam G um grupo e Ω um conjunto não vazio. Dizemos que G age sobre Ω se existir

uma aplicação

∗ : G× Ω −→ Ω,

com ∗(a, x) = ax, tal que as seguintes condições são satisfeitas:

1. a(bx) = (ab)x, para todos a, b ∈ G, x ∈ Ω;

2. 1x = x, para todo x ∈ Ω.

A aplicação ∗ é chamado a ação de G sobre Ω e Ω é chamado um G-conjunto. Se

|Ω| = n, então n é chamado o grau do G-conjunto Ω.

Exemplo 1.1 Sejam G = Sn e Ω = {1, 2, . . . , n}. Então Ω é um G-conjunto sob a ação

∗(σ, i) = σ(i), σ ∈ Sn, i ∈ Ω.

Observação 1.1 Existe uma correspodência biunívoca entre o conjunto de ações de G em

Ω e o conjunto de homomorfismo de G em SΩ. De fato, seja Ω um G-conjunto. Então

para cada a ∈ G fixado, a aplicação ϕa(x) = ax é uma permutação de Ω, pois

ϕa−1 ◦ ϕa(x) = ϕa−1(ax) = a−1(ax) = (a−1a)x = x,∀x ∈ Ω.

Logo, ϕa−1 ◦ϕa = id. De modo análogo, mostra-se que ϕa ◦ϕa−1 = id. Assim, a aplicação

ϕ : G −→ SΩ

dada por ϕ(a) = ϕa é um homomorfismo, pois

ϕab(x) = (ab)x = a(bx) = ϕa(bx) = ϕa(ϕb(x)) = ϕa ◦ ϕb(x), ∀x ∈ Ω.

Reciprocamente, suponhamos que ϕ : G −→ SΩ é um homomorfismo. Então é fácil

verificar que a aplicação

∗ : G× Ω −→ Ω,

definida por ∗(a, x) = ϕ(a)x é uma ação de G sobre Ω. Neste caso, dizemos que ϕ é uma

representação por permutação de G em SΩ.

8



Seja Ω um G-conjunto. Então

G0 = {a ∈ G : ax = x, ∀x ∈ Ω}

é um subgrupo normal de G. Dizemos que uma ação de G em Ω é fiel ou G age efetiva-

mente sobre Ω se ϕ : G −→ SΩ é um homomorfismo injetor ou, equivalentemente,

kerϕ = G0 = {1}⇔ ax = x,∀x ∈ Ω⇒ a = 1.

Seja G um grupo e Ω um conjunto não vazio. Então (g, a) −→ a é uma ação de G

sobre Ω, chamada ação trivial.

O conjunto

O (x) = {ax : a ∈ G}

é chamado a órbita de x. Dados x, y ∈ Ω, definimos x ∼ y se, e somente se, existe a ∈ G

tal que y = ax. É fácil verificar que ∼ é uma relação de equivalência em Ω e que O (x)

são as classes de equivalências de Ω. Logo,

Ω =
•[

x∈Ω
O(x).

Seja x ∈ Ω fixado, o conjunto

Gx = {a ∈ G : ax = x}

é um subgrupo de G chamado estabilizador de x em G.

Dizemos que G age transitivamente sobre Ω ou Ω é um G-conjunto transitivo, se para

quaisquer x, y ∈ Ω, existir a ∈ G com ax = y ou, equivalentemente, Ω = O(x), ∀x ∈ Ω.

Proposição 1.5 Seja G um grupo agindo em um conjunto não vazio Ω. Então

[G : Gx] = |O (x)| ,

para todo x ∈ Ω. Em particular, se G é finito, então |O (x)| divide |G| , para todo x ∈ Ω. ¥

Sejam G um grupo e Ω = G. A função ∗ : G × Ω −→ Ω dada por ∗(g, a) = gag−1 é

uma ação de G em Ω. Dado a ∈ Ω, a órbita de Ω

O(a) = {gag−1 : g ∈ G}

9



é chamada a classe de conjugação de Ω e será denotada por Cl(a). O estabilizador de a

Ga = {g ∈ G : gag−1 = a} = CG(a)

é o centralizador de a em G. Assim, pela Proposiçao acima,

|Cl(a)| = [G : CG(a)].

Sejam G um grupo finito e p um número primo. Dizemos que G é um p-grupo se sua

ordem é uma potência de p, isto é,

|G| = pn

para algum n ∈ N. Pelo Teorema de Lagrange, todo subgrupo de G é um p-grupo.

Seja G um grupo abeliano, dizemos que G é abeliano elementar se existe um inteiro

primo p tal que todos elementos diferente da identidade de G são de ordem p. Definimos

o expoente de um grupo G como sendo o menor inteiro positivo m tal que gm = 1, para

todo g ∈ G e o denotaremos por exp(G).

Seja G um grupo de ordem pnm, onde mdc(p,m) = 1. Um subgrupo H de G é um

p-subgrupo de Sylow de G se a ordem de H é pn.

Teorema 1.5 (Teoremas de Sylow) SejaG um grupo de ordem pnm, commdc(p,m) =

1. Então:

1. G contém um p-subgrupo de Sylow.

2. Se H é um p-subgrupo de Sylow de G e K qualquer p-subgrupo de G, então existe

a ∈ G tal que aKa−1 ⊆ H. Em particular, quaisquer dois p-subgrupos de Sylow de

G são conjugados.

3. O número np de p-subgrupos de Sylow de G é da forma 1+ kp, k ∈ Z+. Além disso,

np = [G : NG (H)],

para todo p-subgrupo de Sylow H de G e np | m.

Proposição 1.6 Sejam G um grupo, P um p-subgrupo de sylow de G e H um subgrupo

de G. Se NG (P ) ⊆ H, então

H = NG (H) .

¥
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1.4 Grupos Nilpotentes

Seja G um grupo. O comutador de dois elementos h, k ∈ G é definido por

(h, k) = h−1k−1hk.

O conjunto

G0 = h(h, k) : h, k ∈ Gi

é chamado subgrupo comutador ou subgrupo derivado de G. Mais geralmente, se H e K

são subconjuntos de G, então

(H,K) = h(h, k) : h ∈ H, k ∈ Ki

é um subgrupo de G.

Lema 1.1 Sejam x, y, e z elementos de um grupo G. Então:

1. (x, y) = 1 se, e somente se, xy = yx;

2. (x, y)−1 = (y, x) ;

3. (xy, z) = (x, z)y(y, z) = (x, z)((x, z), y)(y, z);

4. (x, yz) = (x, z)(x, y)z = (x, z)(x, y)((x, y), z). ¥

Proposição 1.7 Sejam G um grupo , x, y ∈ G e H um subgrupo de G. Então:

1. G é abeliano, se e somente se, G0 = {1} ;

2. H é normal em G se, e somente se, (H,G) é um subgrupo de H;

3. G0 é um subgrupo caracterísco de G. Em particular, G0 é normal em G;

4. G
G0 é abeliano;

5. Se H é um subgrupo de G, então H é normal e G
H
é abeliano se, e somente se,

G0 ⊆ H.

6. Se f : G −→ L é um homomorfismo de grupos e H, K subgrupos de G, então

f(H,K) = (f (H) , f (K)).

Em particular, f (G0) = (Im f)0. ¥
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Proposição 1.8 Se K é um subgrupo normal em G e K ≤ H ≤ G, então (H,G) ≤ K

se, e somente se,
H

K
≤ Z

µ
G

K

¶
¥

Uma série subnormal de um grupo G é uma sequência de subgrupos

G = G0 ⊇ G1 ⊇ · · · ⊇ Gn = {1}

tal que

Gi+1 E Gi, 0 ≤ i ≤ n.

O comprimento da série é o número de grupos fatores não triviais.

Seja G um grupo. A série central descendente

γ1(G) ⊇ γ2(G) ⊇ · · · γi(G) ⊇ · · ·

é definida, indutivamente, por

γ1(G) = G; · · · γi+1(G) = (γi(G), G).

Proposição 1.9 Seja G um grupo. Então

1. Cada γi(G) é um subgrupo característico de G;

2. γi+1(G) ≤ γi(G);

3. γi(G)
γi+1(G)

≤ Z
³

G
γi+1(G)

´
; ¥

Seja G um grupo. A série central ascendente

Z0(G) ⊆ Z1(G) ⊆ Z2(G) ⊆ · · · ⊆ Zn(G) · · ·

de G é definida, indutivamente, por

Z0(G) = {e}; · · · Zn+1(G) = {x ∈ G : (x,G) ⊆ Zn(G)}.

Proposição 1.10 Seja G um grupo. Então:

1. Cada Zn(G) é um subgrupo característico de G;
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2. Zn(G) ⊆ Zn+1(G) para todo n ≥ 0;

3. Se π : G −→ G
Zn(G) é a projeção canônica, então

Zn+1(G) = π−1
µ
Z G

Zn(G)

¶
.

Consequentemente, Zn+1(G)Zn(G) é o centro de G
Zn(G) . ¥

Dizemos que um grupo G é nilpotente se Zm(G) = G para algum m. O menor m tal

que Zm(G) = G é chamado a classe de nilpotência de G. Claramente temos que um grupo

abeliano é nilpotente, pois Z1(G) = Z(G) = G.

Lema 1.2 Subgrupos e grupos quocientes de grupos nilpotentes são nilpotentes. ¥

Proposição 1.11 Se H e K são nilpotentes então seu produto direto

H ×K

é nilpotente. ¥

Proposição 1.12 Se G é nilpotente e H ¯ G, então H ¯ NG (H) . ¥

Teorema 1.6 Seja G um grupo finito. Então as seguintes condições são equivalentes:

1. G é nilpotente.

2. Se H é um subgrupo próprio de G, então H é um subgrupo próprio de NG (H).

3. Todo subgrupo de Sylow de G é normal em G.

4. G é o produto direto de seus subgrupos de Sylow. ¥

Teorema 1.7 [7]Seja G um grupo nilpotente. Então, o conjunto T (G) é um subgrupo

característico e G
T (G)

é livre de torção. ¥

Seja X uma classe de grupos. Um grupo G é chamado poly-X se G tem uma série

{1} = G0 E G1 E . . . E Gn = G

tal que cada fator
Gi

Gi−1
, 1 ≤ i ≤ n,

pertence à classe X .
O Teorema 1.7 mostra que se G é um grupo nilpotente finitamente gerado então G

T (G)

é policíclico infinito e G é um policíclico-por- finito.
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Lema 1.3 [7]Seja X uma classe de grupos. Se X é fechado sobre subgrupos. Então a

classe de grupos poly-X também o é. ¥

Lema 1.4 (Poincaré) A interseção de um número finito de subgrupos de índice finito

em um grupo G é também de índice finito em G. ¥

Teorema 1.8 Seja G um grupo policíclico-por-finito. Então, G contém um subgrupo

característico H o qual é um policíclico-infinito e tal que G
H
é finito. ¥

Corolário 1.3 Sejam G um grupo nilpotente finitamente gerado. Então G contém um

subgrupo característico H livre de torção tal que G
H
seja finito. ¥

Seja G um grupo finito. Então G possui um único subgrupo nilpotente normal ma-

ximal que é chamado de subgrupo Fitting e que será denotado por Fit(G).

Sejam G um grupo e Π um conjunto de números primos. Dizemos que o elemento

x ∈ G é um Π-elemento se o(x) é divisível somente pelos primos em Π. Em particular,

temos a noção de um p-elemento. Similarmente, um grupo é chamado um Π-grupo se

|G| é divisível somente pelos primos em Π. Vamos denotar por Π(G) o conjunto do

divisores primos de |G|. O conjunto complementar dos primos em Π será denotado por

Π0. Portanto, temos também a noção de Π0 e p0 elementos, bem como Π0 e p0 grupos. Por

exemplo, um 20-elemento é simplesmente um elemento de ordem ímpar.

Se G é um grupo que contém um série de composição, então os grupos fatores desta

série são chamados de fatores de composição de G. Dizemos que G é Π-separável se toda

fator de composição de G é Π-grupo ou Π0-grupo.

Sejam G um grupo e H e K Π-subgrupos normais de G. Então HK também o é.

Assim, G possui um único Π-subgrupo normal maximal, o qual denotamos por OΠ(G).

Claramente, OΠ(G) é característico. Além disso, por definição deOΠ(G), obtemosOΠ(G) =

{1}, onde
G =

G

OΠ(G)
.

Em G, consideremos o único Π0-subgrupo normal maximal OΠ0(G) e denotemos sua im-

agem inversa em G por

OΠ,Π0(G).

Teorema 1.9 [3, Theorem3.2, pg.228]Se G é Π-separável e G = G
OΠ0(G)

, então

CG(OΠ(G)) ⊆ OΠ(G).
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Em particular, se OΠ0(G) = {1}, então CG(OΠ(G)) ⊆ Z(OΠ(G)). ¥

1.5 Grupos FC

Lema 1.5 Seja G um grupo. Então o conjunto

Φ(G) = {x ∈ G : [G : CG(x)] <∞}

é um subgrupo característico de G

Prova. Dados g, h ∈ Φ(G)

CG(gh−1) ⊇ CG(g) ∩ CG(h−1) = CG(g) ∩ CG(h)

Logo, pelo Lema 1.4,

[G : CG(gh−1)] ≤ [G : CG(g) ∩ CG(h)] <∞.

Portanto, gh−1 ∈ Φ(G). Finalmente, se ϕ ∈ Aut(G) temos

[G : CG(ϕ(g))] = [G : CG(g)] <∞

Portanto, ϕ(g) ∈ Φ(G). ¥

O subgrupo característico Φ(G) é chamado de subgrupo FC de G. Em particular,

quando Φ(G) = G, dizemos que G é um grupo FC. Note que todos os grupos abelianos

e todos os grupos finitos são grupos FC.

Lema 1.6 Seja G um grupo FC. Então subgrupos e grupos quocientes de G são grupos

FC. ¥

Lema 1.7 Seja G um grupo FC finitamente gerado. Então [G : Z(G)] é finito.

Prova. Sejam x1, . . . , xn ∈ G tais que

G = hx1, . . . , xni.

Como

[G : CG(xi)] <∞, 1 ≤ i ≤ n

e

Z(G) =
n\
i=1

CG(xi)

temos, pelo Lema 1.4, que [G : Z(G)] <∞. ¥
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Lema 1.8 (Schur) Seja G um grupo tal que [G : Z(G)] = n. Então G0 é finito e

|G0| ≤ (n2)n3.

¥

Seja G um grupo. Dizemos que G é localmente finito se todo subgrupo finitamente

gerado de G é finito.

Teorema 1.10 Seja G um grupo FC. Então G0 é um subgrupo de torção e T (G) é um

subgrupo característico localmente finito. Além disso, se G é finitamente gerado, então G0

é finito. ¥

Lema 1.9 Seja G um grupo FC finitamente gerado. Então existe um subgrupo H de G

tal que

1. [G : H] <∞.

2. T (H) = {1}.

3. H é um subgrupo característico.

Prova.Como G é FC finitamente gerado, temos, pelo Lema 1.7, que [G : Z(G)] <∞ e,

Z(G) é finitamente gerado e abeliano. Portanto,

Z(G) = T (Z(G))×H,

H ' Zm, para algum m ∈ N, tal que T (H) = {1}. H E G, pois H ⊆ Z(G).

[Z(G) : H] = |T (Z(G))| <∞.

Como

[G : H] = [G : Z(G)][Z(G) : H],

temos que [G : H] <∞ e T (H) = {1}. ¥

Lema 1.10 Seja G um grupo FC. Então existe um subgrupo normal H de G tal que

1. T (H) = {1};

2. G
H
é um grupo de torção.
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Prova.1. Se T (G) = G, nada há para ser provado. Caso contrário, existe g0 ∈ G tal que

o(g0) =∞. Seja
N =

­
x−1g0x : x ∈ G

®
.

Então N é normal em G e finitamente gerado, pois g0 ∈ Φ(G) = G. Pelo Lema 1.9, existe

um subgrupoH deN tal queH é um subgrupo característico, T (H) = {1} e [N : H] <∞.
Logo, pela Proposição 1.3, H é um subgrupo normal de G.

2. A família

F = {K : {1} 6= K E G e T (K) = {1}}.

é não vazia, pelo item 1 e parcialmente ordenada por inclusão. Seja F 0 qualquer subfamília
totalmente ordenada de F . Então

H =
[

K∈F 0
K

é um subgrupo normal de G. De fato, H 6= ∅, pois 1 ∈ K, para todo K ∈ F 0. Dados
x, y ∈ H, existemK1,K2 ∈ F 0 tais que x ∈ K1 e y ∈ K2. Assim, xy−1 ∈ K1 ou xy−1 ∈ K2,

pois K1 ⊆ K2 ou K2 ⊆ K1. Logo xy−1 ∈ H, isto é, H é um subgrupo de G. Agora, dados

g ∈ G e h ∈ H, existe K ∈ F 0 tal que h ∈ K. Logo,

g−1hg ∈ K

e, assim, g−1hg ∈ H, isto é, H é normal em G. Além disso, se h ∈ T (H), então existe

K ∈ F 0 tal que h ∈ K. Assim, h ∈ T (K) = {1}, isto é, h = 1 e, portanto, T (H) = {1}.
Portanto, H ∈ F . Isto prova que cada subfamília totalmente ordenada de F tem uma

cota superior em G. Assim, pelo Lema de Zorn, existe M ∈ F maximal.

Seja π : G → G a projeção canônica, onde G = G
M
. Então, pelo Lema 1.6, G é um

grupo FC. Suponhamos que T (G) 6= G, isto é, existe g0 ∈ G tal que o(g0) =∞ e

hg0i E G.

Então, pelo item 1., existe {1} 6= K E G tal que T (K) = {1}. SejaM0 = π−1(K). Então,

pelo Teorema da Correspondência, M0 é um subgrupo normal de G, com M ⊆M0, pois

M = π−1(
­
1
®
) ⊆ π−1(K) =M0.

Sejam h ∈ T (M0) ⊂M0 e h = π(h). Então
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π|hhi : hhi→ π(hhi)

é injetora, pois T (M) = {1}. Logo, hhi ' π(hhi). Assim, o(π(h)) = o(h) < ∞. Mas

π(h) ∈ π(M0) = K e π(h) ∈ T (K) = {1}. Portanto,

1 = o(π(h)) = o(h).

Logo, h = 1 e T (M0) = {1}. Assim, M0 ∈ F , com M Ã M0, o que contradiz a maxima-

lidade de M. Portanto, G = T (G). ¥

1.6 Derivações

Sejam K e Q grupos. Dizemos que um grupo G é uma extensão de K por Q se G

contém um subgrupo normal H tal que

H ' K com
G

H
' Q.

Sejam G um grupo,K e Q subgrupos de G. Dizemos que Q é um complemento de K em

G se

K ∩Q = {1} e KQ = G.

Uma tripla ordenada (Q,K, θ) é chamada uma data se K é um grupo abeliano, Q

um grupo e θ : Q → Aut(K) é um homomorfismo de grupos. Dizemos que um grupo G

realiza esta data se G é uma extensão de K por Q e para qualquer transversal T : Q→ G,

ax = θ(a) = T (x)−1aT (x),∀x ∈ Q e a ∈ K.

Seja (Q,K, θ) uma data , onde θ é um homomorfismo, não necessariamente trivial, que

induz uma ação de Q em K. Uma derivação ou homomorfismo cruzado é uma função

d : Q→ K

tal que d(xy) = d(x)yd(y), para todos x, y ∈ Q, onde d(x)y = y−1d(x)y. Note que d(1) = 1

e d(x−1) = (xd(x)x−1)−1.

O conjunto de todas as derivações de Q em K será denotado por

Der(Q,K).
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Em particular, se θ é trivial, então

Der(Q,K) = Hom(Q,K).

O conjunto Der(Q,K) pode ser equipado com uma estrutura de grupo abeliano do

seguinte modo:

(d+ d0)(x) = d(x)d0(x),∀d, d́ ∈ Der(Q,K) e x ∈ Q,

com elemento identidade é 0 e −d é a inversa de d.
Para cada a ∈ K, a função da : Q → K definida por da(x) = (x, a) é uma derivação.

De fato, dados x, y ∈ Q,

da(xy) = (xy, a)

= (x, a)y(y, a)

= da(x)
yd(y).

Neste caso, dizemos que da é uma derivação interna. O subconjunto de todas as derivações

internas será denotado por

Inn(K,Q).

Dados a, b ∈ K, obtemos

dab−1(x) = (x, ab−1)

= (x, b)−1(x, a)

= (x, a)(x, b)−1,

pois K é abeliano. Assim,

dab−1(x) = da(x)db(x)
−1

= da(x)− db(x)

= (da − db)(x),∀x ∈ Q.

Portanto, Inn(Q,K) é um subgrupo normal de Der(Q,K).

Seja (Q,K, θ) uma data. O grupo quociente

H1(Q,K) =
Der(Q,K)

Inn(Q,K)

é chamado de primeiro grupo de cohomologia.
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Observação 1.2 Se H1(Q,K) = {0}, então toda derivação é interna.

Lema 1.11 (Schur-Zassenhauss) [5]Sejam G um grupo finito e N um subgrupo normal

em G tal que mdc(|N | , [G : N ]) = 1. Então existe um subgrupo H de G tal que

G = N oH.

Além disso, se K for outro subgrupo de G tal que

G = N oK

então K = g−1Hg, para algum g ∈ G. ¥

Corolário 1.4 Se mdc(|Q| , |K|) = 1, então H1(Q,K) = {0}. ¥
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Capítulo 2

Anéis de Grupos

Neste capítulo apresentaremos alguns resultados básicos sobre anéis e anéis de grupos

necessários para o desenvolvimento do próximo capítulo.

2.1 Anéis

Um anel é um conjunto não vazio R equipado com duas operações binárias, adição

(x, y)→ x+ y e multiplicação (x,y)→ xy, tal que as seguintes propriedades valem:

1. R é um grupo comutativo sob a adição.

2. x(yz) = (xy)z, para todos x, y, z ∈ R.

3. x(y + z) = xy + xz, (x+ y)z = xz + yz, para todos x, y, z ∈ R.

Se um anel R satisfaz as propriedades:

4. Existe 1 ∈ R tal que x1 = 1x = x, para todo x ∈ R, dizemos que R é um anel com

identidade.

5. xy = yx, para quaisquer x, y ∈ R, dizemos que R é um anel comutativo

Se um anel R satisfaz a propriedade:

6. Para todos x, y ∈ R, xy = 0 ⇒ x = 0 ou y = 0, dizemos que R é um anel sem

divisores de zero. Caso contrário, dizemos que R é um anel com divisores de zero.

Dizemos que um elemento x ∈ R, x 6= 0, é regular se x não é divisor de zero. Se R é

um anel comutativo, com identidade e sem divisores de zero, dizemos que R é um domínio.
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Um elemento x ∈ R é dito uma unidade de R se existir y ∈ R, tal que xy = yx = 1.

Denotaremos por U(R) o conjunto de todas as unidades de R. Se

U(R) = R∗ = R− {0},

dizemos que R é um corpo.

Sejam R um anel com identidade e x ∈ R. Se n ∈ Z, definimos nx ∈ R por

nx =


(n− 1)x+ x, se n > 0

0, se n = 0

(−n)(−x), se n < 0

Sejam R um anel com identidade e S = {n ∈ N : na = 0,∀a ∈ R}. Se S é não vazio,
então pelo princípio da boa ordenação, S contém um menor elemento, digamos k ∈ S. O

elemento k é chamado de característica do anel R. Caso contrário, dizemos que R tem

característica zero.

Um subconjunto não vazio S de um anel R com unidade é um subanel de R se as

seguintes condições são satisfeitas:

1. para todos x, y ∈ S, tem-se x− y ∈ S;

2. para todos x, y ∈ S, tem-se xy ∈ S;

3. 1 ∈ S.

Um subconjunto não vazio I de um anel R é um ideal à esquerda (à direita) de R se

as seguintes condições são satisfeitas:

1. para todos x, y ∈ I, tem-se x− y ∈ I;

2. Para todo x ∈ I e r ∈ R, tem-se rx ∈ I (xr ∈ I).

Um subconjunto não vazio I de um anel R é um ideal de R se as seguintes condições

são satisfeitas:

1. para todos x, y ∈ I, tem-se x− y ∈ I;

2. Para todo x ∈ I e r ∈ R, tem-se rx ∈ I e xr ∈ I.
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Um ideal I do anel R tal que I 6= 0 e I 6= R é chamado ideal próprio.

Sejam R um anel e I um ideal à esquerda de R. Dizemos que I é minimal se as

seguintes condições são satisfeitas:

1. I 6= {0};

2. Se J um ideal à esquerda de R tal que J 6= {0} e J ⊆ I, então J = I.

Sejam R e S dois anéis. Uma função φ : R −→ S é um homomorfismo de anéis se as

seguintes condições são satisfeitas:

1. φ(x+ y) = φ(x) + φ(y), para todos x, y ∈ R;

2. φ(xy) = φ(x)φ(y), para todos x, y ∈ R.

Um homomorfismo de anéis φ : R −→ S é um isomorfismo se φ é bijetora. Quando

existir um isomorfismo entre R e S dizemos que R e S são isomorfos e denotaremos por

R ' S.

Teorema 2.1 Sejam R e S anéis e φ : R −→ S um homomorfismo de anéis. Então

G

kerφ
' Imφ.

¥

Seja R um anel comutativo com unidade. Um módulo V sobre R é um grupo comu-

tativo aditivo, junto com uma função

R× V −→ V, (r,v) 7−→ rv,

tal que as seguintes condições são satisfeitas:

1. r(sv) = (rs)v, para todos r, s ∈ R e v ∈ V .

2. r(u+ v) = ru+ rv, para todo r ∈ R e u,v ∈ V .

3. (r + s)v = rv + sv, para todos r, s ∈ R e v ∈ V .

4. 1v = v, para todo v ∈ V .

23



Note que, se R é um corpo, então um módulo V sobre R é um espaço vetorial sobre

R.

Um subconjunto W de um módulo V sobre R é um submódulo de V se:

1. Para todo w1,w2 ∈W , tem-se w1 −w2 ∈W ,

2. Para todo r ∈ R e w ∈W , tem-se rw ∈W .

Sejam S um subconjunto de um módulo V sobre R e

A = {W :W é submódulo de V e S ⊂W}.

Então

hSi =
\
W∈A

W

é o menor submódulo de V contendo S e será chamado de submódulo gerado por S sobre

R.

Seja V um módulo sobre R. Se v ∈ V pode ser escrito como

v =
Xn

i=1
rivi : ri ∈ R e vi ∈ V,

então dizemos que v é uma combinação linear dos elementos v1, . . . ,vn sobre R. Neste

caso, o conjunto de todas as combinações lineares de v1, . . . ,vn é o submódulo

hv1, . . . ,vni =
(

nX
i=1

rivi : ri ∈ R

)
,

gerado por v1, . . . ,vn. Quando existe um subconjunto finito S de um módulo V sobre R

tal que V = hSi, dizemos que V é um módulo finitamente gerado sobre R. Se S = {v},
isto é, S consiste de um único elemento, temos

hvi = {rv : r ∈ R}

e hvi será chamado de submódulo cíclico gerado por v sobre R.
Uma seqüência finita v1, . . . ,vn de elementos de um módulo V sobre R é chamada

linearmente independente se

nX
i=1

rivi = 0⇒ r1 = r2 = · · · = rn = 0.

Caso contrário, dizemos que a seqüência é linearmente dependente. Um subconjunto S

de um módulo V sobre R é dito linearmente independente se qualquer seqüência finita de
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elementos distintos de S é linearmente independente. Caso contrário, S é dito linearmente

dependente.

Um subconjunto S de um módulo V sobre R é dito uma base sobre R se as seguintes

propriedades valem:

1. V = hSi.

2. S é linearmente independente.

Um módulo V sobre R é chamado de módulo livre sobre R se possui uma base. A

cardinalidade da base sobre R é chamada de posto de V sobre R.

Um R-módulo M é chamado semisimples (completamente redutível) se todo submó-

dulo de M é um somando direto. Um anel R é chamado semisimples se R visto como

R-módulo é semisimples.

Teorema 2.2 Seja R um anel. As seguintes afirmações são equivalentes:

1. Todo R-módulo é semisimples.

2. R é um anel semisimples.

3. R é soma direta de um número finito de ideais a esquerda minimais. ¥

Proposição 2.1 Seja

R = L1 ⊕ · · ·⊕ Lt,

onde Li são ideais à esquerda minimais de R. Então existe uma família

{e1, . . . , et}

de elementos de R tais que:

1. ei 6= 0 é um idempotente, 1 ≤ i ≤ t.

2. Se i 6= j, então eiej = 0.

3. 1 = ei + · · ·+ et.

4. Cada ei não pode ser escrito como ei = e0i+ ei, onde e
0
i, e


i são idempotentes tais que

e0i, e

i 6= 0 e e0i · ei = 0, 1 ≤ i ≤ t.
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5. Li = Rei = heii, 1 ≤ i ≤ t.

Reciprocamente, se existir uma família de idempotentes satisfazendo as condições 1 a

4 acima, então os ideais Li = Rei são ideais à esquerda minimais de R tais que

R = L1 ⊕ · · ·⊕ Lt.

¥

Uma família de idempotentes {e1, · · · , et} de um anel R satisfazendo as condições 1.,

2. e 3. do Teorema acima é chamada uma família completa de idempotentes ortogonais.

Um idempotente satisfazendo a condição 4. acima é chamado primitivo.

Um anel R é chamado simples se, e somente se, os únicos ideais são {0} e R.

Teorema 2.3 Seja R um anel semisimples tal que

R = L1 ⊕ · · ·⊕ Lt,

onde Li são ideais minimais de R. Então existe uma família

{e1, . . . , et}

de elementos de R tais que:

1. ei 6= 0 é um idempotente central, 1 ≤ i ≤ t.

2. Se i 6= j, então ei · ej = 0.

3. 1 = ei + · · ·+ et.

4. ei não pode ser escrito como ei = e0i + ei, onde e
0
i, e


i são idempotentes centrais tais

que

e0i, e

i 6= 0 e e0i · ei = 0, 1 ≤ i ≤ t.

¥

Os elementos {e1, . . . , et} no teorema acima são chamados idempotentes centrais pri-
mitivos de R.

Seja V um espaço vetorial sobre um corpo F . Então o conjunto de todos os operadores

lineares invertíveis sobre V será denotado por

GL(V ).

Seja G um grupo finito agindo em V . Dizemos que a ação de G sobre V é linear se
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1. a (v +w) = av+ aw, para todo a ∈ G e v,w ∈ V ;

2. a (xv) = x (av), para todo a ∈ G, x ∈ F e v ∈ V .

Observação 2.1 Existe uma correspodência biunívoca entre o conjunto de ações lineares

de G em V e o conjunto de homomorfismos de G em GL(V ).

Um homomorfismo ϕ : G −→ GL(V ) é chamado de representação linear de G em V .

Neste caso, dizemos que V é o espaço de representação e a dimensão da representação ϕ

é a dimensão de V. Se ρ e ϕ são representações do grupo G com espaços de representações

V1 e V2, respectivamente, então dizemos que ρ e ϕ são representações equivalentes ou

isomorfas se existir um isomorfismo T de V1 sobre V2 tal que

Tρ(a) = ϕ(a)T, ∀a ∈ G.

Sejam dimV = n,

Mn(F ) = {A : A é uma matriz de ordem n sobre F}

e

GL n(F ) = {A ∈Mn(F ) : det(A) 6= 0}.

Então fixada uma base para V sobre F podemos definir um isomorfismo entre GL(V ) e

GLn(F ) associando cada elemento de GL(V ) a sua matriz na base fixada em GLn(F ).

Uma representação matricial de G sobre F de grau n é um homomorfismo φ : G −→
GLn(F ). Assim, se

T : GL n(F ) −→ GL(V )

é um isomorfismo, então

Tφ : G −→ GL(V )

é uma representação de G. De modo análogo, a cada representação de G,

φ : G −→ GL(V ),

podemos associar uma representação matricial

T−1φ : G −→ GL n(F ).
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Por causa disto, não faremos distinção explícita entre representação e representação ma-

tricial. Seja

φ : G −→ GL n(F )

definida por φ(a) = I, para todo a ∈ G. Então φ é claramente uma representação de G,

e é chamada de representação trivial quando n = 1.

Observação 2.2 Uma representação de dimensão 1 de um grupo G é um homomorfismo

ψ : G −→ F ∗.

Exemplo 2.1 (A representação natural) Se G = Sn, então existe uma representação

natural em termos de matrizes de permutação. Denotaremos esta representação por ρN .

Seja

{v1,v2, . . . ,vn}

uma base para V . Definimos a transformação linear de V em V por

ρN(σ)(vi) = vσ(i), σ ∈ G.

Exemplo 2.2 (A representação regular) Sejam G um grupo de ordem n e V um es-

paço vetorial de dimensão n com uma base

{va : a ∈ G}.

Definimos uma transformação linear de V em V por

ρR(a)vh = vah, a, h ∈ G.

Isto é a representação regular de G. Em termos de matrizes, é conveniente ordenar os

elementos ai ∈ G, i = 1, 2, . . . , n. Então

ρR(ak) =

 1 se, ai = akaj

0 se, ai 6= akaj

e isto produz uma representação matricial de G por matrizes de permutação.

2.2 Anéis de Grupos

Sejam R um anel e G um grupo. O suporte de uma função λ : G → R é o conjunto

de todos os g ∈ G tais que λ(g) 6= 0, isto é,

supp(λ) = {g ∈ G : λ(g) 6= 0}.
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Seja

RG = {λ =
X
g∈G

λ(g)g : λ(g) ∈ R e |supp(λ)| <∞}

o conjunto das somas formais sobre R tais que supp(λ) seja finito. Dados

λ =
X
g∈G

λ(g)g, µ =
X
g∈G

µ(g)g ∈ RG,

dizemos que

λ = µ⇔ λ(g) = µ(g), ∀g ∈ G.

Definimos em RG duas operações binárias, adição e multiplicação, por

λ+ µ =
P
g∈G
(λ(g) + µ(g))g e λµ =

P
k∈G

ν(k)k,

onde

ν(k) =
X
gh=k

λ(g)µ(h) =
X
g∈G

λ(g)µ(g−1k).

Note que, estas operações são bem definidas, pois

supp(λ+ µ) ⊆ supp(λ) ∪ supp(µ) e supp(λµ) ⊆ supp(λ) · supp(µ).

Com estas operações RG é um anel, o qual será chamado de anel de grupo. Apagando as

componentes zero da soma formal λ podemos escrever

λ =
nP
i=1

λigi,

onde n = |supp(λ)|. Note que rg = gr, para todos r ∈ R e g ∈ G e, assim,

(λ(g)g)(µ(h)h) = λ(g)µ(g)gh, ∀g, h ∈ G.

Seja

S = {r · eG : r ∈ R} = ReG,

onde eG é o elemento identidade de G. Então S é um subanel de RG isomorfo a R. Assim,

podemos identificar

R com ReG.

Portanto, 1 é o elemento identidade de RG. De modo análogo, identificamos

G com 1G.

Com estas identificações

rλ =
nP
i=1

(rλi)gi, ∀r ∈ R.

Deste modo RG é um módulo livre sobre R com os elementos de G como uma base.
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Observação 2.3 RG é um anel comutativo se, e somente se, G e R são comutativos.

A função ε : RG→ R definida por

ε(λ) = ε

ÃX
g∈G

λ(g)g

!
=
X
g∈G

λ(g)

é um homomorfismo sobrejetor de anéis, chamada de função de aumento de RG. O

∆R(G) = ker ε = {λ =
X
g∈G

λ(g)g ∈ RG :
X
g∈G

λ(g) = 0}

é chamado o ideal de aumento de RG.

Seja N um subgrupo normal de G. Então a função ϕ : RG→ R
¡
G
N

¢
definida por

ϕ(λ) = ϕ

ÃX
g∈G

λ(g)g

!
=
X
g∈G

λ(g)gN

é um homomorfismo de anéis, com

∆R(G,N) = kerϕ =

(X
g∈G

λ(g)g ∈ RG :
X
g∈G

λ(g)gN = 0

)
.

Como

G =
kS
i=1

giN, onde k = [G : N ]

temos que

α =
X
g∈G

α(g)g =
kX
i=1

X
n∈N

α(gin)gin =
kX
i=1

gi

ÃX
n∈N

α(gin)n

!
.

Note que

α ∈ ∆R(G,N)⇔ ϕ (α) = 0⇔
kX
i=1

X
n∈N

α(gin)ϕ (gi)ϕ (n) = 0

⇔
kX
i=1

ÃX
n∈N

α(gin)

!
ϕ (gi) = 0⇔

X
n∈N

α(gin) = 0,∀i.

Portanto,

α =
kX
i=1

gi

ÃX
n∈N

α(gin)n

!

=
kX
i=1

gi

ÃX
n∈N

α(gin)n−
X
n∈N

α(gin)

!

=
kX
i=1

gi
X
n∈N

α(gin) (n− 1) ∈ hx− 1 : x ∈ NiRG .

Em particular, ∆R (G) = ∆R (G,G).
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Observação 2.4 Se G é finito e R é comutativo, então ∆R (G) é um R-módulo livre de

posto |G|− 1.

2.3 Unidades Triviais

Seja G um grupo. Denotamos por

U (ZG) = {α ∈ ZG : α é inversível} ,

o grupo das unidades de ZG e

U1 (ZG) = {α ∈ U (ZG) : ε (α) = 1} ,

o grupo das unidades normalizadas de ZG. Os elementos ±g são unidades em ZG com

inverso ±g−1. Estas unidades são chamadas unidades triviais.

Observação 2.5 Seja u ∈ U(ZG). Então ε(u) = ±1. Portanto, podemos escrever

U(ZG) = ±U1(ZG).

A álgebra do grupo complexo CG tem uma involução: para γ =
X
g∈G

γ(g)g, seja γ∗ =X
g∈G

γ(g)g−1, onde − denota o conjugado complexo. Então para todos γ, β ∈ ZG e c ∈ Z
temos que:

1. (γ + β)∗ = γ∗ + β∗

2. (γβ)∗ = β∗γ∗

3. (γ∗)∗ = γ

4. (cγ∗) = cγ∗

Além disso,

γγ∗(1) =
X
(γ(g))2,

o que implica que γγ∗ = 0 se, e somente se, γ = 0.

Proposição 2.2 Para γ ∈ ZG, γγ∗ = 1 se, e somente se, γ = ±g, g ∈ G.
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Prova. Claramente se γ = ±g, γ∗ = ±g−1 e γγ∗ = 1. Reciprocamente, suponhamos que

γ =
X
g∈G

γ(g)g, γ∗ =
X
g∈G

γ(g)g−1, com γγ∗ = 1.

Então

1 = γγ∗ =
X
g∈G

γ2(g) · 1 +
X
g 6=1

γ(g)g.

Logo, X
g∈G

γ2(g) = 1

e, portanto, γ(g0) = ±1 para um único g0, pois γ(g) ∈ Z,∀g ∈ G. Assim,

γ =
X
g∈G

γ(g)g =
X

γ(g0)g0 +
X
g 6=g0

γ(g)g = ±g0.

¥

Proposição 2.3 (Berman-Higman) Sejam G um grupo de ordem n e α =
X
g∈G

α(g)g ∈

ZG, tal que αm = 1. Se α (1) 6= 0, então α = ±1.

Prova. Sejam ρR : G −→ GL(n,C) a representacão regular e ρR : CG−→Mn (C) a

extensão de ρ∗R a CG,

ρ∗R (β) = ρ∗R

ÃX
g∈G

β(g)g

!
=
X
g∈G

β(g)ρR (g) .

Em particular,

ρ∗R (α) =
X
g∈G

α(g)ρR (g) .

Sendo ρR(g) uma matriz de permutação tem-se que

tr (ρR (g)) =

 0 se g 6= 1
|G| se g = 1.

Assim, se g = 1, então tr (ρ∗R (α)) = α (1)n. Como αm = 1 temos que ρ∗R (α)
m = I e logo

ρ∗R (α) é raiz do polinômio x
m− 1. Logo, o polinômio minimal é divisor de xm− 1. Como

xm−1 se decompõe em fatores lineares distintos emC [x] temos que ρ∗R (α) é diagonalizável
e sua matriz é semelhante a

A =


�1 · · · 0
...
. . .

...

0 · · · �n

 .
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Mas então

I = Am =


�m1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · �mn

 ,

onde �i, 1 ≤ i ≤ n, são as raízes m-ésima da unidade. Assim,

nα (1) = tr (ρ∗R (α)) = �1 + · · ·+ �n

⇒ |α (1)| =

¯̄̄̄
¯

nX
i=1

�i

¯̄̄̄
¯

n
≤

nX
i=1

|�i|

n
≤ 1.

Sendo 0 6= α (1) ∈ Z, obtemos a igualdade e, assim,

�1 = �2 = · · · = �n.

Logo, �1 = α (1) = ±1 e o polinômio característico de

ρ∗R (α) = �1I = ±I = ρ∗R (±1)

sendo ρ∗R injetora segue que α = ±1. ¥

Corolário 2.1 Sejam γ ∈ Z(U(ZG)), de ordem finita, e G um grupo finito. Então γ é

da forma ±g, com g ∈ Z (G) .

Prova. Seja

γ =
X
g∈G

γ (g) g

um elemento central de ordem finita m. Suponhamos que

γ (g0) 6= 0

para algum g0 ∈ G. Então γg−10 é também uma unidade de ordem finita em ZG. Além

disso, temos que o coeficiente de 1 na expressão de γg−10 é γ(g0) 6= 0. Pela Proposição 2.3
obtemos que,

γg−10 = ±1.

Portanto,

γ = ±g0.

¥
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Teorema 2.4 Seja G um grupo finito. Então T (Z(U(ZG))) = Z(G). ¥

Lema 2.1 Seja G é um grupo ordenado. Então U1 (ZG) = ±G.

Prova. Suponhamos que

u =
tX

i=1

uigi, u
−1 =

lX
i=1

vihi ∈ U1 (ZG) ,

com

g1 < g2 < · · · < gt e h1 < h2 < · · · < hl.

Multiplicando u por u−1, obtemos

1 = uu−1

=

Ã
tX

i=1

uigi

!Ã
lX

i=1

vihi

!

=
tX

i=1

lX
j=1

uivjgihj

= u1v1g1h1 + · · ·+ utvlgthl,

com g1h1 o menor e gthl o maior dos produtos {gihj}. Assim,

g1h1 = 1 = gthl ⇒ h1 = g−11 e hl = g−1t ,

por outro lado

g1 < gt ⇒ g−11 > g−1t .

Logo,

h1 = g−11 e hl = g−1t ⇒ h1 > hl,

o que é uma contradição. Portanto, U1 (ZG) = ±G. ¥

Teorema 2.5 (Kaplansky) [7]Sejam G um grupo finito e K um corpo de característica

0. Suponha que e = e2 =
P

e(g)g ∈ KG. Então

1. 0 ≤ e(1) ≤ 1,

2. e(1) = 0⇔ e = 0, e e(1) = 1⇔ e = 1. ¥

Teorema 2.6 (Passman-Bass) [7]Sejam γ ∈ ZG, γm = 1 e γ 6= ±1. Então γ(1) = 0.¥
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Corolário 2.2 Suponhamos que γ ∈ ZG tem a propriedade de comutar com γ∗. Se γ é

uma unidade de ordem finita, então γ = ±g0 para algum g0 ∈ G.

Prova. Seja n a ordem de γ , como γγ∗ = γ∗γ, temos que (γγ∗)n = 1. Além disso,

(γγ∗)(1) =
P

γ(g)2 6= 0.

Pelo Teorema 2.6, temos que γγ∗ = 1. Consequentemente
P

γ(g)2 = 1. Portanto, existe

um único coeficiente γ(g0) o qual é diferente de zero. Assim, concluímos que γ = ±g0. ¥

Sejam R um anel e x, y ∈ R. O comutador de Lie de x e y é o elemento

[x, y] = xy − yx

e [R,R] é um subgrupo aditivo de R gerado por todos os comutadores de Lie [x, y] , x, y ∈
R.

Sejam G um grupo e R um anel comutativo. Então [RG,RG] é um R-módulo com a

ação

r [x, y] = [rx, y] ,∀x, y ∈ RG e r ∈ R.

Para α =
X
g∈G

α(g)g ∈ RG, definimos

eα(g) =X
h∼g

α(h),

onde ∼ denota a conjugação em G, isto é, h = aga−1, para algum a ∈ G. Isto é a soma

dos coeficicientes de α na classe de conjugação de g.

Lema 2.2 Sejam G um grupo e R um anel comutativo. Então:

1 [RG,RG] = {
nP
1

ri[gi, hi] : n ∈ N, gi, hi ∈ G}

2 Seja α ∈ [RG,RG]. Então eαg = 0, para todo g ∈ G. Em particular, αz = 0, para todo

z ∈ Z (G).

Prova. 1. Sejam

β =
X
g∈G

β(g)g, γ =
X
g∈G

γ(g)g ∈ RG.
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Então

[β, γ] =

"X
g∈G

β(g)g,
X
h∈G

γ(h)h

#
=

X
g,h∈G

β(g)γ(h) [g, h]

=
X
g,h∈G

β(g)γ(h) (gh− hg) .

2. Seja α ∈ [RG,RG]. Então

α =
X
g,h∈G

α(gh)(gh− hg).

Como

hg = g−1 (gh) g,

temos que eαg = 0, ∀g ∈ G.

¥

2.4 Normalizador de G em U(ZG)
Seja G um grupo arbitrário, denotamos por NU(G) o normalizador de G em U =

U(ZG). Os elementos centrais de U , claramente normalizam G, bem como todos os el-

ementos de G. Até recentemente um problema em aberto foi, (cf. [8, problem 43, pg

305]),

NU(G) = GZ(U)

isto é, o normalizador de G em U é hG,Z(U)i. Como U = ±U1(ZG), muitas vezes
trabalharemos com NU1(G), U1 = U1(ZG). Assim, temos a condição do normalizador

NU1(G) = GZ(U1) (NP)

O grupo NU1(G) age por conjugação em G, e o grupo dos automorfismo de G obtido

desta maneira é denotado por AutZ(G), ou seja,

Aut
Z
(G) = {ϕ ∈ Aut(G) : ∃u ∈ U(ZG) tal que ϕ(g) = u−1gu}.
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Proposição 2.4 Sejam G um grupo arbitrário e u ∈ U1. Então u ∈ NU1(G) se, e somente
se, u∗u ∈ Z(ZG).

Prova. Sejam u ∈ NU1(G) e ϕ ∈ AutZ(G) tal que ϕ(x) = u−1xu. Aplicando (∗), em
ambos os lados de ϕ(x) = u−1xu, obtemos

(ϕ(x))∗ =
¡
u−1xu

¢∗
= u∗x−1(u−1)∗.

Assim, substituindo x por x−1, obtemos¡
ϕ(x−1)

¢∗
= u∗x(u∗)−1¡

ϕ(x)−1
¢∗

= u∗x(u∗)−1

ϕ(x) = u∗x(u∗)−1.

Logo,

x = (u∗)−1ϕ(x)u∗.

Assim,

(uu∗)−1x (uu∗) = (u∗)−1
¡
u−1xu

¢
u∗ = (u∗)−1ϕ(x)u∗ = x.

Portanto, uu∗ ∈ Z(ZG). Além disso, como uuu∗ = uu∗u temos que uu∗ = u∗u ∈ Z(ZG).
Reciprocamente, seja u∗u ∈ Z(ZG). Então u∗u = uu∗, queremos mostrar que u−1xu ∈

G, para todo x ∈ G. Temos

(u−1xu)(u−1xu)∗ = u−1xuu∗x−1(u∗)−1 = u−1uu∗(u∗)−1 = u∗(u∗)−1 = 1

segue da Proposição 2.2 que (u−1xu) ∈ G. ¥

Lema 2.3 Seja u ∈ NU(G). Então u ∈ GZ(U(ZG)) se, e somente se, ϕu ∈ Inn(G).

Prova. Suponhamos que u = g0z, g0 ∈ G, z ∈ Z(ZG). Assim, para todo g ∈ G

ϕu(g) = u−1gu = (g0z)−1gg0z = z−1(g−10 gg0)z = ϕg0(g).

Portanto ϕu = ϕg0 . Reciprocamente, suponha que ϕu ∈ Inn(G), isto é, ϕu = ϕg0 , para

algum g0 ∈ G. Assim, para todo g ∈ G

u−1gu = ϕu = ϕg0 = g−10 gg0

ou

g = ug−10 gg0u
−1 = (ug−10 )g(ug

−1
0 )

−1
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e ug−10 = z ∈ U(ZG), logo para todo g ∈ G

g = z−1gz ⇒ z ∈ Z(U(ZG)).

Portanto,

ug−10 = z ∈ Z(U)⇒ u = g0z ∈ GZ(U)

¥

Proposição 2.5 (Krempa) Seja u ∈ U1(ZG). Se u ∈ NU1(G), então

u2 = g0(u
∗u) ∈ GZ(ZG),

para algum g0 ∈ G, isto é, o automorfismo em G determinado por conjugação de u2 é

interno em G.

Prova. Suponhamos que u ∈ NU1(G) e seja ϕ ∈ AutZ(G), tal que ϕ(x) = u−1xu.

Consideremos v = u∗u−1 ∈ U1. Assim,

vv∗ = u∗u−1(u−1)∗u = u∗(u∗u)−1u = u∗u(u∗u)−1 = 1,

e temos ε(v) = 1. Assim, v = g0 para algum g0 ∈ G. Consequentemente g0 = u∗u−1, logo

u∗ = g0u e g0u2 = u∗u = c ∈ Z(ZG). Mas,

ϕ2(x) = ϕ(ϕ(x)) = ϕ(u−1xu) = u−2xu2 = c−1g0xg−10 c = g0xg
−1
0 ,∀x ∈ G

isto é, ϕ2 ∈ Inn(G). ¥

Observação 2.6 Seja u ∈ NU1(G). Então

1. ϕu2 ∈ Inn(G), onde ϕu2 = ϕ2u = ϕu ◦ ϕu.

2. Se |G| <∞⇒ o(ϕu) <∞

3. Se um primo p | o(ϕu) então p | |G|

4. Se o(ϕu) é impar, então hϕui = hϕ2ui⇒ ϕu ∈ Inn(G)

5. Se |G| é ímpar então AutZ(G) = Inn(G)
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6. Suponha o(ϕu) = 2n.m, 2 - m, sejam ϕ1 = ϕum e ϕ2 = ϕu2n . Então o(ϕ1) = 2n,

o(ϕ2) = m e

hϕui = hϕ1, ϕ2i

Portanto, ϕu = ϕi
1ϕ

j
2, para algum i, j ∈ N. Como 2 - o(ϕ2) temos que ϕ2 ∈ Inn(G).

Logo

ϕu ∈ Inn(G)⇔ ϕ1 ∈ Inn(G).

Assim, sempre podemos supor que o(ϕu) é uma potência de 2.

Proposição 2.6 (Coleman) Sejam p um número primo e P um p-subgrupo finito de um

grupo G. Então para qualquer u ∈ NU1(ZG)(G), existe x ∈ supp(u) tal que u−1gu = x−1gx,

para todo g ∈ P .

Prova. Sejam u ∈ NU1(ZG)(G) e X = supp(u). Então ϕ(g) = u−1gu ∈ G e gu = uϕ(g),

para todo g ∈ G. Fazendo

u =
X
h∈G

u(h)h,

obtemos

gu =
X
h∈G

u(h)gh =
X
h∈G

u(h)hϕ(g).

Logo, para todo x ∈ X, existe um único ψg(x) ∈ X tal que

ψg(x) = g−1xϕ(g)

e a função u : G→ Z dada por x→ u(x) é constante nas órbitas desta ação. Restringindo

esta ação a P , obtemos que |O(x)| divide |P |, para todo x ∈ X. Portanto, |O(x)| é uma
potência de p ou 1. Assim, se z ∈ O(x) então u(z) = u(x). Como

X =
•S

xi∈X
O(xi)

temos que

u =
P

u(x)x

=
P P

z∈O(xi)
u(z)z.

Logo,

±1 = ε(u) =
P P

z∈O(xi)
u(z) =

P
u(xi) |O(xi)| =

P
u(xi)p

ri ,
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onde pri = |O(xi)|, ri ≥ 0. Portanto,

1 =
P

u(xi)p
ri .

Assim, existe ri0 = 0, caso contrário p | ±1, isto é, |O(xi)| = pri0 = 1. Logo,

O(xi0) = {ψg(xi0) : g ∈ P} = {xi0}.

Assim, gxi0 = ψg(xi0)ϕu(g) e

ϕu(g) = x−1i0 gxi0, ∀g ∈ P.

Portanto, tomando x = xi0, obtemos u
−1gu = x−1gx, para todo g ∈ P . ¥

Proposição 2.7 A condição (NP ) vale para qualquer grupo de ordem ímpar.

Prova. Sejam G um grupo tal que |G| = s, com s ímpar, e u ∈ NU(ZG) (G). Seja

ϕ ∈ Aut(G) dado por
ϕ(g) = u−1gu, ∀g ∈ G.

Pela Proposição 2.5, obtemos que ϕ2 é um automorfismo interno e ϕs = Id. Como

mdc(s, 2) = 1 temos que existem l, t ∈ Z tais que 2l + st = 1. Logo,

ϕ = ϕ1 = ϕ2l+st = (ϕ2)l(ϕs)t = ϕ2l = (ϕl)2

Portanto, ϕ é interno e, portanto, u ∈ GZ(ZG). ¥

Proposição 2.8 (Jackowski e Marciniak) Condição (NP ) vale para qualquer grupo

de ordem finita com um 2-subgrupo de Sylow normal.

Prova. Sejam G um grupo qualquer, P um 2-subgrupo de Sylow normal e u ∈ NU1(G).

Pela Proposição 2.6 existe z ∈ G tal que ϕu|P = ϕz|P , ou seja, ϕz−1 ◦ ϕu = ϕz−1u|P = Id.

Podemos supor ϕu|P = Id.

Afirmação: Existe g0 ∈ G tal que g−10 u ∈ Z(U1(ZG)), ou seja, u = g0z, com z

elemento central de U1(ZG).
De fato, podemos supor que o(ϕu) é uma potência de 2 com ϕu : G −→ G, como P E G

temos G = G
P
. Defindo ϕu : G −→ G por

ϕu(g) = ϕu(g).
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ϕu está bem definida pois ϕu(P ) ⊆ P. De fato, seja g ∈ P,

ϕu(g) = u−1gu ∈ G

e é conjugado a g em U1(ZG).

u−1gu− g = u−1(gu)− (gu)u−1 = [u−1, gu] = α

logo,

0 = eα(g) = 1− 1
assim,

ϕu(g) = gx = x−1gx

para algum x ∈ G, portanto,

ϕu(g) ∈ P x = x−1Px = P.

Temos que

ϕu(g) = u−1gu = ϕu(g).

Como 2 -
¯̄
G
¯̄
, existe g0 ∈ G tal que ϕu(g) = ϕg0(g) logo, ϕg−10 u(g) = g. Escreva w = g−10 u

ϕw(g) = g ⇒ ϕw(g)g
−1 = 1⇒ ϕw(g)g

−1 ∈ P.

Defina ρ(g) = ϕw(g)g
−1, assim,

ϕw(g) = ρ(g)g, ρ(g) ∈ P,∀g ∈ G,

e o(ϕu) = 2
n. ϕu é um automorfismo interno, assim existe g0 ∈ G tal que ϕu = ϕg0

o(ϕu) = 2
n ⇒ o(ϕu)|2n

Assim, x = ϕ2
n

g0
(x) = g−2

n

0 xg2
n

0 , isto implica que o(g0) |2n . Mas o(g0) também divide a

ordem de G,
¯̄
G
¯̄
é ímpar. Portanto,

o(g0) = 1⇒ g0 = 1.

ϕu(g) = ϕ1(g) = g ⇒ ϕu(g) = ρ(g)g, ρ(g) ∈ P.

ϕ2u(g) = ϕu(ϕu(g)) = ϕu(ρ(g)g) = ϕu(ρ(g))ϕu(g) = ρ(g)ρ(g)g = ρ2(g)g.
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Seja x ∈ P e g ∈ G. Então g−1xg ∈ P. Logo

g−1xg = ϕu(g
−1xg)

= ϕu(g)
−1xϕu(g)

= (ρ(g)g)−1x(ρ(g)g)

= g−1(ρ(g)−1xρ(g))g.

Assim,

x = ρ(g)−1xρ(g), ∀g ∈ G.

Portanto, ρ(g) ∈ Z(P ).

ρ(g) = ϕu(g)g
−1 = u−1gug−1 = (u, g−1).

Logo, obtemos uma derivação

ρ : G −→ A = Z(P ).

Se g ∈ P, temos que ρ(g) = ϕu(g)g
−1 = gg−1 = 1. Assim , obtemos uma derivação

ρ :
G

P
−→ A

tal que ρ(g) := ρ(g). Logo, ρ está bem definida. Como (
¯̄
G
P

¯̄
, |A|) = 1, pelo Lema 1.4

H1(G
P
, A) = 0. Portanto ρ é interno, logo ρ é interno e, portanto, ϕu é interno. ¥

Proposição 2.9 Se u ∈ NU1(G) e u
n ∈ G para qualquer inteiro positivo n, então u ∈ G.

Prova. Seja u ∈ NU1(G) e un = g ∈ G para algum inteiro positivo n. Como u ∈ NU1(G)
sabemos que u∗u = uu∗ ∈ Z(ZG). Devido un ∈ G obtemos que

(u∗u)n = (un)∗un = g−1g = 1.

Assim, u∗u é uma unidade central periódica e, portanto, u∗u ∈ Z(ZG). Escreva

u =
X
g∈G

ugg, ug ∈ Z

como

(u∗u)(1) =
X
(u(g))2 6= 0

pela Proposição 2.3 temos que u∗u = 1 e, portanto, u ∈ G. ¥
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Capítulo 3

Problema do Normalizador

Neste capítulo apresentaremos o Teorema da Representação para unidades norma-

lizadas e, em seguida aplicaremos o teorema para mostrar que o problema do normal-

izador vale para três classes de grupos. Terminamos mostrando que o problema vale para

qualquer grupo FC com subgrupo comutador um p-grupo.

O centro de conjugação finita de um grupo G é denotado por ∆(G) e seu subgrupo

de torção por ∆+(G). Se ∆(G) é finitamente gerado, então seu centro é de índice finito

e, ∆+(G) é um grupo finito, com ∆(G)
∆+(G)

abeliano livre finitamente gerado.

3.1 Redução para grupos finitos

Iniciamos analisando o suporte de elementos do NU(RG)(G).

Lema 3.1 Sejam G um grupo e R um anel com unidade. Se u ∈ NU(RG)(G), então

σ : G −→ Ssupp(u)

g 7−→ σg

é um homomorfismo, onde

σg(h) = ghu−1g−1u.

Além disso, se 1 ∈ supp(u) então ker σ = CG (supp(u)) . Assim, G
CG(supp(u)) é isomorfo a

um subgrupo de Ssupp(u) e, portanto, u ∈ R∆(G).

Prova. Suponha u ∈ NU(RG)(G) e seja X = supp(u). Escreva

u =
X
x∈X

u(x)x, u(x) ∈ R.
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Para cada g ∈ G existe gu = u−1gu ∈ G tal que gu = ugu, isto é,

g

ÃX
x∈X

u(x)x

!
=
X
x∈X

u(x)gx =

ÃX
x∈X

u(x)x

!
gu.

Assim, para todo x ∈ X existe um único σg(x) ∈ X tal que gx = σg(x)g
u. Portanto,

σg : X −→ X definida por

σg(x) = gxg−1 = gx(u−1g−1u)

é uma permutação de X. Note que

σg1g2(x) = g1g2xu
−1(g1g2)−1u

= g1(g2x(u
−1g−12 u)u−1g−11

= g1σg2(x)u
−1g−11 u

= σg1σg2(x).

Assim, σg1g2 = σg1 ◦ σg2. Logo a função

σ : G −→ SX

g 7−→ σg

é um homomorfismo de grupos.

Mostraremos agora que, kerσ = CG(X) se 1 ∈ X. Note que,

kerσ = {g ∈ G : σg = Id}
= {g ∈ G : σg(x) = x, ∀x ∈ X}
= {g ∈ G : gxu−1g−1u = x, ∀x ∈ X}
= {g ∈ G : x−1gx = u−1gu, ∀x ∈ X}.

Como 1 ∈ X, obtemos g = u−1gu e, portanto,

kerσ = {g ∈ G : x−1gx = g, ∀x ∈ X}
= {g ∈ G : xg = gx, ∀x ∈ X}
= CG(X).

Pelo primeiro Teorema de Isomorfismo temos,

G

CG (X) ' Im(σ) ≤ Ssupp(u) ⇒ X ⊂ ∆(G).
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Assim, u ∈ R∆(G). ¥

Para mostrarmos que em um grupo G qualquer os elementos do normalizador NU1(G)
têm uma presentação da forma gv com g ∈ G e v ∈ U(ZN) com N um subgrupo normal

finito de G, precisamos provar o lema seguinte.

Lema 3.2 Seja G um grupo FC finitamente gerado. Se u ∈ NU1(G), então:

1. um ∈ Z(U1(ZG)) para algum inteiro m positivo.

2. u = gw para algum g ∈ G e w ∈ U1(Z∆+(G)).

Prova. Seja u ∈ NU1(G). Pela Proposição (2.4), u2 = gv para algum g ∈ G e v ∈
Z(ZG) ⊆ Z(U1(ZG)). Como G é um grupo FC finitamente gerado, temos pelo Lema 1.7
que, [G : Z(G)] = m0 <∞.
Assim,

u2m
0
= (gv)m

0
= (g)m

0
(v)m

0 ∈ Z(U1(ZG)).

Portanto, um ∈ Z(U1(ZG)), com m = 2m0.

Tome T = ∆+(G). Como G
T
é um grupo abeliano livre finitamente gerado, podemos

escolher um transversal S de T em G tal que g ∈ S implica g−1 ∈ S.

Como G
T
é um grupo ordenado, S herda a ordem da identificação natural de S em G

T
.

Escreva

u =
X
f∈S

uff e u−1 =
X
f∈S

wff
−1 (3.1)

com uf , wf ∈ ZT. Claramente u normaliza T, assim uQT = QTu, consequentemente

ufQT = QTuf para todo f ∈ S.

Seja E o conjunto de idempotentes centrais primitivos de QT. Para e ∈ E, seja o

conjunto

I(e) = {f ∈ S : euf 6= 0}.

Se f ∈ I(e) então ufeQT = eQTuf = eQT . Assim, ufeQT é um ideal não-nulo da álgebra

simples eQT , consequentemente, euf é um unidade de eQT .

Note que G age em E por conjugação. Afirmamos que I(e) = I(geg−1) para todo

e ∈ E e g ∈ G.

De fato, note que (g−1, u−1) ∈ G0 pois g e ugu−1 são conjugados e, portanto,

(g−1, u−1) = t ∈ G0 ⊆ T (G).
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Assim, gug−1 = ut−1 para algum t ∈ T . Portanto,X
f∈S
(geg−1)uff = geg−1u = geg−1ut−1t = geug−1t = ge

X
f∈S

uffg
−1t =

X
f∈S

geuffg
−1t

=
X
f∈S

g(euf)g
−1(gfg−1)t

e, portanto, X
f∈S
(geg−1)uff =

X
f∈S

g(euf)g
−1(tff)t, tf ∈ T

=
X
f∈S

g(euf)g
−1(tf(ftf−1)f

onde tf ∈ T para cada f ∈ S. Segue que, para cada f ∈ S,

geg−1uf = g(euf)g
−1tf(ftf−1).

Em particular, para cada f ∈ S, geg−1uf = 0 se, e somente se, euf = 0. Como u é uma

unidade é claro que para cada e ∈ E o conjunto I(e) é não vazio. Agora, mostraremos

que cada I(e) consiste de exatamente um elemento o qual será denotado por f(e). Sejam

k e l o menor e o maior elemento de I(e), respectivamente. Seja r o maior elemento tal

que ewr 6= 0 e seja s o menor elemento tal que ews 6= 0. Como I(e) = I(geg−1), para cada

g ∈ G, os valores de r, s não mudam se substituírmos e com qualquer G-conjugado de e.

Escreva kr−1 = t1 e ls−1 = t2n para algum t1, t2 ∈ T e m,n ∈ S. Por (3.1), na soma

e = e(uu−1)

= e(
X
f∈S

uff
X
h∈S

whh
−1)

=
X
f,h∈S

euf(fwhf
−1)fh−1

=
X
f,h∈S

euf [f(f
−1efwh)f

−1]fh−1

m é o menor elemento o qual aparece com um coeficiente não nulo euk(ekwrk
−1)t1 (é não

nulo desde que euk e ekwrk
−1 = k(k−1ekwr)k

−1 sejam unidades em eQT ) e n é o maior e-

lemento com coeficiente não nulo eul(elwsl
−1)t2. Portanto m = n = 1 e consequentemente

k = l = r = s = f(e). Consequentemente

eu = euf(e)f(e) e eu−1 = ewf(e)f(e)
−1,
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como u =
P
e∈E

eu, temos

uf =
X

f(e)=f

euf e wf =
X

f(e)=f

ewf ,

como os idempotentes primitivos são ortogonais e o conjunto {e ∈ E : f(e) = f} é G-
estável, temos ufuh = 0 e ufgwhg

−1 = 0 = gwhg
−1uf para todo f 6= h ∈ S e para todo

g ∈ G. Portanto,

1 = uu−1 =
X
f∈S

uffwff
−1. (3.2)

Portanto, para qualquer f ∈ S temos uf = uffwff
−1uf , o qual implica que uffwff

−1 é

um idempotente de ZT. Como a identidade é o único idempotente não nulo de ZT, segue

que para cada f o idempotente uffwff
−1 é 0 ou 1. Por (3.2), existe exatamente um f ∈ S

tal que este idempotente é 1, isto é, existe exatamente um f tal que uf 6= 0. ¥

Teorema 3.1 (Teorema da Representação) Seja G um grupo e u ∈ NU1(G). Então,
existe g ∈ G tal que g−1u ∈ Z∆+(G), isto é, u = gw para algum g ∈ G e w ∈ ZN , com

N um subgrupo normal finito de G. Além disso, w induz um automorfismo ϕ de ordem

um divisor de 2 |N | . No caso em que |N | é ímpar, então ϕ é interno em G.

Prova. Seja X = supp(u). Para provar o resultado considere que 1 ∈ X. Segue do Lema

3.1 que X ⊆ ∆(G). Assim, X tem somente um número finito de conjugados em G e,

portanto, X ⊆ H, com H um subgrupo normal finitamente gerado de G contido em

∆(G). Em particular, H é FC finitamente gerado. Assim, N = T (H) é um subgrupo

invariante finito de H e H
N
é abeliano livre e, portanto, ordenado.

Como u ∈ U1(ZH), o Lema 3.2 implica que u = hw para algum h ∈ H e w ∈ ZN.

Como N é normal em G, temos a presentação desejada para u. Claramente w ∈ NU1(G),

assim, pela Proposição 2.5 existe g0 ∈ G tal que g−10 w2 = w∗w.

É Claro que g0 ∈ N e induz o mesmo automorfismo em w2, ou seja, ϕg0 = ϕw2 . Note

que, ϕ2w = ϕw2 .

Seja k = |N |. Então

ϕ2kw = ϕk
w2 = ϕk

g0
= ϕgk0

= ϕ1 = Id, pois g0 ∈ N.

Logo, o automorfismo ϕ induzido por w tem ordem um divisor de 2 |N | . Para a última
parte, assumimos que |N | é ímpar. Pela Proposição 2.7, obtemos que w = g1v com g1 ∈ G
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e v ∈ Z(U1(ZN)). Agora é suficiente mostrar que o automorfismo ϕ induzido por v é um
automorfismo interno em g.

De fato, para cada g ∈ G

ϕ(g) = v−1gv ⇒ (v, g−1) = ϕ(g)g−1 =: φ(g).

Assim,

ϕ(g) = φ(g)g

com φ(g) ∈ N , pois (v, g−1) ∈ G ∩ ZN = N . ϕ é a identidade quando restrita a N , pois

v ∈ Z(ZN).
Note que ϕ2(g) = ϕ ◦ ϕ(g) = ϕ(v−1gv) e

ϕ(v−1gv) = ϕ(φ(g)g)

v−1v−1gvv = ϕ(φ(g))ϕ(g)

v−2gv2 = φ(g)φ(g)g

v−2gv2 = φ(g)2g.

Logo ϕ2(g) = v−2gv2 = φ(g)2g. Indutivamente, temos

ϕn(g) = v−ngvn = φ(g)ng,∀n ∈ N.

Portanto,

ϕ|N |v (g) = v−|N |gv|N | = φ(g)|N |g.

Como φ(g) ∈ N, temos

ϕ|N |(g) = g, ∀g ∈ G.

Como |N | é ímpar, temos que ϕ tem ordem ímpar, logo, pela Proposição 2.5, ϕ2 é interno.
Assim, ϕ é interno. ¥

Corolário 3.1 Para um grupo qualquer G, os grupos NU1 (G)
G

e Z(U1)
Z(G) são isomorfos a um

subgrupo do grupo abeliano livre

Z(U1) ∩ U1(Z∆+(G))

Z(G) ∩∆+(G)

e, eles todos tem o mesmo posto livre de torção. Além disso, NU1(G)
0 = G0 e, se ∆+(G)

é finito, todos esses grupos são finitamente gerados .

48



Prova. Seja

f : NU1(G) −→ Z(U1(ZG))
Z(G)

uG 7→ uu∗Z(G)
.

Então f é um homomorfismo de grupos injetor e a sua imagem está contida em

Z(U1) ∩ U1(Z∆+(G))

Z(G) ∩∆+(G)
.

De fato,

f(uGvG) = f(uvG) = uv(uv)∗Z(G),

pela Proposição 2.4 temos que vv∗ ∈ Z(ZG), assim,

f(uGvG) = uu∗vv∗Z(G) = uu∗Z(G)vv∗Z(G) = f(uG)f(vG),

portanto, f é um homomorfismo.

Seja uG ∈ ker f , então f(uG) = Z(G). Logo,

uu∗Z(G) = Z(G) =⇒ uu∗ ∈ Z(G).

Por outro lado, temos pela Proposição 2.5 que, u2 = g(u∗u), ou seja, u2 ∈ G. Assim, pela

Proposiçao 2.9, u ∈ G. Portanto, ker f = G e, assim, f é injetiva.

Pelo primeiro teorema do isomorfismo, temos que

NU1(G)
G

' Im f ⊆ Z(U1(ZG))Z(G) .

Além disso, pelo Teorema 3.1, temos que existe u = vg0 tal que v ∈ Z∆+(G). Assim,

uu∗ = vg0g
−1
0 v∗ = vv∗ ∈ Z(U1) ∩ Z∆+(G).

Portanto,

Im f ⊂ Z(U1) ∩ U1(Z∆
+(G))

Z(G) ∩∆+(G)
.

Temos também que, se u ∈ Z(U1) então f(uG) = u2Z(G). De fato, pelo Proposição
2.5

u2 = g0(uu
∗) ∈ GZ(ZG) ⊆ GZ(U1).

Como

uu∗ = g−10 u2 ∈ Z(U1)

temos que g0 ∈ Z(U1), logo g0 ∈ Z(G). Assim,

f(uG) = uu∗Z(G) = g−10 u2Z(G) = u2Z(G).
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Portanto, Z(U1(ZG))Z(G) é periódico (de expoente 2) módulo a imagem de f e, portanto, os

grupos abelianos livres de torção NU1(G)
G

e Z(U1(ZG))
Z(G) têm o mesmo posto livre. Como

NU1(G)
G

é abeliano temos que (NU1(G))0 ⊆ G. Agora considere o homomorfismo canônico

ϕ : ZG −→ Z
¡
G
G0
¢

γ −→ γ

Sejam x, y ∈ NU1(G), então temos que (x, y) ∈ (NU1(G))
0, segue que π((x, y)) = 1. Assim,

(x, y) ∈ 1 + kerπ,

portanto,

(x, y) ∈ (NU1(G))0 ∩ (1 + kerπ) ⊆ G ∩ (1 + kerπ).

Mas,

G ∩ (1 + kerπ) = G ∩ (1 +∆(G,G0) = G0,

portanto, (NU1(G))
0 ⊆ G0.

Além disso, se ∆+(G) é finito, então é bem conhecido que Z(U1(∆+) é finitamente

gerado. Assim, o último resultado segue. ¥

Corolário 3.2 Seja G um grupo tal que Z(U1(ZG)) e NU1(G) são grupos finitamente
gerados (por exemplo, se G é um grupo finito). Então

NU1(G)
hG,Z(U1(ZG))i

é um 2-grupo abeliano elementar de posto no máximo o posto livre de torção de Z(U1(ZG)).

Prova. [cf. [4, corollary 1.6]]. ¥

Corolário 3.3 Seja G um grupo arbitrário. Então, as seguintes condições são equiva-

lentes

1. NU1(G) = G

2. Z(U1(ZG)) = Z(G), isto é, todas unidades centrais são triviais

3. Todas unidades em Z∆+(G) que são centrais são triviais
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Prova. (1.⇒ 2.) Seja u ∈ Z(U1(ZG)). Então u ∈ NU1(G) = G, assim u ∈ G e, portanto

u ∈ Z(G). Logo Z(U1) ⊆ Z(G). Claramente Z(G) ⊆ Z(U1). Portanto, Z(U1) = Z(G).
(2.⇒ 3.) Seja u ∈ Z∆+(G) central. Então u ∈ Z(U1). Logo, u ∈ Z(G) e, portanto u

é trivial.

(3.⇒ 1.) Podemos supor que G = hsupp(u)i. Dado u ∈ NU1(G), pelo Lema 3.2, existe
m tal que u2m ∈ Z(U1) = Z(G) ⊆ G. Logo, pela Proposição 2.9, u ∈ G ¥
Terminamos esta seção com uma consequência a respeito de unidades hipercentrais de

U1(ZG). Por Zn(H) denotamos o n-ésimo centro de um grupo H e por eZ(H) denotamos
as unidades hipercentrais, isto é, eZ(H) = ∪nZn(H).

Proposição 3.1 Seja G um grupo. Se Z(U1(ZG)) = Z(G), então eZ(U1(ZG)) ⊆ G.

Prova. Pelo Corolário 3.3, a hipótese Z(U1(ZG)) = Z(G) é equivalente comNU1(G) = G.

A hipótese também implica que Z2(U1(ZG)) ⊆ NU1(G). De fato, sabemos que

Z(U1(ZG)) = Z(G) ⊆ G,

seja u ∈ Z2(U1(ZG))., Então

(u,U1) ⊆ Z(U1(ZG)) = Z(G) ⊆ G.

Assim, para algum g ∈ G,

(u, g) ∈ Z(U1(ZG)) = Z(G) ⊆ G

Logo u−1gu ∈ G para algum g ∈ G. Portanto, u ∈ NU1(G) = G. Assim, Z2(U1(ZG)) ⊆ G.

Suponhamos agora que Zn(U1(ZG)) ⊆ G, para algum inteiro positivo n. Seja α ∈
Zn+1(U1(ZG)). Então para algum g ∈ G, (α, g) ∈ Zn(U1(ZG)) ⊆ G. Assim, αgα−1 ∈
G para algum g ∈ G. Portanto, α ∈ NU1(G) = G. Logo, Zn(U1(ZG)) ⊆ G, para

todo n ∈ N. Assim, ∪nZn(U1(ZH)) ⊆ G e consequentemente eZ(U1(ZG)) ⊆ G, poiseZ(U1(ZG)) ≤ ∪nZn(U1(ZH)). ¥

3.2 Grupos Satisfazendo a Condição do Normalizador

Nesta seção provaremos que o problema do normalizador vale para várias classes de

grupos.
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Teorema 3.2 Seja G um grupo qualquer. Se ∆+(G) não tem elementos de ordem 2 então

(NP ) vale para G.

Prova. Seja u ∈ NU1(G), pelo Teorema 3.1, existe um subgrupo normal finito N tal que

w = g−10 u, com w ∈ ZN. ϕu ∈ Inn(G) se, e somente se, ϕw ∈ Inn(G). Vamos provar que
ϕw é interno.

Sejam n ∈ N e g ∈ G, g−1ng ∈ N, logo Cl(n) ⊂ N, assim, |Cl(n)| ≤ |N | <∞. Logo,

n ∈ ∆(G). O que implica N ⊂ ∆+(G). Assim, 2 - |N | e pelo Teorema 3.1, ϕw ∈ Inn(G).
portanto ϕu é interno.

Teorema 3.3 Seja G um grupo de torção. Se os 2-elementos de G formam um subgrupo

normal de G então (NP ) vale para G.

Prova. Pelo Teorema 3.1 é suficiente mostrar que, se w ∈ NU1(G) ∩ ZN, com N um

subgrupo normal finito de G, então w ∈ GZ(ZG). Por hipótese os 2-elementos formam
um subgrupo normal S de G. Como w ∈ ZN, temos que supp(w) ⊆ N. Assim, pela

Proposição 2.6 temos que existe g0 ∈ N tal que v = g0w age trivialmente em S. Como

v ∈ NU1(G) ∩ U1(ZN), segue que (v,G) = {v−1g−1vg : g ∈ G} ⊆ N. De fato,

(v, g) = (g−10 w, g)

= (g−10 , g)w(w, g)

= (g0g
−1g0g)w(w−1g−1wg) ∈ ZN.

Assim, (v, g) ∈ G ∩ ZN = N.

Seja ϕ = ϕv

ϕ : G −→ G

g 7−→ v−1gv

Como S E G, para todo g ∈ G e x ∈ S, temos g−1xg ∈ S, assim,

g−1xg = ϕ(g)−1xϕ(g)

Logo, para todo g ∈ G, x ∈ S

ϕ(g)g−1x = ϕ(g)(g−1xg)g−1 = ϕ(g)(ϕ(g)−1xϕ(g))g−1 = xϕ(g)g−1

isto é,

ρ(g) = ϕ(g)g−1 ∈ CG(S). (3.3)
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Pela Proposição 2.5 sabemos que ϕ2 = ϕg1 para algum g1 ∈ G. Como G é de torção

segue que ϕ2 e, portanto, ϕ é de ordem finita. Novamente pela Proposição 2.5, podemos

assumir que o(ϕ) = 2n (note que ainda assim ϕ restrita a S é a identidade)

Seja G = G
S
, ϕ : G −→ G a função natural induzida por ϕ. Como G não tem elementos

de ordem 2, pelo Teorema 3.2, ϕ é um automorfismo interno. Assim, ϕ = ϕg0
, para algum

g0 ∈ G.

(ϕ)2
n

= (ϕg0
)2

n

= ϕg2
n
0
= id⇒ g2

n

0 ∈ Z(G)

Note que, 2 - o(g0), pois G não tem 2-torsão. Logo,

hg0i =
­
g2

n

0

® ⊆ Z(G)
Portanto,g0 ∈ Z(G). Assim, ϕ = 1, segue que ρ(g) ∈ S, para todo g ∈ G. Assim, por

(3.3) ρ(g) ∈ Z(S), para todo g ∈ G. Mas

ρ(g) = ϕ(g)g−1 = v−1gvg−1 = [v, g−1] ∈ N

Assim, obtemos uma derivação

ρ : G −→ A = Z(S) ∩N

com A um grupo abeliano finito e ρ|S = 1. De fato,

ρ(gh) = [v, gh]

= [v, h][v, g]h

= ρ(h)ρ(g)h

= ρ(g)hρ(h)

e para todo g ∈ S, temos

ρ(g) = ϕ(g)g−1 = gg−1 = 1.

SejaM = CG(N). EntãoM é um subgrupo normal de G e [G :M ] <∞. De fato, como

N é finito, N ⊂ ∆(G), assim, temos [G : CG(n)],∀n ∈ N . Logo, pelo 1.4, M =
T
n∈N

CG(n)
tem índice finito em G. Para todo g ∈M, temos que

ρ(g) = [v, g−1] = 1

pois, g comuta com todo elemento de ZN.
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Assim, ϕ|hS,Mi é a identidade. Pondo, H = G
hS,Mi temos que H é um 20-grupo finito e

obtemos uma derivação induzida natural

ρ : H −→ A

dada por ρ(h) = ρ(h). Como |H| e |A| são relativamente primos, segue-se, pelo Corolário
1.4, que H1(H,A) = 0, ou seja, ρ é interno, assim ρ é interno e, portanto, ϕ é interno. ¥

Proposição 3.2 Seja G um grupo nilpotente finitamente gerado com subgrupo normal

finito N. Se u ∈ ZG é uma unidade normalizando G e supp(u) ⊆ N, então existe g0 ∈ N

tal que ug−10 é central em ZG.

Prova. Sejam N := T (G), u ∈ NU1(G), u ∈ ZT (G). Como G é um grupo policíclico por

finito, temos pelo Teorema 1.8 existe um subgrupo normal H de G livre de torção e de

índice finito em G. Definindo G := G
H
temos

¯̄
G
¯̄
= [G : H] < ∞. Considere a projeção

canônica
π : ZG −→ ZG

u −→ u.

Como G é um grupo nilpotente finito, segue que G é o produto direto de seus subgrupos

de Sylow

G = P1 × P2 × ...× Pm.

Pela Proposição 2.6 temos que para todo i obtemos yi ∈ supp(u) tal que ϕu|Pi = ϕyi
|Pi.

Assim, podemos pegar yi ∈ Pi ∩ supp(u).
Assim,

yi = tiri ∈ Pi, ri ∈ P1 × ...Pi−1 × Pi+1...× Pm, ti ∈ Pi

ϕu(g) = y−1i gyi = t−1i gti, pois (ri, g) = 1, ∀g ∈ Pi

Seja y := t1...tm ∈ hsupp(u)i. Para todo g ∈ G, g =
Q

gi, gi ∈ Pi, assim,

ϕy(g) = gy =
Q

gyii =
Q

gui =
Q

ϕu(gi) = ϕu(g),

logo, ϕu = ϕy. Portanto, existe g0 ∈ hsupp(u)i ⊆ T (G), com g0 ∈ N tal que ug−10 =

ug−10 ∈ Z(ZG). De fato, v = ug−10 ∈ ZT (G), logo u = vg0.

Afirmação: v ∈ Z(ZG).
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De fato, observe que v ∈ Z(ZG). Seja g ∈ G, assim, (v, g) ∈ (NU1(G))
0 ⊂ G e

(v, g) = (v, g) = 1,

pois v é central em ZG. Portanto,

(v, g) ∈ G ∩ (1 +∆(G, ker π)) = H

e, por outro lado, (v, g) ∈ ZT (G). Assim,

(v, g) ∈ T (G) ∩H = T (H) = 1,

logo (v, g) = 1, para todo g ∈ G. Portanto v é central em ZG. ¥

Teorema 3.4 Seja G um grupo localmente nilpotente . Então (NP) vale para G.

Prova. Seja u ∈ NU1(G). Usando o Teorema da Representação, escreva u = gw com

g ∈ G e w ∈ ZN, supp(w) ⊆ N, onde N C G é finito.

Seja H0 = CG(N). Então como |N | <∞ e N ⊂ ∆(G) segue que

[G : H0] <∞.

Logo H =
T
g∈G

Hg
0 é um subgrupo normal de G e de índice finito em G. Escolha um

transversal g1, ..., gn de H em G e seja G0 = hN, g1, ..., gni ., Note que, supp(w) ⊆ N,

portanto, [x, h] = 1 para todo x ∈ supp(w) e para todo h ∈ H, assim, [w, h] = 1, ∀h ∈ H.

ComoG é localmente nilpotente , temos que, G0 é um grupo nilpotente finitamente gerado

e w ∈ ZN ⊆ ZT (G0), pois N ⊂ T (G0) e |T (G0)| é finito. Assim, pela Proposição 3.2,
existe n0 ∈ N tal que v := n−10 w ∈ Z(ZG0). Em particular para todo i = 1, ..., n temos

(v, gi) = 1, mas v = n−10 w ∈ ZN, então

(v, h) = (n−10 w, h) = (n−10 w, h)w(w, h) = 1,

para todo h ∈ H, portanto, (v, h) = 1, ∀h ∈ H. Mas

G =
nS
i=1

giH e para todo i, (v, giH) = 1. Assim, (v,G) = 1, logo v ∈ Z(ZG) e w = n0v.

Portanto,

ϕw ∈ Inn(G)⇒ ϕu ∈ Inn(G).

¥
Terminamos com 2 resultados que em algum sentido da um argumento de indução

provando (NP).
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Teorema 3.5 Seja G um grupo finito e suponha que o subgrupo de Fitting, F , de G tenha

ordem ímpar e contém seu centralizador em G. Então qualquer automorfismo φ de G que

induzir a identidade em F tem ordem ímpar. Em particular, se φ é induzido por uma

unidade em NU1(G) então φ é interno. Seja π o conjunto de divisores primos de |F | e
suponha que G é π-separável. Então as conclusões do teorema valem.

Prova. Seja g ∈ G , x ∈ F EG. Então

g−1xg = φ(g−1xg) = φ(g−1)xφ(g)

Assim, φ(g)g−1 centraliza F. Por hipótese φ(g)g−1 ∈ F. Logo, para todo g ∈ G, ψ(g) =

φ(g)g−1 ∈ CG(F ). Como CG(F ) ⊆ F, temos que, ψ(g) ∈ Z(F ). Escreva φ(g) = ψ(g)g e

seja n = exp(F ). Então

φn(g) = ψ(g)ng = g.

Assim, a ordem de φ divide n e, portanto, é ímpar. Além disso, se φ é induzido por

u ∈ NU1(G), então pela Proposição 2.5, φ é interno em G.

Se G é π-separável então, pelo Teorema 1.9 , F contém seu centralizador em G e assim

a última parte do teorema segue. ¥

Proposição 3.3 Seja G um grupo. Suponhamos que N seja um subgrupo normal tal que

G0 ∩N = {1}. Se G
N
satisfaz (NP ) então G satisfaz (NP ).

Prova. Seja u ∈ NU1(G). Então pelo Teorema 3.1, existe um subgrupo normal finito N0

de G tal que u = wg para algum g ∈ G e w ∈ ZN0. Considere o homomorfismo natural

π : ZG −→ Z
µ
G

N

¶
.

Sabemos que w ∈ NU1(G). Como por hipótese
G
N
satisfaz o problema do normalizador e

por β = π(w) normaliza G
N
, obtemos que β = π(x)v para algum v em Z(Z ¡G

N

¢
) e x ∈ G.

Afirmação: z = wx−1 é central em ZG.

De fato, para qualquer g ∈ G,

π[z, g] = [π(z), π(g)] = [π(w)π−1(x), π(g)] = [π(x)vπ−1(x), π(g)] = [v, π(g)] = 1

Assim, [z, g] ∈ N. Por outro lado, como Z
¡
G
G0
¢
é comutativo e [z, g] ∈ G temos que

[z, g] ∈ G0. Como por hipótese G0∩N = {1}, obtemos que [z, g] = 1 para qualquer g ∈ G.

Portanto

u = wg = zxg = hz ∈ GZ(U1(ZG))
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como queríamos. ¥

Corolário 3.4 A condição (NP ) vale para qualquer grupo FC G com G0 um p-grupo.

Prova. Como G é um grupo FC existe, pelo Lema 1.10, um subgrupo livre de torção

N tal que G
N
é periódico. Como G0 é um p-grupo, G contém um p-subgrupo de Sylow

normal P , tal que G0 ⊆ P . Seja ϕ o automorfismo induzido por uma unidade u ∈ NU1(G).

Veremos que ϕ é um automorfismos interno em G. Pelo Teorema 3.1 e as Proposições

2.4 e 2.5, podemos assumir que ϕ tem ordem uma potência de 2 e ϕ|P = 1P . Como G
P
é

abeliano, ϕ induz a identidade em G
P
. Portanto, para qualquer g ∈ G, ϕ(g) = φ(g)g com

φ(g) ∈ P . Como ϕ é um 2-elemento, cada φ(g) é também um 2-elemento e, portanto,

p = 2. Considere a projeção canônica π : G −→ G
N
, assim π(P ) = PN

N
⊆ G

N
, ou seja , G

N

contém um 2-subgrupo de Sylow normal. Assim, pelo Teorema 3.3, (NP) vale para G
N
.

Como T (N) = 1, temos que G0∩N = {1}, logo, pela Proposição 3.3, temos que G satisfaz
(NP). ¥
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