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Resumo

O problema do normalizador de um anel de grupo sobre inteiros de um grupo arbitrério
G é investigado.

Mostraremos que qualquer elemento do normalizador Ny, (G) de G no grupo das
unidades normalizadas U; (ZG) é determinado por um subgrupo normal finito.

Esta reducao para subgrupos normais finitos implica que a propriedade do norma-
lizador vale para muitas classes de grupos (infinitos), tal como grupos sem 2-tor¢ao, grupos
de torcao com um 2-subgrupo de Sylow normal, e grupos localmente nilpotentes.

Nl/ll (G)
G

Além disso, mostraremos que o comutador de Ny, (G) éigual a G’ e é finitamente

gerado se o subgrupo de tor¢ao do grupo de conjugacao finita de G for finita.



Abstract

The normalizer problem of an integral group ring of an arbitrary group G is inves-
tigated. It is shown that any element of the normalizer Ny, (G) of G in the group of
normalized units U, (ZG) is determined by a finite normal subgroup. This reduction to
finite normal subgroups implies that the normalizer property holds for many classes of
(infinite) groups, such as groups without non—trivial 2-torsion, torsion groups with a nor-
mal Sylow 2-subgroup, and locally nilpotent groups. Furthermore it is shown that the

Nigy (G

commutator subgroup of Ny, (G) equals G’ and =% i finitely generated if the torsion

subgroup of the finite conjugacy group of G is finite.
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Notacao

G - Grupo

aH - Classe lateral & esqueda de H em GG

% - Grupo quociente de G por H

(g) - Subgrupo ciclico de G gerado por g

N - Conjunto dos niimeros naturais

Z - Conjunto dos nimeros inteiros

= - Congruente

RG - Anel de grupo sobre o anel R.

ZG - Anel de grupo sobre os inteiros

[L : K] - Indice de K em L

supp (A) - Suporte de A

€ (\) - Funcdo aumento

Agr (G) ou A (G) - Ideal de aumento de RG

AR (G,N) ou A (G, N) - Nucleo da aplicagio RG — R (%)
U (R) - Grupos das unidades de R

U, (ZG) - Grupo das unidades de aumento 1
Ng (H) - Normalizador de H de G

(x,y) - Comutador de x e y

[z,y] = xy — yz - Produto de Lie de x e y

[R, R] - Grupo aditivo gerado por todos produto de Lie
Aut (G) - Grupo do Automorfismo de G

~ - relagao de conjugacao no grupo

(G : A] - Indice de um subgrupo aditivo A em G
~ - Isomorfo

Y - Para todo
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> - Soma
Z (G) - Centro do grupo G
v (G) - Grupo dos comutadores de G

M

(GQ) - n-ésimo termo da série central superior

N

1 (G) - Centro do grupo G
Cl(g) - Classe de conjugagao de g em GG
G’ - Subgrupo derivado
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Introducao

Este trabalho foi baseado no artigo “On The Normalizer Problem,” [4] no qual os
autores analisam o problema do normalizador.

Sejam G um grupo e ZG seu anel de grupo sobre os inteiros. Denotamos por U; =
Ui (ZG) o grupo das unidades normalizadas de ZG. Um problema interessante, o qual é
o objetivo deste trabalho, é determinar Ny, (G), o normalizador de G em U;. Tem sido

conjecturado que

Ny (G) = GZ(Uh), (NP)

(cf. [8, Problem 43, pg 305]), isto é, o normalizador de G em U; é (G, Z(U;)), onde Z(U;)
é o centro de U;.

Esta propriedade do normalizador (NP) tem sido provada para muitas classes de gru-
pos finitos. Para grupos infinitos, muito pouco é conhecido. A idéia central desta disser-
tacao é apresentar o teorema da representacao para unidades normalizadas que diz que
unidades no normalizador estao, até uma unidade trivial, determinada por uma unidade
no anel de grupo de um subgrupo normal finito. Tal resultado teve grande importéancia,
pois a partir dele foi possivel mostrar que o problema do normalizador vale para vérias
classes de grupos infinitos.

O trabalho é organizado como segue:

No capitulo 1, apresentamos os conceitos e resultados bédsicos sobre grupos, os quais
sao essenciais aos demais capitulos.

No capitulo 2, apresentamos resultados basicos sobre anéis, médulos e anéis de grupos,
bem como, as estruturas bésicas do grupo normalizador Ny, (G).

Finalmente, no capitulo 3, mostramos o resultado principal onde, inicialmente, prova-
mos o teorema de representacao para unidades normalizadas e, em seguida, mostramos

que o problema do normalizador vale para 3 classes importantes de grupos, a saber, gru-



pos tais que AT (G) é sem 2-torgao trivial, grupos periédicos com um 2-subgrupo de Sylow

normal e grupos localmente nilpotentes.

x1



Capitulo 1

Resultados Basicos

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados bésicos da teoria dos grupos que serao

necessarios nos capitulos seguintes.

1.1 Grupos

Um conjunto nao vazio G' equipado com uma operacao bindria

x: GxG—G

(a,b) — axb
é um grupo se as seguintes condicoes sao satisfeitas:
1. ax(bx*c) = (axb)*c, para todos a,b,c € G.
2. Existe 1 € G tal que 1 xa =a*1 = a, para todo a € G.

3. Para todoa € G, existe b € G tal que axb=bxa = 1.
O grupo é abeliano ou comutativo se também vale a condicao
4. a*xb=bx*a, para todos a,b € G.

Com o objetivo de simplificar a notagao usaremos ab em vez a * b. A ordem ou cardi-
nalidade de um grupo G é o nimero de elementos de G e denotaremos por |G|.
Sejam GG um grupo e H um subconjunto de G. Dizemos que H é um subgrupo de G,

em sfmbolos H < G, se as seguintes condicoes sao satisfeitas:



1. H # 0;

2. ab~! € H, para todos a,b € H.

Sejam GG um grupo e H um subgrupo de GG. Dado a € GG, o conjunto
aH = {ah:Vh € H}

¢ chamado a classe lateral a esquerda de H em G determinada por a. De modo seme-

lhante, podemos definir a classe lateral a direita Ha de H em G. O conjunto de todas as

G
it

classes laterais & esquerda de H em G forma uma partigao de GG, que denotamos por

Dados a, b € G, dizemos que a é congruente a b médulo H se a=*b € H, que denotamos
por a = b (mod H). E facil verificar que = ¢ uma relacdo de equivaléncia em G e que a
classe de equivaléncia determinada por a é igual a classe lateral a esquerda aH. O elemento
a é chamado um representante da classe de equivaléncia. Um conjunto completo de
representantes das classes & esquerda (ou a direita) é chamado uma transversal a esquerda
(ou a direita) de H em G. E facil verificar, também, que existe uma correspondéncia
biunfvoca entre o conjunto das classes laterais a esquerda de H em G e o conjunto das
classes laterais a direita de H em (G. A cardinalidade do conjunto das classes laterais a
esquerda (ou a direita) de H em G é chamado o indice de H em G, que denotamos por
G : H].

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Dizemos que H é um subgrupo normal
de GG, em simbolos H < G, se

Ha =aH, Va € G,
isto &,
aHa™' = H,Va € G.
Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entao % é um grupo com operacao

aHbH = abH, para todos a,b € G, se, e somente se, H é um subgrupo normal de G.

&

Neste caso, %

é chamado o grupo quociente de G por H.
Sejam GG e H grupos. O produto cartesiano G x H equipado com a operacao bindria

componente a componente

(a,b) * (g, h) = (ag,bh)



& um grupo com elemento identidade (1,1) e (g7, h™1) o inverso de (g, h). O grupo G x H

¢ chamado de produto direto (externo). De modo indutivo, obtemos que
Gl X X Gn

¢ um grupo. Em particular,

G"=Gx---xGQqG.

n—VeZes

Teorema 1.1 Sejam G um grupo e H, K subgrupos de G tal que K < H. Entao
|G : K|=|G: HI|H:K]|.
[ |

Coroldrio 1.1 (Teorema de Lagrange) Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de
G. Entao
G| = |G- H]|H].

Sejam X um subconjunto nao vazio de G e
F={H:H<Ge XCH}

Entao

(X)) ="

HeF

é o menor subgrupo de GG contendo X,0 qual serd chamado de subgrupo gerado por X. Se

X é um conjunto finito, digamos
X ={x,...,z,},

denotaremos (X)) por

(X) =(x1,...,2n).

Proposigao 1.1 Sejam G um grupo e X um subconjunto nao vazio de G. Entdo

<X>:{Hxi:n€N e:ciEXUXl,izl,...,n},

i=1

onde X' ={z7!: 2 e X}. |



Seja G um grupo. Dizemos que G ¢é finitamente gerado se existir um subconjunto X
finito de GG tal que
G = (X).

Em particular, se X = {a}, entao
G = (a) ={a" :n € Z},

¢ chamado um grupo ciclico.

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. O conjunto
Ne(H)={9€G:g'Hg=H}

é chamado o normalizador de H em G. Dizemos que um subgrupo K normaliza H se

K < Ng(H).
Proposicao 1.2 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entao:
1. Ng(H) é um subgrupo de G que contém H,;

2. H é um subgrupo normal Ng(H);

3. Se K é um subgrupo de G tal que H é normal em K, entao K C Ng(H), isto é,

Ne(H) é o maior subgrupo de G no qual H é normal;
4. H é um subgrupo normal de G se, e somente se, Ng(H) = G. [ |
Sejam GG um grupo e H um subgrupo de GG. O conjunto
Co(H)={9g€ G:gh=hg,VYhe H}

¢ chamado o centralizador de H em G. E facil verificar que Ce(H) é um subgrupo de G

contido no Ng(H). Em particular,
Ca(x) ={9 € G:gx=xg},Vreq.
Seja G um grupo. O conjunto

Z(G)={9€G:gr=uxg9,Vr € G}



& chamado o centro de G. E facil verificar que Z(G) é um subgrupo normal de G. Além

disso,

Z(G) = ) Calx).

zeG
Sejam G e H grupos. Uma fungao ¢ de G em H é um homomorfismo de grupos se

p(ab) = p(a)p(b),
para todos a,b € GG. Neste caso, a imagem de ¢ é o conjunto

Imp = {h:h=¢(g) para algum g € G}
= {plg) g€ G}.

O niicleo de ¢ é o conjunto

kerp={g€ G:p(g) =1}.

E facil verificar que Im ¢ ¢ um subgrupo de H e ker ¢ ¢ um subgrupo normal de G.

Um homomorfismo de grupos ¢ : G — H é um isomorfismo se @ ¢é bijetora. Quando
existir um isomorfismo entre G e H, dizemos que G e H sao isomorfos e denotamos por
G ~ H. Um endomorfismo de um grupo G é um homomorfismo ¢ : G — G. Denotamos
por

End(G) ={p: G — G : ¢ & um homomorfismo}.

Um automorfismo de um grupo G é um isomorfismo ¢ : G — G. Denotamos por
Aut (G) = {p : G — G : ¢ & um isomorfismo}.

E facil verificar que Aut (G) é um grupo com a operagao composigao.
Seja a € G fixado. A funcao
o, : G—G

x — arat

é um automorfismo de GG chamado de automorfismo interno de GG induzido por a. Deno-

tamos por

Inn(G) = {0, € Aut (G) : a € G}.

Sejam G grupo e H subgrupo de GG. Dizemos que H é um subgrupo caracteristico de
G se
e(H) C HVp € Aut (G).



Proposigao 1.3 Sejam G grupo e H, K subgrupos de G. Se K é um subgrupo carac-

teristico de H e H normal em G. Entao K é normal em G. [ |

Teorema 1.2 (12 Teorema de Isomorfismo) Seja ¢ : G — G1 um homomorfismo

de grupos. Entao

~ Im .
ker ey

Teorema 1.3 (N/C Lema) Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entéo:

1. Cq(H) é um subgrupo normal do Ng(H) e Ne) s jsomorfo a um subgrupo de

Cc(H)
Aut (H) .

2. Inn(G) < Aut (G) e % ~ Inn(G). [

Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. Consideremos a funcao 7 : G — %

dado por w(a) =@ = aH, é ficil verificar que, 7 ¢ um homomorfismo de grupos sobrejetor,

o qual é chamado o homomorfismo canénico. Note que

K

w(1) =1H = H,ker(n) = H e n(K) = I

onde K < G e H C K. Em particular, obtemos que todo subgrupo normal H de G é o
nicleo de algum homomorfismo.
Sejam G um grupo e H; < G,i=1,...,n. Dizemos que G é o produto direto (interno)

de Hi, ..., H, se as seguintes condicoes sao satisfeitas:
1. H; <G, i=1,...,n
2. Todo g € G pode ser escrito de modo tnico na forma g = hy - - h,, h; € H;.

Proposigao 1.4 Sejam G um grupo e H; < G,i =1,...,n. Entao G é um produto direto

(interno) de Hy, ..., H, se, e somente se,
1. G=H,---H,
2. H;<G,1=1,...,n
3 HiNH - H_ Hy - Hy={e},i=1,....n n



Sejam G um grupo, H e N subgrupos de GG. Dizemos que G é o produto semidireto

(interno) de N por H se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. G= NH,;
2. NdGeH<G,
3. NnH ={1}.

Notagao: G = N x H.

1.2 Grupos Abelianos Finitamente Gerados

Sejam G um grupo abeliano e a € G. Dizemos que a é um elemento de tor¢ao de G
se existir n € N tal que

a’ =1.

O conjunto

T(G)={a€eG:o0(a) < o}

¢ um subgrupo chamado o subgrupo de tor¢io de G. Se T'(G) = {1}, dizemos que G é

um grupo livre de tor¢ao. Note que

T(G)
é livre de torcao.
Teorema 1.4 Seja G um grupo abeliano finitamente gerado. Entao:
G 7" X Loy X Lipy X -+ X Loy,
onde r,ni,na,...,ns € N com:

1.r>0en; > 2;

2. ni+1|ni,1§i§s—1.

Além disso, a expressdo acima é unica. |
Coroldrio 1.2 Seja G um grupo abeliano finitamente gerado. Entdo T (G) é finito, %
é livre de posto finito e

G
G~T(G) x )
(G) % 7 @



1.3 Acoes de Grupo

Sejam G um grupo e {2 um conjunto nao vazio. Dizemos que G age sobre {2 se existir
uma aplicacao

G x0—Q

com *(a,x) = ax, tal que as seguintes condigbes sao satisfeitas:
1. a(bz) = (ab)z, para todos a,b € G, x €
2. 1z = x, para todo x € Q.

A aplicacao * é chamado a a¢do de G sobre 2 e Q é chamado um G-conjunto. Se

2] = n, entdo n é chamado o grau do G-conjunto 2.
Exemplo 1.1 Sejam G =S, e Q2 ={1,2,...,n}. Entio Q2 é um G-conjunto sob a a¢ao
x(0,1) = 0(i),0 € Sp,i € €.

Observagao 1.1 FEziste uma correspodéncia biunivoca entre o conjunto de agoes de G em
Q e o conjunto de homomorfismo de G em Sq. De fato, seja 2 um G-conjunto. FEntao

para cada a € G fizado, a aplica¢io ¢ ,(x) = ax é uma permutagdo de Q, pois
a1 09, (7) = @,-1(ax) = a az) = (e 'a)x = z,Vr € Q.
Logo, p,-10p, =id. De modo andlogo, mostra-se que @, 0 p,-1 = id. Assim, a aplica¢ao
p:G— Sq
dada por p(a) = @, é um homomorfismo, pois
Pap(7) = (ab)z = a(br) = @, (bx) = @, (y(7)) = @, 0 @y (), Ve € Q.

Reciprocamente, suponhamos que ¢ : G — Sq é um homomorfismo. FEntao é facil
verificar que a aplicacao

x: G x Q) — ()

definida por x(a, ) = @(a)r é uma agdo de G sobre §). Neste caso, dizemos que ¢ é uma

representacao por permutacgao de G em Sgq.



Seja 2 um G-conjunto. Entao
Go={a€eG:arx =z,VreQ}

¢ um subgrupo normal de G. Dizemos que uma acgao de GG em 2 é fiel ou G age efetiva-

mente sobre ) se p : G — Sq ¢ um homomorfismo injetor ou, equivalentemente,
kero=Gy={l} ar=2,VeeQ=a=1

Seja G um grupo e €2 um conjunto nao vazio. Entdo (g,a) — a é uma agao de GG
sobre (), chamada acao trivial.

O conjunto

O(z)={ax:a € G}

é chamado a drbita de x. Dados z,y € €2, definimos = ~ y se, e somente se, existe a € G
tal que y = ax. E facil verificar que ~ ¢ uma relacio de equivaléncia em Q e que O (x)

sao as classes de equivaléncias de 2. Logo,

Q= U O(z).

€
Seja x € (2 fixado, o conjunto

Gy, ={a€eG:ax =1z}

é um subgrupo de G chamado estabilizador de z em G.
Dizemos que G age transitivamente sobre € ou §2 é um G-conjunto transitivo, se para

quaisquer z,y € €, existir a € G com ax = y ou, equivalentemente, Q = O(z), Vx € Q.
Proposicao 1.5 Seja G um grupo agindo em um conjunto nao vazio §2. Entdo

(G G.] =10 (2],
para todo x € Q. Em particular, se G € finito, entao |O (x)| divide |G|, para todo z € Q2. W

Sejam G um grupo e 2 = G. A fungao * : G x Q — Q dada por *(g,a) = gag™* &

uma acao de G em 2. Dado a € €, a 6rbita de €2

O(a) = {gag™ : g € G}



é chamada a classe de conjugacao de ) e serd denotada por Cl(a). O estabilizador de a
Go={9€G:gag™ =a} =Cs(a)
é o centralizador de a em G. Assim, pela Proposicao acima,
|Cl(a)] =[G : Ca(a)].

Sejam G um grupo finito e p um nimero primo. Dizemos que G é um p-grupo se sua
ordem é uma poténcia de p, isto é,

|G| =p"

para algum n € N. Pelo Teorema de Lagrange, todo subgrupo de G é um p-grupo.

Seja G um grupo abeliano, dizemos que G é abeliano elementar se existe um inteiro
primo p tal que todos elementos diferente da identidade de G sao de ordem p. Definimos
o expoente de um grupo G como sendo o menor inteiro positivo m tal que g™ = 1, para
todo g € G e o denotaremos por exp(G).

Seja G um grupo de ordem p"m, onde mdc(p,m) = 1. Um subgrupo H de G é um
p-subgrupo de Sylow de G se a ordem de H é p™.

Teorema 1.5 (Teoremas de Sylow) Seja G um grupo de ordem p™m, com mdc(p, m) =

1. Entao:

1. G contém um p-subgrupo de Sylow.

2. Se H é um p-subgrupo de Sylow de G e K qualquer p-subgrupo de G, entdo existe
a € G tal que aKa™' C H. Em particular, quaisquer dois p-subgrupos de Sylow de

G sao conjugados.
3. O nimero n, de p-subgrupos de Sylow de G é da forma 1+ kp,k € Z,. Além disso,
ny, =[G : Ng (H)],
para todo p-subgrupo de Sylow H de G e n, | m.

Proposigao 1.6 Sejam G um grupo, P um p-subgrupo de sylow de G e H um subgrupo
de G. Se Ng (P) C H, entdo
H=Ng(H).

10



1.4 Grupos Nilpotentes

Seja G um grupo. O comutador de dois elementos h, k € G é definido por
(h,k) = h 'k~ hk.

O conjunto

G = ((hk): hk € G)

é chamado subgrupo comutador ou subgrupo derivado de G. Mais geralmente, se H e K

sao subconjuntos de GG, entao
(H,K)={((h,k) :he HkeK)
¢ um subgrupo de G.
Lema 1.1 Sejam x, y, e z elementos de um grupo G. Entao:
1. (z,y) =1 se, e somente se, vy = yz;
2. (x,y)" = (y,2);
8. (wy,2) = (¢, 2)"(y, 2) = (z,2)((z, 2),y)(y, 2);
4. (2,y2) = (z,2)(x,9)* = (2, 2)(z, y)((, ), 2). u
Proposicao 1.7 Sejam G um grupo , v,y € G e H um subgrupo de G. Entao:
1. G é abeliano, se e somente se, G' = {1};
2. H é normal em G se, e somente se, (H,G) é um subgrupo de H;
3. G’ é um subgrupo caracterisco de G. Em particular, G' é normal em G,

4. & ¢é abeliano;

G/
5. Se H é um subgrupo de G, entdo H é normal e % ¢ abeliano se, e somente se,
G'CH.

6. Se f: G — L é um homomorfismo de grupos e H, K subgrupos de G, entao
f(H,K) = (f(H), f(K)).
Em particular, f (G') = (Im f)". [
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Proposigao 1.8 Se K é um subgrupo normal em G e K < H < G, entdao (H,G) < K

H G
< il
7= ()

se, e somente se,

Uma série subnormal de um grupo G é uma sequéncia de subgrupos
G=Gy2G 2---2G,={1}

tal que

Giq1 9G;,0<i <n.

O comprimento da série ¢ o nimero de grupos fatores nao triviais.

Seja G um grupo. A série central descendente
1(G) 271G 2+ (G) 2 -
é definida, indutivamente, por
N(G) =G; 744 (G) = (1:(G), G).
Proposigao 1.9 Seja G um grupo. Entao

1. Cada 7v;(G) é um subgrupo caracteristico de G,

2. ’Yz+1(G) < 7(G);

. 7¢+1(G) S Z ("/2‘+1(G)) ! ]

Seja G um grupo. A série central ascendente
Zo(G) C 21(G) C 25(G) C - C Z,(G) -+~
de G é definida, indutivamente, por
Z0(G) = {e};- - Zna(G) = {zr € G : (2, G) C Zu(G)}-
Proposigao 1.10 Seja G um grupo. Entao:
1. Cada Z,(G) é um subgrupo caracteristico de G;

12



2. Z,(GQ) C Z,:1(G) para todo n > 0;

. G . .~ A - ~
3 Serm:G— Zo) ¢ o projegao canonica, entao

2, (G) =1 (z%) .

201G 6 o centro de =S [ |

Consequentemente, Z,(C) Z.(G)

Dizemos que um grupo G é nilpotente se Z,,(G) = G para algum m. O menor m tal
que Z,,(G) = G é chamado a classe de nilpoténcia de G. Claramente temos que um grupo

abeliano ¢ nilpotente, pois Z,(G) = Z(G) = G.
Lema 1.2 Subgrupos e grupos quocientes de grupos nilpotentes sao nilpotentes. |
Proposicao 1.11 Se H e K sao nilpotentes entdo seu produto direto
Hx K

¢é nilpotente. |
Proposicao 1.12 Se G é nilpotente e H < G, entao H < Ng (H). [ |
Teorema 1.6 Seja G um grupo finito. Entio as sequintes condicoes sao equivalentes:

1. G € nilpotente.

2. Se H é um subgrupo proprio de G, entao H é um subgrupo préprio de Ng (H).

3. Todo subgrupo de Sylow de G é normal em G.

4. G é o produto direto de seus subgrupos de Sylow. ]

Teorema 1.7 [7Seja G um grupo nilpotente. Entdo, o conjunto T(G) é um subgrupo
caracteristico e % ¢ livre de torcgao. |

Seja X uma classe de grupos. Um grupo G é chamado poly-X se G tem uma série

tal que cada fator

pertence a classe X.
O Teorema 1.7 mostra que se G é um grupo nilpotente finitamente gerado entao %

é policiclico infinito e G' é um policiclico-por- finito.
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Lema 1.3 [7Seja X uma classe de grupos. Se X é fechado sobre subgrupos. Entao a

classe de grupos poly-X também o é. ]

Lema 1.4 (Poincaré) A intersecao de um nimero finito de subgrupos de indice finito

em um grupo G é também de indice finito em G. [

Teorema 1.8 Seja G um grupo policiclico-por-finito. Entao, G contém um subgrupo

g 2 .. . . G - .
caracteristico H o qual é um policiclico-infinito e tal que % € finito. |

Coroldrio 1.3 Sejam G um grupo nilpotente finitamente gerado. FEntao G contém um

G

subgrupo caracteristico H livre de tor¢ao tal que % seja finito. |

Seja G um grupo finito. Entao G possui um tnico subgrupo nilpotente normal ma-
ximal que é chamado de subgrupo Fitting e que seré denotado por Fit(G).

Sejam G um grupo e II um conjunto de ntiimeros primos. Dizemos que o elemento
x € G é um Il-elemento se o(z) é divisivel somente pelos primos em II. Em particular,
temos a nocao de um p-elemento. Similarmente, um grupo é chamado um II-grupo se
|G| & divisivel somente pelos primos em II. Vamos denotar por II(G) o conjunto do
divisores primos de |G|. O conjunto complementar dos primos em II serd denotado por
IT'. Portanto, temos também a nocao de II' e p’ elementos, bem como II' e p’ grupos. Por
exemplo, um 2’-elemento é simplesmente um elemento de ordem impar.

Se G é um grupo que contém um série de composicao, entao os grupos fatores desta
série sao chamados de fatores de composigao de GG. Dizemos que G ¢é Il-separdvel se toda
fator de composicao de G ¢é Il-grupo ou II'-grupo.

Sejam G um grupo e H e K Il-subgrupos normais de G. Entao HK também o é.
Assim, G possui um tnico II-subgrupo normal maximal, o qual denotamos por Op(G).

Claramente, O (G) é caracteristico. Além disso, por defini¢ao de O (G), obtemos O (G) =

{1}, onde
G

On(G)

Em G, consideremos o tinico IT'-subgrupo normal maximal O/ (G) e denotemos sua im-

G =

agem inversa em GG por

On (G).

Teorema 1.9 [3, Theorem3.2,pg.228]Se G ¢ Il-separdvel e G = #

@ entao

Cz(0n(G)) C Ou(G).
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Em particular, se O (G) = {1}, entao Cq(On(G)) € Z(On(Q)). [

1.5 Grupos FC

Lema 1.5 Seja G um grupo. Entdo o conjunto
P(G)={reG:[G:Cs(x)] <0}
é um subgrupo caracteristico de G
Prova. Dados g, h € ®(G)
Ca(gh™) 2 Calg) NCa(h™) = Calg) N Ca(h)
Logo, pelo Lema 1.4,
G+ Ca(gh™)] < [G: Calg) NCa(h)] < oo
Portanto, gh~! € ®(G). Finalmente, se p € Aut(G) temos

(G Calplg)] =[G : Calg)] < o

Portanto, ¢(g) € ®(G). [ |

O subgrupo caracteristico ®(G) é chamado de subgrupo FC' de G. Em particular,
quando ®(G) = G, dizemos que G é um grupo FC. Note que todos os grupos abelianos

e todos os grupos finitos sao grupos FC.

Lema 1.6 Seja G um grupo FC'. Entao subgrupos e grupos quocientes de G sao grupos

FC. [ |
Lema 1.7 Seja G um grupo FC' finitamente gerado. Entao [G : Z(G)] é finito.
Prova. Sejam z1,...,x, € G tais que

G=(x1,...,T,).

Como

G : Co(x;)] <o0,1<i<n

2(G) = () Colx:)
i=1
temos, pelo Lema 1.4, que [G : Z(G)] < oo. [
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Lema 1.8 (Schur) Seja G um grupo tal que |G : Z(G)] = n. Entiao G' é finito e
&' < ()"
|

Seja G um grupo. Dizemos que G ¢ localmente finito se todo subgrupo finitamente

gerado de G ¢ finito.

Teorema 1.10 Seja G um grupo FC. Entio G' é um subgrupo de tor¢ao e T(G) é um
subgrupo caracteristico localmente finito. Além disso, se G é finitamente gerado, entao G’

é finito. [ |

Lema 1.9 Seja G um grupo F'C finitamente gerado. Entao existe um subgrupo H de G

tal que
1. [G: H] < 0.
2. T(H)={1}.

3. H é um subgrupo caracteristico.

Prova.Como G é FC finitamente gerado, temos, pelo Lema 1.7, que [G : Z(G)] < oo e,

Z(G) ¢ finitamente gerado e abeliano. Portanto,

H ~ 7™, para algum m € N, tal que T(H) = {1}. H <G, pois H C Z(G).
[2(G) : H] = [T(Z2(G))] < .

Como

(G- H] = [G: Z(G)[Z(G) : H],

temos que [G : H| < oo e T(H) = {1}. [ |
Lema 1.10 Seja G um grupo F'C. Entao existe um subgrupo normal H de G tal que

1. T(H) = {1}

2. % é um grupo de tor¢ao.
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Prova.l. Se T(G) = GG, nada hé para ser provado. Caso contrario, existe gy € G tal que
0(go) = 00. Seja
N = <:Cflgox rT € G>.

Entdo N é normal em G e finitamente gerado, pois gy € ®(G) = G. Pelo Lema 1.9, existe
um subgrupo H de N tal que H é um subgrupo caracteristico, T'(H) = {1} e [N : H] < c0.
Logo, pela Proposicao 1.3, H é um subgrupo normal de G.
2. A familia
F={K: {1} #K <G e T(K)={1}}.

¢ ndo vazia, pelo item 1 e parcialmente ordenada por inclusado. Seja F’ qualquer subfamilia
totalmente ordenada de F. Entao
H=|]J K
KeF!

¢ um subgrupo normal de G. De fato, H # (), pois 1 € K, para todo K € F'. Dados
x,y € H, existem K, Ky € F' taisquez € K; ey € Ky. Assim, 2y~ € K;ouzy™! € Ko,
pois K; C Ky ou Ky C K;. Logo zy~! € H, isto ¢, H é um subgrupo de G. Agora, dados
g€ Gehe H,existe K € F' tal que h € K. Logo,

g thg e K

e, assim, g~'hg € H, isto ¢, H é normal em G. Além disso, se h € T(H), entao existe
K € F' tal que h € K. Assim, h € T(K) = {1}, isto é, h = 1 e, portanto, T(H) = {1}.
Portanto, H € F. Isto prova que cada subfamilia totalmente ordenada de F tem uma

cota superior em G. Assim, pelo Lema de Zorn, existe M € F maximal.

Seja 7 : G — G a projecdo candnica, onde G = % Entdo, pelo Lema 1.6, G é um

grupo FC. Suponhamos que T(G) # G, isto é, existe g, € G tal que o(7,) = < e
(9o) 1 G.

Entao, pelo item 1., existe {1} # K < G tal que T(K) = {1}. Seja My = 7—*(K). Entao,

pelo Teorema da Correspondéncia, My é um subgrupo normal de G, com M C M, pois
M =7""(1)) C 7 1(K) = M.

Sejam h € T(My) C My e h = w(h). Entao
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Ty = (R) — 7((W)

é injetora, pois T'(M) = {1}. Logo, (h) ~ mw((h)). Assim, o(n(h)) = o(h) < co. Mas
m(h) € 7(My) = K e n(h) € T(K) = {1}. Portanto,

Logo, h =1 e T(My) = {1}. Assim, My € F, com M & My, o que contradiz a maxima-
lidade de M. Portanto, G = T(G). |

1.6 Derivacoes

Sejam K e ) grupos. Dizemos que um grupo G é uma eztensao de K por Q) se G

contém um subgrupo normal H tal que

G
H~K — ~ Q.
comH Q

Sejam G' um grupo,K e () subgrupos de G. Dizemos que ) é um complemento de K em
G se
Kn@=A{1} e KQ=G.

Uma tripla ordenada (@, K, 0) é chamada uma data se K é um grupo abeliano, Q)
um grupo e 6 : Q — Aut(K) é um homomorfismo de grupos. Dizemos que um grupo G

realiza esta data se G € uma extensao de K por () e para qualquer transversal T : ) — G,
a* =0(a) = T(z) 'aT(z),V2 €Q e a € K.

Seja (@, K, 0) uma data, onde 6 ¢ um homomorfismo, nao necessariamente trivial, que

induz uma agao de @) em K. Uma derivagao ou homomorfismo cruzado é uma fungao
d:QQ - K

tal que d(zy) = d(z)¥d(y), para todos z,y € Q, onde d(x)¥ = y~'d(z)y. Note que d(1) =1
ed(z™) = (xd(z)x 1)L

O conjunto de todas as derivacoes de () em K serd denotado por

Der(Q, K).
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Em particular, se 6 é trivial, entao
Der(Q, K) = Hom(Q, K).

O conjunto Der(Q, K) pode ser equipado com uma estrutura de grupo abeliano do

seguinte modo:
(d+d)(z) =d(z)d(z),Vd,d € Der(Q,K) e z € Q,

com elemento identidade é 0 e —d ¢é a inversa de d.
Para cada a € K, a fungdo d, : Q — K definida por d,(z) = (x,a) é uma derivagao.

De fato, dados =,y € Q,

do(zy) = (7y,0)
= (a:,a)y(y,a)

= da(2)"d(y).

Neste caso, dizemos que d, é¢ uma derivagao interna. O subconjunto de todas as derivagoes

internas serd denotado por

Inn(K, Q).

Dados a,b € K, obtemos

dgy-1(z) = (z,ab ")
= (:U, b)71<x> a)
= (w,a)(x,b)7?,

pois K é abeliano. Assim,

dop1 () = do(a)dy(z)™
= dy(z) — dp(x)
= (d, — dp)(x),Vz € Q.

Portanto, Inn(Q, K) é um subgrupo normal de Der(Q, K).

Seja (@, K, 0) uma data. O grupo quociente

Der(Q, K)

HY(Q, K) = Inn(Q, K)

¢ chamado de primeiro grupo de cohomologia.
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Observagao 1.2 Se H'(Q, K) = {0}, entdo toda derivagio € interna.

Lema 1.11 (Schur-Zassenhauss) [5]Sejam G um grupo finito e N um subgrupo normal

em G tal que mdc(|N|,[G : N]) = 1. Entao existe um subgrupo H de G tal que
G=NxH.

Além disso, se K for outro subgrupo de G tal que
G=NxK

entao K = g~'Hg, para algum g € G. [ |

Coroldrio 1.4 Se mdc(|Q|, |K|) =1, entdo H(Q, K) = {0}. |
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Capitulo 2

Anéis de Grupos

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados bésicos sobre anéis e anéis de grupos

necessarios para o desenvolvimento do préximo capitulo.

2.1 Anéis

Um anel é um conjunto nao vazio R equipado com duas operacoes bindrias, adicao

(z,y) — = + y e multiplicacdo (z,y) — xy, tal que as seguintes propriedades valem:
1. R é um grupo comutativo sob a adigao.
2. z(yz) = (xy)z, para todos z, y, z € R.

3. 2(y+2) =y +xz, (r+y)z = vz + yz, para todos z, y, z € R.

Se um anel R satisfaz as propriedades:

4. Existe 1 € R tal que z1 = 1o = x, para todo x € R, dizemos que R é um anel com

tdentidade.

5. xy = yx, para quaisquer z, y € R, dizemos que R é um anel comutativo

Se um anel R satisfaz a propriedade:

6. Para todos z,y € R, vy = 0 = = = 0 ou y = 0, dizemos que R é um anel sem

divisores de zero. Caso contrario, dizemos que R é um anel com divisores de zero.

Dizemos que um elemento x € R, x # 0, é reqular se x nao é divisor de zero. Se R é

um anel comutativo, com identidade e sem divisores de zero, dizemos que R ¢ um dominio.
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Um elemento x € R é dito uma unidade de R se existir y € R, tal que zy = yxr = 1.

Denotaremos por U(R) o conjunto de todas as unidades de R. Se
U(R) = k" = R - {0},

dizemos que R é um corpo.

Sejam R um anel com identidade e x € R. Se n € Z, definimos nx € R por

(mn—1x+x, se n>0
nr=4 0, se n=>0

(—n)(—x), se n <0

Sejam R um anel com identidade ¢ S = {n € N: na = 0,Va € R}. Se S & nao vazio,
entao pelo principio da boa ordenacao, S contém um menor elemento, digamos k € S. O
elemento k é chamado de caracteristica do anel R. Caso contrério, dizemos que R tem
caracteristica zero.

Um subconjunto nao vazio S de um anel R com unidade ¢ um subanel de R se as

seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. para todos x,y € S, tem-se x — y € 5}
2. para todos z,y € S, tem-se xy € 5,

3.1€5.

Um subconjunto nao vazio I de um anel R é um ideal o esquerda (a direita) de R se

as seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. para todos z,y € I, tem-se x —y € I;

2. Paratodoz € I er € R, tem-se rx € I (zr € ).

Um subconjunto nao vazio I de um anel R é um ideal de R se as seguintes condi¢oes

sao satisfeitas:

1. para todos z,y € I, tem-se x —y € I;

2. Paratodor €l er € R,tem-serx € [ e xr € 1.
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Um ideal I do anel R tal que I # 0 e I # R é chamado ideal prdprio.
Sejam R um anel e I um ideal & esquerda de R. Dizemos que I é minimal se as

seguintes condigoes sao satisfeitas:

L I #{0};

2. Se J um ideal a esquerda de R tal que J # {0} e J C I, entdo J = I.

Sejam R e S dois anéis. Uma funcao ¢ : R — S é um homomorfismo de anéis se as

seguintes condicoes sao satisfeitas:

L. ¢(x +y) = o(z) + ¢(y), para todos z, y € R;

2. ¢(xy) = ¢(x)¢p(y), para todos z,y € R.

Um homomorfismo de anéis ¢ : R — S é um isomorfismo se ¢ é bijetora. Quando
existir um isomorfismo entre R e S dizemos que R e S sao isomorfos e denotaremos por

R~S.

Teorema 2.1 Sejam R e S anéis e ¢ : R — S um homomorfismo de anéis. Entao

~ Im ¢.
ker ¢ mé

Seja R um anel comutativo com unidade. Um mddulo V sobre R é um grupo comu-

tativo aditivo, junto com uma funcao
RxV — V (r,v) — 1V,
tal que as seguintes condicoes sao satisfeitas:
1. r(sv) = (rs)v, paratodos r,s € Rev € V.
2. r(u+v)=ru+rv,paratodor € Reu,veV.
3. (r+s)v=rv+sv, paratodosr,s € ReveV.

4. 1v =v, para todo v € V.
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Note que, se R é um corpo, entao um médulo V' sobre R é um espaco vetorial sobre
R.

Um subconjunto W de um médulo V' sobre R é um submddulo de V se:
1. Para todo wi,wy € W, tem-se w; — wy € W,
2. Paratodor €e Rew € W, tem-se rw € W.

Sejam S um subconjunto de um mdédulo V' sobre R e

A={W :W ésubmédulode V e S C W}.

Entao

S =Nw
WeA
¢ o menor submdédulo de V' contendo S e serd chamado de submddulo gerado por S sobre

R.

Seja V' um mdédulo sobre R. Se v € V' pode ser escrito como
n
— E VT eV
v iV € Rev, eV,

entao dizemos que v é uma combinagao linear dos elementos vy, ..., v, sobre R. Neste

caso, o conjunto de todas as combinacoes lineares de vy, ...,Vv, é o submdédulo

(Vi,..., V) = {Zrivi:n ER},

i=1
gerado por vy, ..., v,. Quando existe um subconjunto finito S de um médulo V' sobre R
tal que V = (5), dizemos que V' é um mddulo finitamente gerado sobre R. Se S = {v},

isto é, S consiste de um tnico elemento, temos
(v) ={rv:re R}

e (v) serd chamado de submddulo ciclico gerado por v sobre R.
Uma seqiiéncia finita vy,...,v, de elementos de um médulo V' sobre R é chamada
linearmente independente se
n
E rivi=0=>r=r=---=17,=0.
i=1
Caso contrario, dizemos que a seqiiéncia é linearmente dependente. Um subconjunto S

de um médulo V' sobre R é dito linearmente independente se qualquer seqiiéncia finita de
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elementos distintos de S € linearmente independente. Caso contrério, S é dito linearmente
dependente.
Um subconjunto S de um médulo V' sobre R é dito uma base sobre R se as seguintes

propriedades valem:
1. V=(95).
2. S é linearmente independente.

Um médulo V' sobre R é chamado de mddulo livre sobre R se possui uma base. A
cardinalidade da base sobre R é chamada de posto de V' sobre R.

Um R-médulo M ¢é chamado semisimples (completamente redutivel) se todo submé-
dulo de M é um somando direto. Um anel R é chamado semisimples se R visto como

R-médulo é semisimples.
Teorema 2.2 Seja R um anel. As sequintes afirmagoes sio equivalentes:

1. Todo R-mddulo é semisimples.
2. R é um anel semisimples.

3. R é soma direta de um nimero finito de ideais a esquerda minimais. |

Proposigao 2.1 Seja
R:L1®'.'@Lt7

onde L; sao ideais a esquerda minimais de R. Entao existe uma familia
{e1, ..., e}

de elementos de R tais que:
1. e; #0 é um idempotente, 1 < i <t.
2. Sei # j, entao e;e; = 0.
3. 1=¢+4+--+e.
4. Cada e; nao pode ser escrito como e; = €}, + e}, onde €, €} sao idempotentes tais que
eeb#£0ee el =01<i<t.

1) 7
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Reciprocamente, se existir uma familia de idempotentes satisfazendo as condicoes 1 a

4 acima, entao os ideais L; = Re; sao ideais & esquerda minimais de R tais que
R=Li®---& L.
]

Uma familia de idempotentes {ej,- - ,e;} de um anel R satisfazendo as condigoes 1.,
2. e 3. do Teorema acima é chamada uma familia completa de idempotentes ortogonais.
Um idempotente satisfazendo a condi¢ao 4. acima é chamado primitivo.

Um anel R é chamado simples se, e somente se, os tinicos ideais sao {0} e R.
Teorema 2.3 Seja R um anel semisimples tal que
R=L® - & Ly,
onde L; sao ideais minimais de R. Entao existe uma familia
{e1, ..., e}
de elementos de R tais que:

1. e; # 0 é um idempotente central, 1 < i < t.
2. Sei # j, entao e; - e; = 0.
3 1=¢e+-+e.

4. e; nao pode ser escrito como e; = €; + e}, onde €}, e} sao idempotentes centrais tais
que
ro) S :
eex#0 ee e =0,1<1<t.

(2

Os elementos {ey, ..., e} no teorema acima sdo chamados idempotentes centrais pri-
mitivos de R.
Seja V' um espago vetorial sobre um corpo F. Entao o conjunto de todos os operadores

lineares invertiveis sobre V' serd denotado por
GL(V).
Seja G um grupo finito agindo em V. Dizemos que a agao de G sobre V' ¢é linear se
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1. a(v+w)=av+aw, paratodoa € Gev,w e V;

2. a(xzv)=x(av), paratodoa € G,z € FeveV.

Observacao 2.1 FEriste uma correspodéncia biunivoca entre o conjunto de acoes lineares

de G em V' e o conjunto de homomorfismos de G em GL(V).

Um homomorfismo ¢ : G — GL(V') é chamado de representagdo linear de G em V.
Neste caso, dizemos que V' € o espaco de representacao e a dimensao da representacao ¢
é a dimensao de V. Se p e ¢ sao representacoes do grupo GG com espagos de representagoes
Vi e Vs, respectivamente, entao dizemos que p e ¢ sao representagoes equivalentes ou

tsomorfas se existir um isomorfismo 7" de V; sobre V5 tal que
Tp(a) = p(a)T,Va € G.
Sejam dim V' = n,

M, (F) ={A : A é uma matriz de ordem n sobre F'}

GL o(F) = {A € M,(F) : det(A) # 0}.

Entao fixada uma base para V' sobre F' podemos definir um isomorfismo entre GL(V) e
GL,,(F) associando cada elemento de GL(V') a sua matriz na base fixada em GL,,(F).
Uma representacao matricial de GG sobre F' de grau n é um homomorfismo ¢ : G —
GL,(F). Assim, se
T:GL ,(F) — GL(V)

¢ um isomorfismo, entao

Té: G —s GL(V)

é uma representagao de G. De modo andlogo, a cada representagao de G,
¢: G — GL(V),
podemos associar uma representacao matricial

T'¢:G— GL ,(F).
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Por causa disto, nao faremos distingao explicita entre representacao e representacao ma-
tricial. Seja

¢:G— GL ,(F)

definida por ¢(a) = I, para todo a € G. Entao ¢ é claramente uma representacao de G,

e é chamada de representacao trivial quando n = 1.

Observagao 2.2 Uma representagao de dimensao 1 de um grupo G é um homomorfismo

VG — F*.

Exemplo 2.1 (A representacao natural) Se G =S, entdo existe uma representacao
natural em termos de matrizes de permutagao. Denotaremos esta representag¢ao por py.
Seja

{vi,ve,..., vy}
uma base para V. Definimos a transformacao linear de V-em V por

pn(0)(Vi) = Vo), 0 € G

Exemplo 2.2 (A representacao regular) Sejam G um grupo de ordemn e V um es-

paco vetorial de dimensdao n com uma base
{ve:a€G}.
Definimos uma transformagao linear de V-em V' por

prla)vy, = vap,a,h € G.

z

Isto é a representacao regular de G. Em termos de matrizes, é conveniente ordenar os

elementos a; € G,1=1,2,...,n. Entao

1 se, a; = apa;
prlar) =
0 se, a; # aya;,

e isto produz uma representacao matricial de G' por matrizes de permutacao.

2.2 Anéis de Grupos

Sejam R um anel e G um grupo. O suporte de uma funcao A : G — R é o conjunto

de todos os g € G tais que A(g) # 0, isto &,

supp(A) = {g € G': A\(g) # 0}.
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Seja
RG={A=> Ag)g: Mg) € R e |supp(})| < oo}

geG

o conjunto das somas formais sobre R tais que supp(A) seja finito. Dados

A= "Mg)g.n=>_ ulg)g € RG,

geG geG

dizemos que

A=pe AMg) = plg),Vg €G.

Definimos em RG duas operagoes bindrias, adi¢cao e multiplicacao, por

A= 2(Ag) +ul9))g e Au= > v(k)k,

geG keG

onde

v(k) =Y Mg)u(h) =Y Mg)ulg k).

gh=k geG
Note que, estas operagoes sao bem definidas, pois

supp(A + ) C supp(A) U supp(p) e supp(Au) C supp(A) - supp(p).

Com estas operagoes RG é um anel, o qual serd chamado de anel de grupo. Apagando as

componentes zero da soma formal A podemos escrever
i=1
onde n = |supp(A)|. Note que rg = gr, para todos r € R e g € G e, assim,

(AMg)g)(u(h)h) = Mg)u(g)gh, Vg, h € G.
Seja
S={r-eg:r € R} = Reg,

onde eg é o elemento identidade de G. Entao S é um subanel de RG isomorfo a R. Assim,
podemos identificar

R com Reg.

Portanto, 1 é o elemento identidade de RG. De modo anélogo, identificamos
G com 1G.

Com estas identificagoes

rA=>(r\)g;,Vr € R.
i=1

Deste modo RG é um mddulo livre sobre R com os elementos de G' como uma base.

29



Observagao 2.3 RG é um anel comutativo se, e somente se, G e R sdo comutativos.

A fungao € : RG — R definida por
N =¢ (Z A(g)g) => Ag)
geG geq
¢ um homomorfismo sobrejetor de anéis, chamada de funcao de aumento de RG. O
Ar(G) =kere = {\ = Z)\(g)g € RG : Zk(g) =
geG geG
¢ chamado o ideal de aumento de RG.

Seja N um subgrupo normal de G. Entao a funcao ¢ : RG — R (%) definida por

=y (Z A(9)9) =Y Ag)gN

geG geqG

¢ um homomorfismo de anéis, com

Ar(G,N) =kery = {Z)\ )g € RG: ) Mg gN—O}

geG geG
Como
k
G = N, onde k=[G :N]|
i=1
temos que
= Yala = 3 atanlon = 3o (Totanin).
geG i=1 neN neN
Note que
k
a € Ar(GN)& pla)=0% Z Za(gin)(p(gi>(p(n) -0
i=1 neN
k
A Z (Z a(gin )) ¢(g9:) =0« Z a(gin) = 0, Vi.
i=1 \neN neN
Portanto,

= Zgl (Z a(gn)n — Z O‘(QZ”))
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Observagao 2.4 Se G ¢é finito e R é comutativo, entao Ag (G) é um R-mddulo livre de

posto |G| — 1.

2.3 Unidades Triviais
Seja G um grupo. Denotamos por
U(ZG) ={a € ZG : « é inversivel},
o grupo das unidades de ZG e
U (2G) ={a €U (ZQG) : e (a) =1},

o grupo das unidades normalizadas de ZG. Os elementos +¢g sao unidades em ZG com

inverso +¢!. Estas unidades sao chamadas unidades triviais.

Observagao 2.5 Seja u € U(ZG). Entao (u) = £1. Portanto, podemos escrever
U(ZG) = £ (ZG).

A algebra do grupo complexo CG tem uma involugao: para v = Z v(9)g, seja v* =
geG
Zi(g)g‘l, onde — denota o conjugado complexo. Entao para todos v, € ZG e c € Z

geG
temos que:

—_

(B =S
2. (vB) =By
3. (V) =~

4. () =y

Além disso,

o que implica que yy* = 0 se, e somente se, v = 0.

Proposicao 2.2 Para v € ZG, yvy* =1 se, e somente se, v = £g, g € G.
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Prova. Claramente se v = +g, v* = £¢g~! e 7y* = 1. Reciprocamente, suponhamos que

Y=Y 7997 =D _g)g", com 7" =1.

geG geG
Entao
L=77"=> Y(9)-1+> (9.
geG g#1
Logo,
Y g =1
geG

e, portanto, y(go) = 1 para um tnico go, pois y(g) € Z,Vg € G. Assim,

=Y 99 = _g0)g+ > _1(9)g = g0

geG 97#go

Proposicao 2.3 (Berman-Higman) Sejam G um grupo de ordemn e o = Z a(g)g €
geG

ZG, tal que ™ =1. Se a (1) # 0, entdo o = £1.
Prova. Sejam pp : G — GL(n,C) a representacao regular e pp : CG—M,, (C) a

extensao de pj, a CG,

i (B) = i, (Z 6(9)9) => B(9)pr (9)-

geG geG

Em particular,

pi (@) =Y alg)pr (9)-

geG

Sendo pp(g) uma matriz de permutagao tem-se que

0 seg#l
|G| se g=1.

tr(pg (9)) =

Assim, se g = 1, entéo tr (p} (a)) = a (1) n. Como o™ =1 temos que pj; (@)™ =1 e logo
pF (@) € raiz do polinomio 2™ — 1. Logo, o polindmio minimal é divisor de ™ — 1. Como
2" —1 se decompoe em fatores lineares distintos em C [z] temos que p}, (o) é diagonalizével

e sua matriz é semelhante a



Mas entao

T=Am=|: i,

onde ¢;, 1 < i < n, sdo as raizes m-ésima da unidade. Assim,

na(l) =tr(ph(a) =€+ +¢€,

n

doal Dl

i=1 S i=1 S 1.
n n

n

= | ()] =

Sendo 0 # a (1) € Z, obtemos a igualdade e, assim,
€1 =€ = =€,
Logo, €; = a (1) = %1 e o polinémio caracteristico de
pr(a) = el =+I = ph (1)
sendo p}, injetora segue que o = =£1. |

Coroldrio 2.1 Sejam v € Z(U(ZG)), de ordem finita, e G um grupo finito. Entdo ~y é
da forma +g, com g € Z (G).

Prova. Seja

v=> 799

geG

um elemento central de ordem finita m. Suponhamos que

v (90) #0

para algum gy € G. Entdo vg; ' ¢ também uma unidade de ordem finita em ZG. Além
disso, temos que o coeficiente de 1 na expressdo de vgy ' é (go) # 0. Pela Proposicio 2.3
obtemos que,

790 = £L

Portanto,

7 = £4o.
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Teorema 2.4 Seja G um grupo finito. Entao T(Z(U(ZG))) = Z(G). [
Lema 2.1 Seja G é um grupo ordenado. Entdao Uy (ZG) = +G.

Prova. Suponhamos que

¢ !
U= Zuigi,u’1 = sz'hi el (ZG),
i—1 i—1

com
gl<gg<~--<gteh1<h2<---<hl.

1

Multiplicando u por v+, obtemos

1 = wut

<[5 (5)

= Z Z Uﬂ)jgih,j

i=1 j=1
= wuigithy + - +wughy,

com ghy o menor e g:h; o maior dos produtos {g;h;}. Assim,

ghi=1=gh=h =g"e h=g",

por outro lado
G<g=0 >0

Logo,

1

hi=g; ehl:gt_l:>h1>hl,

o que é uma contradicdo. Portanto, U; (ZG) = £G. [ |

Teorema 2.5 (Kaplansky) [7]Sejam G um grupo finito e K um corpo de caracteristica

0. Suponha que e = e* =3 e(g)g € KG. Entio
1. 0<e(l) <1,
2.¢(l)=0ce=0,ce(l)=1e=1. [

Teorema 2.6 (Passman-Bass) [7Sejam v € ZG,y™ =1 ey # +1. Entao v(1) = 0.1
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Coroldrio 2.2 Suponhamos que v € ZG tem a propriedade de comutar com ~v*. Se v é

uma unidade de ordem finita, entao v = £go para algum gy € G.

Prova. Seja n a ordem de 7y , como yy* = v*y, temos que (yy*)" = 1. Além disso,

(7)) (1) = > (9)* # 0.

Pelo Teorema 2.6, temos que vy* = 1. Consequentemente Y vy(g)? = 1. Portanto, existe

um unico coeficiente v(gy) o qual é diferente de zero. Assim, concluimos que v = +go. B

Sejam R um anel e x, y € R. O comutador de Lie de x e y é o elemento

[z,y] =2y —yx

e [R, R] é um subgrupo aditivo de R gerado por todos os comutadores de Lie [x,y],z,y €
R.
Sejam G um grupo e R um anel comutativo. Entdao [RG, RG| é um R-médulo com a
acao
rlz,y] = [rz,y] ,Vr,y € RG e r € R.
Para o = Z a(g)g € RG, definimos

geG
a(g) = Y alh),

1

onde ~ denota a conjugacao em G, isto é, h = aga™", para algum a € G. Isto é a soma

dos coeficicientes de a na classe de conjugacao de g.

Lema 2.2 Sejam G um grupo e R um anel comutativo. Entao:

1 [RG, RG] = {Z ’l“i[gi, hl] n e N, 9i, h; € G}
1
2 Seja a € [RG, RG]. Entdo ay, =0, para todo g € G. Em particular, o, = 0, para todo

z € Z(G).
Prova. 1. Sejam

B=> Blg)g.v=>_ 7(9)g € RG.

geG geG
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Entao

B:7] = [Z B(g)g, Zv(h)h]

geG heG

= > B(g)v(h) [g,h]

g,heG

= > B(g)y(h) (gh—hg).

g,heG

2. Seja a € [RG, RG|. Entao
o =Y algh)(gh - hg).
g,heG

Como
hg =g " (gh)g.

temos que

a, =0,Yg € G.

2.4 Normalizador de G em U(ZG)

Seja G um grupo arbitrario, denotamos por Ny (G) o normalizador de G em U =
U(ZG). Os elementos centrais de U, claramente normalizam G, bem como todos os el-

ementos de G. Até recentemente um problema em aberto foi, (cf. [8, problem 43, pg

305)),

Nu(G) = GZ(U)

isto ¢, o normalizador de G em U ¢ (G, Z(U)). Como U = +U,(ZG), muitas vezes

trabalharemos com Ny, (G), Uy = Uy (ZG). Assim, temos a condigdo do normalizador
Ny (G) = GZ(U) (NP)

O grupo Ny, (G) age por conjugagio em G, e o grupo dos automorfismo de G obtido

desta maneira é denotado por Autz(G), ou seja,

A%lt(G) = {p € Aut(G) : Fu € U(ZG) tal que ¢(g) = u ‘gu}.
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Proposigao 2.4 Sejam G um grupo arbitrdario e u € Uy. Entao u € Ny, (G) se, e somente

se, w'u € Z(ZG).

Prova. Sejam u € Ny, (G) e ¢ € Auty(G) tal que p(z) = u'zu. Aplicando (), em

ambos os lados de ¢(x) = u~'zu, obtemos
(p(z)" = (utau)” = w'z ™ (u™)"
Assim, substituindo = por 7!, obtemos

(pla™)" = walu)

Logo,

Assim,
(uu*)*lx (uu*) — (u*)fl (uflxu) ut = (u*)*lw(x)u* = .
Portanto, uu* € Z(ZG). Além disso, como uuu* = uu*u temos que vu* = u*u € Z(ZG).

Reciprocamente, seja u*u € Z(ZG). Entao u*u = uu*, queremos mostrar que u~zu €

G, para todo x € G. Temos

(v tru) (v o) = v lrwwts T w) T = w un (uf) T = wt(ut) T =1
segue da Proposicao 2.2 que (u"lzu) € G. |
Lema 2.3 Seja u € Ny(G). Entao u € GZ(U(ZQ)) se, e somente se, p, € Inn(G).
Prova. Suponhamos que u = goz, go € G, z € Z(ZG). Assim, para todo g € G

Pul9) = u gu = (g02) 9907 = 2" (95 " 990)> = ©4,(9)-
Portanto ¢, = Pgo- Reciprocamente, suponha que ¢, € Inn(G), isto &, ¢, = ©Pgy> DaAra
algum ¢go € GG. Assim, para todo g € G
uTlgu =, = 94, = gy 99

ou

g =ugy ggou"" = (ugy")g(ugy )™
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eugy " =z € U(ZG), logo para todo g € G
g=2"t9z = 2 € ZUZGQ)).

Portanto,

ugy' =2 € Z(U) = u = goz € GZ(U)

Proposicao 2.5 (Krempa) Seja u € Uy (ZG). Se u € Ny, (G), entao
u? = go(u*u) € GZ(ZG),

para algum gy € G, isto é, o automorfismo em G determinado por conjugacio de u?® é

interno em G.

Prova. Suponhamos que u € Ny, (G) e seja ¢ € Autz(G), tal que ¢(z) = v 'zu.

Consideremos v = u*u~! € U;. Assim,
*, —1

vo* = wru () = ut(utu) e = wru(ute) T =1,

e temos £(v) = 1. Assim, v = gy para algum gy € G. Consequentemente gy = u*u~!, logo

u* = gou e gou® = u*u = ¢ € Z(ZG). Mas,
P () = p(p(2)) = p(u™"zu) = uau® = ¢~ gorgy 'c = goagy ', Vo € G

isto &, ¢* € Inn(G). |
Observagao 2.6 Seja u € Ny, (G). Entao

1. ¢,» € Inn(Q), onde p,2 = P2 = @, °© P,

2. Se |G| < 00 = o(p,) < 00

3. Se um primo p | o(p,) entao p | |G|

4. Se o(p,) € impar, entio (p,) = (©2) = ¢, € Inn(GQ)

5. Se |G| é impar entdo Autz(G) = Inn(G)
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6. Suponha o(p,) = 2".m, 2 1 m, sejam p; = Qum € Ps = Pon. Entdo o(y,) = 2",
op) =m e

(Pu) = (®1,02)

Portanto, @, = ¢}, para algum i,j € N. Como 21 o(p,) temos que @, € Inn(G).
Logo
¢, € Inn(G) < ¢, € Inn(G).

Assim, sempre podemos supor que o(p,) é uma poténcia de 2.

Proposigao 2.6 (Coleman) Sejam p um nimero primo e P um p-subgrupo finito de um
grupo G. Entao para qualquer u € Ny, zc)(G), existe x € supp(u) tal que u'gu = 2~ gz,

para todo g € P.

Prova. Sejam u € Ny, (ze)(G) e X = supp(u). Entao ¢(g9) = u'gu € G e gu = up(yg),
para todo g € GG. Fazendo

u= Z u(h)h,

helG

obtemos

gu="Y_u(h)gh="> u(h)he(g).

heG heG

Logo, para todo x € X, existe um tnico d)g(:r) € X tal que

P, (x) = g p(g)

e a fungdo u : G — Z dada por x — u(z) é constante nas 6rbitas desta agado. Restringindo
esta agao a P, obtemos que |O(x)| divide |P|, para todo z € X. Portanto, |O(z)| é uma

poténcia de p ou 1. Assim, se z € O(x) entao u(z) = u(x). Como

X = U O(x)
r,€X
temos que
u = > u(x)z
= 2 X u®)z
z€0(z;)
Logo,



onde p" = |O(x;)|, r; > 0. Portanto,

1=> u(z)p".
Assim, existe r;, = 0, caso contrério p | £1, isto é, |O(x;)| = p™o = 1. Logo,
O(zig) = {¢y(wi) - g € P} = {mi }.
Assim, gz, = 1, (7i,)0.(9) €
ul9) = @3, 92iy, Vg € P.
Portanto, tomando = = ;,, obtemos u~'gu = 2~ 1gx, para todo g € P. |
Proposigao 2.7 A condigao (N P) vale para qualquer grupo de ordem tmpar.

Prova. Sejam G um grupo tal que |G| = s, com s fmpar, e u € Nyze) (G). Seja
¢ € Aut(G) dado por
p(g) =u"gu,Vg € G.

Pela Proposicdo 2.5, obtemos que ¢? é um automorfismo interno e ¢° = Id. Como

mdc(s,2) = 1 temos que existem [, ¢ € Z tais que 2] + st = 1. Logo,
0= g01 — (,02[+St — (902)l(<,05)t — ()021 — ((,Dl)Q
Portanto, ¢ é interno e, portanto, u € GZ(ZG). [ |

Proposigao 2.8 (Jackowski e Marciniak) Condicao (NP) vale para qualquer grupo

de ordem finita com um 2-subgrupo de Sylow normal.

Prova. Sejam G um grupo qualquer, P um 2-subgrupo de Sylow normal e u € Ny, (G).
Pela Proposicao 2.6 existe z € G tal que ¢,|p = ¢.|p, ou seja, v,-1 0@, = ¢,-1,|p = Id.
Podemos supor ¢, |p = Id.

Afirmacao: Existe gy € G tal que gy u € Z(U(ZG)), ou seja, u = goz, com z
elemento central de U, (ZG).
De fato, podemos supor que o(y,) ¢ uma poténcia de 2 com ¢, : G — G, como P I G

temos G = £. Defindo @, : G — G por




P, estd bem definida pois ¢, (P) C P. De fato, seja g € P,

eu(9)=u"'gue @

e é conjugado a g em U (ZG).

utgu—g=u"(gu) — (gu)u = [u ", gu] = o

logo,

0=a(g)=1-1

assim,
pulg) =g" =a""gz

para algum x € GG, portanto,
0,(9) € PP =a"'Pr=P.

Temos que

eu(9) = uTgu = (7).

Como 21 }@}, existe go € G tal que ¢, (g9) = ©,,(9) logo, gogalu(g) = 7. Escreva w = gy 'u

vu(9) =7 = eul9)gt =T=p,(9)g" €P.
Defina p(g) = ¢,,(9)g™", assim,
vw(9) = p(9)9,0(g) € P.Vg € G,
e o(p,) = 2". P, é um automorfismo interno, assim existe g, € G tal que B, = o
o(p,) = 2" = 0o(@,)]2n

Assim, = = 2" (z) = 7,7 23 , isto implica que o(gy) |a» . Mas o(gy) também divide a

ordem de G, ‘@} ¢ fmpar. Portanto,
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Sejax € Pe g€ G. Entao g txg € P. Logo

g 'zg = p,(97'z9)

= 0.(9) 'ze,(g)

-1

= (p(9)9) "z(p(9)9)

= g (p(9)"zp(g))g.

Assim,
z = plg)~"zp(g), Vg€ G.

Portanto, p(g) € Z(P).

Logo, obtemos uma derivagao
p:G— A= Z(P).

Se g € P, temos que p(g) = ¢,(g9)g~* = gg~* = 1. Assim , obtemos uma derivagao

_q

tal que p(7) := p(g). Logo, p estd bem definida. Como (|%|,|A]) = 1, pelo Lema 1.4

Hl(%, A) = 0. Portanto 7 é interno, logo p é interno e, portanto, ¢, é interno. |

Proposigao 2.9 Se u € Ny, (G) e u"™ € G para qualquer inteiro positivo n, entio u € G.

Prova. Seja u € Ny, (G) e u" = g € G para algum inteiro positivo n. Como u € Ny, (G)

sabemos que u*u = uu* € Z(ZG). Devido u"™ € G obtemos que

Assim, u*u é uma unidade central periddica e, portanto, u*u € Z(ZG). Escreva

u:Zugg,ug Y/

geG

(wu)(1) = Y (ulg))? #0

pela Proposigao 2.3 temos que u*u = 1 e, portanto, u € G. |
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Capitulo 3

Problema do Normalizador

Neste capitulo apresentaremos o Teorema da Representagao para unidades norma-
lizadas e, em seguida aplicaremos o teorema para mostrar que o problema do normal-
izador vale para trés classes de grupos. Terminamos mostrando que o problema vale para
qualquer grupo F'C' com subgrupo comutador um p-grupo.

O centro de conjugagao finita de um grupo G é denotado por A(G) e seu subgrupo
de torgao por AT(G). Se A(G) é finitamente gerado, entdo seu centro ¢ de indice finito

e, AT(G) é um grupo finito, com ﬁf%) abeliano livre finitamente gerado.

3.1 Reducgao para grupos finitos

Iniciamos analisando o suporte de elementos do Nu( RG)(G).

Lema 3.1 Sejam G um grupo e R um anel com unidade. Se u € Nu(Rg)(G), entao

o G — Ssupp(u)
gr—>0y4
é um homomorfismo, onde
o,(h) = ghu g u.

G

—=—— ¢ 1somorfo a
7 Cg(supp(u)) f

Além disso, se 1 € supp(u) entdo kero = Cq (supp(u)). Assim

um subgrupo de Ssuppu) €, portanto, u € RA(G).

Prova. Suponha u € Ny(re)(G) e seja X = supp(u). Escreva



Para cada g € G existe ¢g* = v~ lgu € G tal que gu = ug", isto &,

g (Z u(x)x) = u(x)gr = (Z u(x)x) g"

zeX reX zeX
Assim, para todo x € X existe um tnico o,(z) € X tal que gr = o4(x)g"*. Portanto,

04 : X — X definida por

ag(r) = grg~t = gr(ug 'u)
¢ uma permutacao de X. Note que
09192($) = 91921'“71(9192)717!

= gilger(u gy wu gy

1,1
= 10g(T)u gy u
= 0910, (QZ)

Assim, 04,4, = 0,4, 0 04,. Logo a fungio
c : G— Sx

g *0g

¢ um homomorfismo de grupos.

Mostraremos agora que, ker 0 = Co(X) se 1 € X. Note que,
kero = {geG:0,=1d}
= {9geG:o4x)=2, VrelX}
= {geG:gru'glu=2 VreX}
= {geG v 'gr=u"gu, VrecX}

Como 1 € X, obtemos g = v~ 1gu e, portanto,

kero = {ge€G v 'gr=g, VzeX}
= {9€G:xg=gx, VrelX}
= Co(X).

Pelo primeiro Teorema de Isomorfismo temos,

~ < .
o () Im(0) < Squppu) = X C A(G)
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Assim, u € RA(G). [ |

Para mostrarmos que em um grupo G qualquer os elementos do normalizador Ny, (G)
tém uma presentagao da forma gv com g € G e v € U(ZN) com N um subgrupo normal

finito de G, precisamos provar o lema seguinte.

Lema 3.2 Seja G um grupo FC finitamente gerado. Se u € Ny, (G), entdo:
1. u™ e Z(U(ZG)) para algum inteiro m positivo.
2. u= gw para algum g € G e w € Uy (ZAT(G)).

Prova. Seja u € Ny, (G). Pela Proposigao (2.4), u*> = gv para algum g € G e v €
Z(ZG) C Z(U1(ZG)). Como G ¢ um grupo FC finitamente gerado, temos pelo Lema 1.7
que, [G: Z(G)] =m' < 0.
Assim,
u?" = (gu)™ = (9)™ (0)™ € Z(WU(ZE)).

Portanto, u™ € Z(U (ZG)), com m = 2m/.

Tome T'= AT (G). Como % ¢ um grupo abeliano livre finitamente gerado, podemos

escolher um transversal S de T' em G tal que g € S implica g~! € S.

Como & & um grupo ordenado, S herda a ordem da identificacdo natural de S em &.
T g ¢ T

Escreva

u:Zuff e u_1:waf_1 (3.1)

fes fes
com uys,ws € ZT'. Claramente u normaliza 7', assim uQT = QT'u, consequentemente

urQT = QT'uy para todo f € S.

Seja E¥ o conjunto de idempotentes centrais primitivos de Q7. Para e € E, seja o
conjunto

I(e) ={f € S:eus#0}.

Se f € I(e) entao upeQT" = eQTur = eQT'. Assim, ureQT é um ideal ndo-nulo da algebra
simples eQT', consequentemente, euy ¢ um unidade de eQ7".

Note que G age em FE por conjugagao. Afirmamos que I(e) = I(geg™') para todo
ec FegedG.

De fato, note que (¢~*,u™t) € G’ pois g e ugu~! sao conjugados e, portanto,
(ghut)=teG CT(G).
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Assim, gug™! = ut~! para algum t € T'. Portanto,

Z(geg_l)uff = geqg tu = geqg tut 't = geug 't = ge Zuffg_lt = deuffg_lt
fes fes fes

= > gleup)g (gfg ")t

fes

e, portanto,

Z(gegfl)uff = Zg eup)g (tf)t,ty €T

fes fes

= > gleup)g "t (ftf N f

fes

onde ¢ty € T para cada f € S. Segue que, para cada f € 5,

gegtuf = gleup)g e (fEf 7).

Em particular, para cada f € S, geg 'uy = 0 se, e somente se, euy = 0. Como u é uma
unidade é claro que para cada e € E o conjunto I(e) é ndo vazio. Agora, mostraremos
que cada I(e) consiste de exatamente um elemento o qual serd denotado por f(e). Sejam
k e | o menor e o maior elemento de I(e), respectivamente. Seja r o maior elemento tal
que ew, # 0 e seja s 0o menor elemento tal que ew, # 0. Como I(e) = I(geg™!), para cada
g € G, os valores de r, s nao mudam se substituirmos e com qualquer G-conjugado de e.

-1

Escreva kr—! =t e [s™! = tyn para algum t1,ty € T ¢ m,n € S. Por (3.1), na soma

e = e(uu™t)
= G(ZUffZUth_l)
fes hesS
= > eug(funf )7
f.hes
= Y euslf(f tefwn) f AT
f.hes

m ¢ o menor elemento o qual aparece com um coeficiente nao nulo euy(ekw,k~1)t; (¢ nao
nulo desde que euy, e ekw, k™! = k(k~'ekw,)k™! sejam unidades em eQT') e n é o maior e-
lemento com coeficiente nao nulo ew;(elwsl~!)ty. Portanto m = n = 1 e consequentemente

k=1=r=s= f(e). Consequentemente

-1 1

eu = euse) f(e) e eu =ewpefle),
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como u = Y eu, temos
ecl

up = Z eur e wy= Z ewr,
fle)=f fle)=f
como os idempotentes primitivos sdo ortogonais e o conjunto {e € E : f(e) = f} é G-
estével, temos usu, = 0 e upgwpg™* = 0 = gwyg 'uy para todo f # h € S e para todo
g € G. Portanto,
1 =uu? :Zuffwff_l. (3.2)

fes
Portanto, para qualquer f € S temos uy = uyfw;f  uy, o qual implica que uyfw,f~' é
um idempotente de ZT. Como a identidade é o tinico idempotente nao nulo de ZT, segue
que para cada f o idempotente usfw;f~! €0 ou 1. Por (3.2), existe exatamente um f € S

tal que este idempotente ¢ 1, isto é, existe exatamente um f tal que uy # 0. |

Teorema 3.1 (Teorema da Representagao) Seja G um grupo e u € Ny, (G). Entao,
existe g € G tal que g~ 'u € ZAT(G), isto é, u = gw para algum g € G e w € ZN, com
N um subgrupo normal finito de G. Além disso, w induz um automorfismo ¢ de ordem

2

é tmpar, entdo p é interno em G.

um divisor de 2|N|. No caso em que |N

Prova. Seja X = supp(u). Para provar o resultado considere que 1 € X. Segue do Lema
3.1 que X C A(G). Assim, X tem somente um nimero finito de conjugados em G e,
portanto, X C H, com H um subgrupo normal finitamente gerado de G contido em
A(G). Em particular, H ¢ FC finitamente gerado. Assim, N = T(H) ¢ um subgrupo
invariante finito de H e % é abeliano livre e, portanto, ordenado.

Como u € U1(ZH), o Lema 3.2 implica que u = hw para algum h € H e w € ZN.
Como N é normal em G, temos a presentacao desejada para u. Claramente w € Ny, (G),
2

assim, pela Proposicio 2.5 existe go € G tal que gy w? = w*w.

E Claro que gy € N e induz o mesmo automorfismo em w?, ou seja, ©go = Pu2- Note

que, (p%u = Pu2-
Seja k = |N|. Entao

pof = @he = @ = @ = w1 = Id, pois go € N.

Logo, o automorfismo ¢ induzido por w tem ordem um divisor de 2 |N| . Para a ultima

parte, assumimos que | N| é impar. Pela Proposicao 2.7, obtemos que w = g;v com ¢; € G

47



ev € Z(U(ZN)). Agora ¢é suficiente mostrar que o automorfismo ¢ induzido por v é um
automorfismo interno em g.

De fato, para cada g € G

p(g) =v g = (v,97") = @(g9)g" = d(9).

Assim,

com ¢(g) € N, pois (v,g7') € GNZN = N. ¢ ¢é a identidade quando restrita a N, pois
v € Z(ZN).

Note que ¢?*(g9) = ¢ o ¢(g) = p(v 'gv) e

©"(g) =v "gv" = ¢(g)"g,Yn € N.

Portanto,
PM(g) = v NguNl = ¢(g)Ng.
Como ¢(g) € N, temos
pM(g)=g.vg € G.

Como |N| é fmpar, temos que ¢ tem ordem fmpar, logo, pela Proposigao 2.5, ¢? ¢ interno.

Assim, ¢ é interno. [ |

Nz,{l (@) Z(U)

Coroldrio 3.1 Para um grupo qualquer G, o0s grupos —:5— e 20 sao isomorfos a um

subgrupo do grupo abeliano livre

Z(U) NUL(ZAH(G))
Z(G) N AH(G)

e, eles todos tem o mesmo posto livre de tor¢ao. Além disso, Ny, (G) = G’ e, se AT(G)

é finito, todos esses grupos sao finitamente gerados .

48



Prova. Seja

Z(Ui(2G
[ NLA(G) - (zl((G) !
uG — uwu*Z(G)
Entao f é um homomorfismo de grupos injetor e a sua imagem estd contida em

ZU) NUL(ZAF(G))
Z(G) N AT (G)

De fato,
f(uGvG) = f(wwG) = uv(uv)* Z(G),

pela Proposigao 2.4 temos que vv* € Z(ZG), assim,
f(uwGvG) = wu*vv* Z(G) = wu* Z(G)vv* Z(G) = f(uG) f(vG),

portanto, f é um homomorfismo.

Seja uG € ker f, entao f(uG) = Z(G). Logo,
w* Z(GQ) = Z(G) = wu* € Z(G).

Por outro lado, temos pela Proposigao 2.5 que, u? = g(u*u), ou seja, u? € G. Assim, pela
Proposicao 2.9, u € G. Portanto, ker f = GG e, assim, f é injetiva.

Pelo primeiro teorema do isomorfismo, temos que

Niy (G) ZW(2G))

R AT re)

Além disso, pelo Teorema 3.1, temos que existe u = vgy tal que v € ZAT(G). Assim,
uu* = vgogy v* = vv* € Z(Uy) NZAT(G).

Portanto,
Z(U) NUL(ZAT(G))
Z(G) N AT (G)
Temos também que, se u € Z(U;) entao f(uG) = u?*Z(G). De fato, pelo Proposicao

2.5

Im f C

u? = go(uu*) € GZ(ZG) C GZ(U,).

Como

uu* = gytu® € Z(Uy)
temos que gy € Z(U,), logo go € Z(G). Assim,
fu@) = wu*Z(G) = go "W Z(G) = v*2(G).
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ZU.(2G))

Portanto, == @)

é periddico (de expoente 2) médulo a imagem de f e, portanto, os

Ny, (G) e Z(Uh (ZG))
G Z(G)

grupos abelianos livres de torcao tém o mesmo posto livre. Como

% é abeliano temos que (M, (G)) € G. Agora considere o homomorfismo canénico

© ZG—>Z(%)
Y —7

Sejam .,y € Ny, (G), entdo temos que (z,y) € (My, (G))', segue que 7((x,y)) = 1. Assim,
(x,y) € 1 +kerm,

portanto,

(r,9) € (N (G))' N (1 +kerm) CGN(1+kerm).

Mas,
GN(l+kerm) =GN (14 A(G,G) =G,
portanto, (NVy, (G)) C G'.

Além disso, se A*(G) ¢ finito, entdo é bem conhecido que Z(U;(A™) é finitamente

gerado. Assim, o ltimo resultado segue. ]

Corolario 3.2 Seja G um grupo tal que Z(U(ZQ)) e Ny, (G) sao grupos finitamente
gerados (por exemplo, se G é um grupo finito). Entdo

Nul (G)
(G, Z(U(ZG)))

¢ um 2-grupo abeliano elementar de posto no mdazimo o posto livre de tor¢ao de Z(Uy (ZG)).
Prova. [cf. [4, corollary 1.6]]. [ |

Corolario 3.3 Seja G um grupo arbitrdrio. Entao, as sequintes condigoes sao equiva-

lentes

L. Ny (G) =G
2. Z(U(ZG)) = Z(Q), isto ¢, todas unidades centrais sao triviais

3. Todas unidades em ZAT(G) que sdo centrais sao triviais
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Prova. (1. = 2.) Seja u € Z(U(ZG)). Entao u € Ny, (G) = G, assim u € G e, portanto
u € Z(G). Logo Z(U,) C Z(G). Claramente Z(G) C Z(U,). Portanto, Z(U;) = Z(G).

(2. = 3.) Seja u € ZAT(G) central. Entao u € Z(U;). Logo, u € Z(G) e, portanto u
é trivial.

(3. = 1.) Podemos supor que G = (supp(u)). Dado u € Ny, (G), pelo Lema 3.2, existe
m tal que u*™ € Z(U,) = Z(G) C G. Logo, pela Proposicao 2.9, u € G [ |

Terminamos esta secao com uma consequéncia a respeito de unidades hipercentrais de
Uy (ZG). Por Z,(H) denotamos o n-ésimo centro de um grupo H e por Z(H) denotamos
as unidades hipercentrais, isto ¢, Z(H) = U, Z,(H).

Proposigao 3.1 Seja G um grupo. Se Z(Uy(ZG)) = Z(G), entio Z(U(ZG)) C G.

Prova. Pelo Coroldrio 3.3, a hipétese Z(U; (ZG)) = Z(G) é equivalente com Ny, (G) = G.
A hipétese também implica que Z5(Uh (ZG)) C Ny, (G). De fato, sabemos que

Z(U(Z@)) = 2(G) C G,
seja u € Z5(Uh (ZG))., Entdo
(u,Uy) C Z(U(ZG)) = Z(G) C G.
Assim, para algum g € G,
(u,9) € ZU(ZG)) = Z2(G) € G

Logo u™'gu € G para algum g € G. Portanto, u € Ny, (G) = G. Assim, Z,(U;(ZG)) C G.

Suponhamos agora que Z,(U;(ZG)) C G, para algum inteiro positivo n. Seja a €
Z,1(U (Z@)). Entao para algum g € G, (a,9) € Z,(U(ZG)) C G. Assim, aga™' €
G para algum g € G. Portanto, « € Ny, (G) = G. Logo, Z,(Uh(ZG)) C G, para
todo n € N. Assim, U,Z, (U (ZH)) € G e consequentemente Z(Uy(ZG)) C G, pois
Z(U(ZG)) < Un Z, (U (ZH)). ]

3.2 Grupos Satisfazendo a Condicao do Normalizador

Nesta se¢ao provaremos que o problema do normalizador vale para varias classes de

grupos.
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Teorema 3.2 Seja G um grupo qualquer. Se AT (G) nao tem elementos de ordem 2 entdo

(NP) wvale para G.

Prova. Seja u € Ny, (G), pelo Teorema 3.1, existe um subgrupo normal finito N tal que
w = gy u, com w € ZN. p, € Inn(G) se, e somente se, p,, € Inn(G). Vamos provar que
©,, € interno.

Sejamn € N e g € G, g 'ng € N, logo Cl(n) C N, assim, |Cl(n)| < |N| < oo. Logo,
n € A(G). O que implica N C AT(G). Assim, 2 1 |N| e pelo Teorema 3.1, ¢,, € Inn(G).

portanto ¢,, é interno.

Teorema 3.3 Seja G um grupo de torcao. Se os 2-elementos de G formam um subgrupo

normal de G entio (N P) vale para G.

Prova. Pelo Teorema 3.1 é suficiente mostrar que, se w € Ny, (G) N ZN, com N um
subgrupo normal finito de G, entdo w € GZ(ZG). Por hipétese os 2-elementos formam
um subgrupo normal S de G. Como w € ZN, temos que supp(w) C N. Assim, pela
Proposigao 2.6 temos que existe go € N tal que v = gow age trivialmente em S. Como

v € Ny (G) NUL(ZN), segue que (v, G) = {v'g7 vg: g € G} C N. De fato,

(v,9) = (9o w,9)
= (9"9)"(w,9)

= (909 " 909)"(w ™ g wg) € ZN.

Assim, (v,g) € GNZN = N.

Seja v = i,
v : G— G

g— v lgu

Como S < G, paratodo g € G e x € S, temos g 'xg € S, assim,

g 'zg = (g9) 'we(g)

Logo, para todo g € G, xz € §

-1 -1

e(9)9 'z =o(9) (g 2g9)g™" = w(9)(¢(9) " zp(9)g ™" = z¢(9)g

isto é,
p(9) = ¢(9)g~" € Cal9). (3.3)
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Pela Proposicao 2.5 sabemos que ¢? = ¢,, para algum g; € G. Como G ¢ de torgao
segue que 2 e, portanto, ¢ é de ordem finita. Novamente pela Proposicao 2.5, podemos
assumir que o(p) = 2" (note que ainda assim ¢ restrita a S ¢ a identidade)

Seja G = %, % : G — @ a funcdo natural induzida por ¢. Como G nio tem elementos
de ordem 2, pelo Teorema 3.2, % ¢ um automorfismo interno. Assim, ¢ = @7 , para algum
J,€G.

@) = (¢5,)" = vgr =id =75 € Z(G)

Note que, 2 1 0(g,), pois G nio tem 2-torsdo. Logo,

— (@) C 2(0)

Portanto,go € Z(G). Assim, P = 1, segue que p(g) € S, para todo g € G. Assim, por
(3.3) p(g) € Z(S), para todo g € G. Mas

p(g) =¢(g)g 't =vlgug ' =[v,g | €N

Assim, obtemos uma derivacao
p:G— A=Z(S)NN

com A um grupo abeliano finito e p|s = 1. De fato,

plgh) = [v,gh]
= [v,h][v, g]"
= p(h)p(9)"
= p(9)"p(h)
e para todo g € S, temos
p(9) =¢lg)g " =g9 =1

Seja M = Cg(N). Entao M é um subgrupo normal de G e [G : M] < co. De fato, como
N é finito, N C A(G), assim, temos [G : Cg(n)],¥n € N. Logo, pelo 1.4, M = [\ Cg(n)

neN
tem fndice finito em G. Para todo g € M, temos que

p(g) =[v,g71] =1
pois, g comuta com todo elemento de ZN.
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G

a7y temos que H é um 2'-grupo finito e

Assim, ¢|(gmy € a identidade. Pondo, H =

obtemos uma derivacao induzida natural
p:H— A

dada por p(h) = p(h). Como |H| e |A| sao relativamente primos, segue-se, pelo Corolério

1.4, que H*(H, A) = 0, ou seja, p é interno, assim p é interno e, portanto, ¢ é interno. M

Proposicao 3.2 Seja G um grupo nilpotente finitamente gerado com subgrupo normal
finito N. Se u € ZG é uma unidade normalizando G e supp(u) C N, entdo existe gy € N

1

tal que ugy = € central em ZG.

Prova. Sejam N :=T(G), u € Ny, (G), v € ZT(G). Como G é um grupo policiclico por
finito, temos pelo Teorema 1.8 existe um subgrupo normal H de G livre de torcao e de
indice finito em G. Definindo G := & temos |G| = [G : H] < oo. Considere a projegao

candnica

T . ZG — ZG
U — U.
Como G é um grupo nilpotente finito, segue que G é o produto direto de seus subgrupos

de Sylow
G=P, XxPyx..xP,.

Pela Proposi¢ao 2.6 temos que para todo i obtemos y; € supp(u) tal que o, |P; = ¢, |P;.
Assim, podemos pegar y; € P; N supp(u).
Assim,
Yy = tir; € P, € P X ...P1XP...x P, t, €F

v.(9) = yilgyi =t gti, pois (ri,g9) =1,Yg € P,

Seja y 1= t;...t;, € (supp(u)). Para todo g € G, g =[] ¢:, g; € P, assim,

e,(9) = 9" =119 =119 = 11wulg:) = ¢.(9),

logo, ¢, = ¢,. Portanto, existe g, € (supp(u)) € T(G), com go € N tal que ugy ' =

ug, " € Z(ZG). De fato, v = g, * € ZT(G), logo U = vg,.
Afirmacao: v € Z(ZG).
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De fato, observe que 7 € Z(ZG). Seja g € G, assim, (v,g) € (N, (G)) C G e

(v,9) =([®,9) =1,
pois T é central em ZG. Portanto,
(v,9) e GN(1+ A(G,kerm)) = H
e, por outro lado, (v, g) € ZT(G). Assim,
(v,9) eT(GYNH =T(H) =1,
logo (v, g) = 1, para todo g € G. Portanto v é central em ZG. [ |
Teorema 3.4 Seja G um grupo localmente nilpotente . Entao (NP) vale para G.

Prova. Seja u € Ny, (G). Usando o Teorema da Representagio, escreva u = gw com
g€ Gewé€ZN, supp(w) C N, onde N < G é finito.
Seja Hy = Cq(N). Entao como |N| < 0o e N C A(G) segue que

[GZH()] < OQ.

Logo H = () H§ ¢ um subgrupo normal de G e de indice finito em G. Escolha um
transversal ZT,G...,gn de H em G e seja Gy = (N, g1, ..., 9n) -, Note que, supp(w) C N,
portanto, [z, h] = 1 para todo = € supp(w) e para todo h € H, assim, [w, h] =1, Vh € H.
Como G é localmente nilpotente , temos que, Gy é um grupo nilpotente finitamente gerado
ew € ZN C ZT(Gy), pois N C T(Gy) e |T(Gy)| ¢ finito. Assim, pela Proposicao 3.2,

existe ng € N tal que v := ny'w € Z(ZGy). Em particular para todo i = 1,...,n temos

(v,9;) = 1, mas v = ng'w € ZN, entdo
(v, ) = (ng w, h) = (ng"w, h)" (w, h) =1,

para todo h € H, portanto, (v,h) = 1, Vh € H. Mas
G = ¢:H eparatodoi, (v,9;H) = 1. Assim, (v,G) = 1, logo v € Z(ZG) e w = nqv.
i=1
Portanto,

¢, € Inn(G) = ¢, € Inn(G).

[ |
Terminamos com 2 resultados que em algum sentido da um argumento de inducao

provando (NP).
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Teorema 3.5 Seja G um grupo finito e suponha que o subgrupo de Fitting, F', de G tenha
ordem impar e contém seu centralizador em G. Entao qualquer automorfismo ¢ de G que
induzir a identidade em F' tem ordem impar. Em particular, se ¢ é induzido por uma
unidade em Ny, (G) entao ¢ é interno. Seja m o conjunto de divisores primos de |F| e

suponha que G € w-separdvel. Entao as conclusoes do teorema valem.

Prova. Seja g € G, x € ' < G. Entao

g 'wg = o9 'wg) = (g~ zo(g)

Assim, ¢(g)g~! centraliza F. Por hipétese ¢(g)g~' € F. Logo, para todo g € G, ¥(g) =
#(g)g~t € Cq(F). Como Cq(F) C F, temos que, ¥(g) € Z(F). Escreva ¢(g) = 1¥(g)g e
seja n = exp(F'). Entao
¢"(9) =¥(9)"g =9
Assim, a ordem de ¢ divide n e, portanto, € impar. Além disso, se ¢ é induzido por
u € Ny, (G), entdo pela Proposigao 2.5, ¢ é interno em G.
Se GG é m-separavel entao, pelo Teorema 1.9 , F' contém seu centralizador em G e assim

a lltima parte do teorema segue. |

Proposigao 3.3 Seja G um grupo. Suponhamos que N seja um subgrupo normal tal que

G'NN = {1}. Se £ satisfaz (NP) entio G satisfaz (NP).

Prova. Seja u € Ny, (G). Entao pelo Teorema 3.1, existe um subgrupo normal finito Ny

de G tal que u = wg para algum g € G e w € ZN,. Considere o homomorfismo natural
G
Y/ 7| —=].
T LG — < N>

Sabemos que w € Ny, (G). Como por hipdtese % satisfaz o problema do normalizador e

por = 7(w) normaliza ¢, obtemos que # = 7(x)v para algum v em Z(Z (£)) ez € G.
Afirmacgao: z = wr~! é central em ZG.

De fato, para qualquer g € G,

mlz,9] = [7(2), 7(g)] = [n(w)7 ™} (z), 7(9)] = [w(x)or " (z),7(g)] = [v,7(g)] =1

Assim, [z,¢g] € N. Por outro lado, como Z (%) é comutativo e [z,g9] € G temos que
[z, 9] € G'. Como por hip6tese G'NN = {1}, obtemos que [z, g] = 1 para qualquer g € G.
Portanto

u=wg=zxg=hz € GZ(U(ZQG))
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como querfamos. |
Coroldrio 3.4 A condi¢io (N P) vale para qualquer grupo FC G com G’ um p-grupo.

Prova. Como G ¢é um grupo F'C existe, pelo Lema 1.10, um subgrupo livre de tor¢ao
N tal que % é periédico. Como G’ é um p-grupo, G contém um p-subgrupo de Sylow
normal P, tal que G' C P. Seja ¢ o automorfismo induzido por uma unidade u € Ny, (G).

Veremos que ¢ é um automorfismos interno em G. Pelo Teorema 3.1 e as Proposicoes

. A _ ey
2.4 e 2.5, podemos assumir que ¢ tem ordem uma poténcia de 2 e p|p = 1p. Como F &

abeliano, ¢ induz a identidade em %. Portanto, para qualquer g € G, ¢(g) = ¢(g)g com

¢(g) € P. Como ¢ é um 2-elemento, cada ¢(g) ¢ também um 2-elemento e, portanto,

p = 2. Considere a projecao canonica 7 : G — %, assim 7(P) =

PN
N

- %, ou seja , %

contém um 2-subgrupo de Sylow normal. Assim, pelo Teorema 3.3, (NP) vale para %

Como T'(N) = 1, temos que G'NN = {1}, logo, pela Proposicao 3.3, temos que G satisfaz
(NP). n

o7



Referéncias Bibliograficas

[1] Bhattacharya, P. B., Jain, S. K. e Nagpaul, S. R., Basic Abstract Algebra. Cambridge,
New York, 1995.

[2] Dummit, D. S. and Foote, M., Abstract Algebra, Prentice-Hall International, Inc.
[3] D. Gorentein, Finite Groups, Harper & Row, New York,1968.

[4] Jespers, E., Juriaans, S.0., Miranda, J. M. de, Rogério, J. R., “On the Normalizer
Problem,” Journal of Algebra, 247(2002), 24-36.

[5] Robinson, D. J. S, A course in the Theory of Groups, Springer-Verlag, New
York/Heidbg, 1980.

[6] Rotman, J. J., Galois Theory. Springer, New York, 1998.

[7] Sehgal S. K., César, P. M., An Introduction to Group Rings, Kluwer Academic Pub-
lishers, London, 2002.

[8] Sehgal S. K., Units in Integral Group Rings, Longman, Essex, 1993

[9] Sehgal S. K., Topics in Group Rings, Marcel Dekker, New York, 1978

58



