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Resumo

Encontrararemos o conjunto dos pontos racionais e a estrutura de grupo sobre o circulo

unitdrio, sobre a hipérbole e sobre as elipses que tenham semi-eixos racionais.



Abstract

We will find the group of the rational points and the group structure on the unitary

circle, on the hyperbole and on the ellipses with rational semi-axes.
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Notacao

(A, +-) - Anel A

(Z[i] ,+,-) - Anel dos Inteiros Gaussianos

Z[x]
(z2-1)

Z [e] - Anel quociente
@ - Classe de equivaléncia de a

Z, - Conjunto das classes residuais médulo m

U.(Z,) - Conjunto dos elementos simetrizdveis de Z,,

Z - Conjunto dos nimeros inteiros

N : Conjunto dos niimeros naturais

[K : L] - Dimensao de K sobre L

2! - Elemento inverso

N : C — R* - Funcdo norma dos complexos aos reais ndo negativos

C(Q) - Grupo dos pontos racionais sobre o circulo unitério

=

(Q) - Grupo dos pontos racionais sobre a hipérbole

&

(Q) - Grupo dos pontos racionais sobre uma elipse F

G, *) - Grupo G

N

(c) - Ideal gerado por “a”
N (a) - Norma de «
Z x 7. - Produto cartesiano de Z por Z

> () - Soma direta dos subgrupos C,
p=1mod 4

C, - Subgrupo de C(Q) gerado pelo elemento <m§—ng Qm”"P>

mgtng? mp+ng
C5 - Subgrupo de C'(Q) gerado pelo elemento (0, 1)
H,(Q) - Subgrupo de H(Q)
H>(Q) - Subgrupo de H(Q) gerado pelo elemento (%, %)
e Y

H, - Subgrupo de H(Q) gerado pelo elemento <7’ 2p1)
H’ - Subgrupo de H(Q) gerado pelo elemento (—1,0)
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Introducao

Nosso trabalho tem como objetivo encontrar o conjunto dos pontos racionais sobre
determinadas conicas, a saber, o circulo unitdrio, a hipérbole dada pela equacao x? —y? =
1, e as elipses com semi-eixos racionais, como também obter a estrutura de grupo destas
conicas.

Para se ter uma idéia da importancia do estudo dos pontos racionais sobre curvas,
podemos citar que o tultimo teorema de Fermat (1601-1665), “sejam m,a,b e ¢ inteiros
comm > 2. Se a™+b" = ¢™, entao a.b.c = 0,” foi, depois de diversas tentativas, provado
por Andrew Wiles em 1993, o qual usou como base a teoria das curvas elipticas, isto
é, curvas definidas por equagoes ctibicas. Uma grande parte desta teoria é devotada ao
entendimento dos pontos racionais sobre estas curvas. O conjunto destes pontos tem uma
estrutura de grupo, mas a dificuldade maior reside em como encontrar todos os pontos
racionais numa curva eliptica.

Nosso estudo inicialmente era sobre o mais ficil e familiar exemplo: “O Grupo dos
Pontos Racionais Sobre o Circulo Unitario”, o qual é baseado no artigo [10]. Porém neste
artigo nao ha um estudo detalhado a respeito dos pontos racionais sobre elipses, e durante
o transcorrer dos trabalhos observamos que uma vez conhecidos os pontos racionais sobre
o circulo unitério, os pontos racionais sobre elipses com semi-eixos racionais também sao
conhecidos. Este detalhe nos levou a ampliar a proposta inicial do trabalho.

No primeiro capitulo faremos uma pequena revisao sobre a teoria de grupos e anéis.
No segundo capitulo, abordamos a teoria de nidmeros algébricos, corpos quadréticos e

descrevemos os elementos irredutiveis de um subconjunto de

Finalmente, no terceiro capitulo descrevemos os pontos racionais sobre conicas.
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Capitulo 1

Resultados Basicos

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados béasicos da teoria dos grupos e anéis

e nimeros, que serao necessarios nos capitulos seguintes.

1.1 Grupos

Nesta secao apresentaremos alguns resultados classicos da teoria dos grupos que serao
necessarios para a compreensao desta dissertacao. O leitor interessado em mais detalhes
pode consultar [1, 2, 3, 5].

Dado um conjunto GG, munido de uma operacao bindria * entao:

1. Se a operacao “x” é associativa, ou seja,

ax(bxc)=(axb)*c,Va,b,c€Qq,
entao dizemos que o par (G, x) é um semigrupo;
2. Se (G, *) é um semigrupo, que possui um elemento neutro, ou seja,
deeG talque axe=exa=a,Va € G,
entao dizemos (G, %) é um mondide.
3. Se (G, *) é um mondide no qual todo elemento tem seu simétrico, ou seja,

Vae G,d3b € G tal que axb=bxa=c¢e,

entao dizemos (G, *) ¢ um grupo, e denotamos por b = a~*.
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4. Se a operagao do grupo (G, *) for comutativa, entdao dizemos que o grupo é comu-

tativo ou abeliano.

Com o objetivo de simplificar a notagdo usaremos ab em vez a x b e G em vez (G, *).
A ordem ou cardinalidade de um grupo GG é o mimero de elementos de G e denotamos
por |G|.

Sejam G um grupo e H um subconjunto nao vazio de GG. Dizemos que H é um subgrupo
de G, em sfmbolos H < (G, se H é um grupo em relacao a operacao bindria herdada de
G.

Um critério para se verificar se um subconjunto nao vazio H é um subgrupo de G é

dado pela seguinte proposicao:

Proposicao 1.1 Seja G um grupo. FEntao um subconjunto nao vazio H de G é um

subgrupo de G se, somente se, ab~* € H, para todos a,b € H. [ |

Sejam GG um grupo e H um subgrupo de GG. Dado a € G, o conjunto
aH ={ah:h e H}

é chamado classe lateral & esquerda de H em G determinada por a. De modo semelhante,

podemos definir classe lateral & direita Ha de H em G. O conjunto de todas as classes

laterais a esquerda (a direita) de H em G forma uma parti¢do de GG, o qual denotamos
a

por %, isto é,

%Z{CLHICLEG}.

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Dizemos que H é um subgrupo normal
de G, em simbolos H < G, se
Ha =aH,Va € G,

ou, equivalentemente,
aHa™' = H,Va € G.

G

Sejam GG um grupo e H um subgrupo de G. Entao %

é um grupo com a operagao

aHbH = abH,Va,b € G,

se, e somente se, H é um subgrupo normal de G. Neste caso, % ¢ chamado o grupo

quociente de G por H.



Sejam X um subconjunto nao vazio de G e
F={H:H<Ge XCH}
Entao

(x)= (N H

HeF

¢ o menor subgrupo de G contendo X e chamado o subgrupo gerado por X. Se X é um
conjunto finito, digamos

X ={x1,...,z.},

denotamos (X) por
(X) =(z1,...,2).

Proposigao 1.2 Sejam G um grupo e X um subconjunto nao vazio de G. Entdo

i=1

(X) = {ﬁxi:neN € T; EXUXl,izl,...,n},
onde X1 ={z7': 2 e X}. |
Seja G um grupo. Se existir a € G tal que
G=(a)={a":nelZ}

dizemos que GG é um grupo ciclico.
A ordem de um elemento a € G, em simbolos o(a), ¢ definida como o(a) = |(a)|. E
facil verificar que se o(a) é finita, entdo o(a) € igual ao menor inteiro positivo k tal que

a® =e.
Exemplo 1.1 Dado n € N, definimos no conjunto

Z, = {a:a€Z}

= {0,1,...,n— 1},
onde

{m €Z :m =a (modn)}

Ql
I

= {a+kn:kelZ},



uma operagao bindria:

adb=a-+b.

E facil verificar que esta operacdo é bem definida e que (Zy,, ®) €é um grupo ciclico gerado

por 1.

Teorema 1.1 (Lagrange) Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G. Entao |H |
divide |G|. [ |

Coroldrio 1.1 (Fermat) Seja p € N um nimero primo. Entao

a? = a (modp),Va € Z.

Seja {G},.; uma familia de grupos quaisquer. O produto cartesiano
G=1]G:
iel

¢ um grupo sob a operagao bindria componente a componente:
ab = (a;b;),
onde a = (a;),b = (b;) € G. E claro que
e = (e:)

¢ o elemento identidade de G e

a ™l = (a;l)

¢ o elemento inverso de a. O grupo G é chamado de produto direto (externo). O sub-
conjunto de G tal que os elementos sdo a = (a;), onde a; = e;, exceto para um nimero
finito de indices, € um subgrupo de G chamado produto direto (interno) ou soma direta

e é denotado por

el

Sejam G e L dois grupos. Uma fungao ¢ de G em L é um homomorfismo de grupos se

p(ab) = p(a)p(b),



para todos a,b € G. Neste caso, a imagem de ¢ é o conjunto
Imy = {h:h=p(a) para algum a € G}
= {¢(a):a€G}.
O naicleo de ¢ é o conjunto
kero={a e G:pa)=¢e}.

E facil verificar que Im ¢ é um subgrupo de L e ker ¢ é um subgrupo normal de G.

Um homomorfismo de grupos ¢ : G — L é um isomorfismo se ¢ é bijetora. Quando
existir um isomorfismo entre G' e L dizemos que G e L sao isomorfos e denotamos por
G ~ L. Um endomorfismo de um grupo G ¢ um homomorfismo ¢ : G — G. Denotamos
por

End(G) ={p: G — G : ¢ & um homomorfismo}.

Um automorfismo de um grupo G é um isomorfismo ¢ : G — G. Denotamos por
Aut (G) ={p: G — G : ¢ ¢ um isomorfismo}.

Teorema 1.2 [5] Sejam G, L grupos e ¢ : G — L um homomorfismo de grupos. Entdo

~ [m .
ker ey

Proposigao 1.3 Sejam G e L grupos, com G = (ay,...,a,), e ¢ : G — L um homo-
morfismo de grupos. Entio ¢ (G) é um subgrupo de L e ¢ (G) = (p(a1),...,¢(a,)).
[ |

1.2 Anéis

Nesta secao apresentaremos alguns resultados cldssicos da teoria dos anéis que serao
necessarios para a compreensao desta dissertacao. O leitor interessado em mais detalhes
pode consultar [5, 9].

Um anel R é um conjunto R munido de uma operacao bindria denotada por +
(chamada de adi¢@o) e de uma operacao bindria denotada por - (chamada multiplicagao)

que satisfazem as seguintes condigoes:



1. (R,+) é um grupo comutativo;
2. A multiplicacao é associativa, isto é,

(x-y)-z=x-(y-2),Yo,y,2 € R;

3. A adigao é distributiva relativamente a multiplicagao, isto é,

x-(y+z)=z-y+zx-ze(r+y)-z=x-2+y-2Vr,y,z €R.

Se existir 1 € R tal que z1 = 1x = x, para todo x € R, dizemos que R é um anel com
identidade. Se xy = yx, para quaisquer z,y € R, dizemos que R é um anel comutativo.
Se para todos x,y € R,

zy=0=>2=0o0ouy=0,

dizemos que R é um anel sem divisores de zero.
Se R é um anel comutativo, com identidade e sem divisores de zero, dizemos que R
é um dominio de integridade ou simplesmente dominio. Um elemento z € R é dito uma

untdade de R se existir y € R tal que
xy = yr = 1.
Denotamos por U(R), o conjunto de todas as unidades de R. Se
U(R) = R* = R — {0},

dizemos que R é um corpo. Salvo mencao explicita em contrario, todos o anéis consider-
ados nesta dissertacao sao comutativos com identidade.

Sejam K um corpo e D é um subanel de K. Entao D é um dominio. Reciprocamente,
para todo dominio D existe um menor corpo L que o contém e, é tnico a menos de

isomorfismos, temos que

L:{%:aeDebeD*}.

O corpo L é chamado o corpo de fragoes de D.
Para n € N, denotamos o anel dos inteiros mddulo n por Z,. Se n é um nimero
composto, entao Z, tem divisores de zero, mas se n for primo, entao Z, serd um corpo.
Sejam R um anel e S um subconjunto nao vazio de R. Dizemos que S é um subanel

de R se é um anel com as operacoes bindrias herdadas de R.
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Proposigao 1.4 Seja R um anel. Entao um subconjunto nao vazio S de R é um subanel

de R se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

1. x —y €S, para todos x,y € S;

2. xy € S, para todos x,y € S. [ |

Sejam K um corpo e F' um subconjunto nao vazio de K. Dizemos que F' é um subcorpo
de K se é um corpo com as operagoes bindrias herdadas de K.
Um critério para verificar se um subconjunto S é um subcorpo de R é dado pela

seguinte proposicao

Proposigao 1.5 Seja K um corpo. FEntdao um subconjunto nao vazio F' de K é um

subcorpo de K se, somente se, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

1. F é um subanel de K;

2. 7' € F, para todo x € F*. [ |

Sejam R um anel e [ um subconjunto nao vazio de R. Dizemos que I é um ideal de

R se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. x —y € I, para todos z,y € I;

2. ry € I, para todosr € Rey € I.

Sejam R e S dois anéis. Uma funcao ¢ : R — S é um homomorfismo de anéis se as

seguintes condicoes sao satisfeitas:

L. p(z+y) = ¢(x) + ¢(y), para todos z,y € R;
2. p(zy) = ¢(x)e(y), para todos z,y € R;
3. (1) =1.

Um homomorfismo de anéis ¢ : R — S é um isomorfismo se ¢ € bijetora. Quando

existir um isomorfismo entre R e S dizemos que R e S sao isomorfos e denotaremos por

R~S.



Teorema 1.3 [5] Sejam R e S dois anéis e ¢ : R — S um homomorfismo de anéis.

Entao

~ Im .
ker ¢ my

Um ideal I de R é dito préprio se I # R. Um ideal I de R é dito finitamente gerado
se existir um subconjunto finito S = {1, xs,...,2,} de R tal que
I = (S)

= {Zn: rix; i r; € R}
i=1

O ideal I = Rx = (z) é chamado ideal principal gerado por z € R. Um anel R é um anel
de ideais principais se todo ideal de R for principal.

Sejam R um anel e z,y € R, com x # 0. Dizemos que z divide y, em simbolos z | y, se
existir z € R tal que y = xz. Sey = xz, com z,z € R—U(R), dizemos que = é um divisor
proprio de y. Sejam x,y € R*, dizemos que x e y sao associados se existir u € U(R) tal

que y = uz.
Lema 1.1 [5] Sejam R um dominio e x,y € R*. Entao:
1. x € U(R) se, e somente se, (x) = (1) = R;
2. x divide y se, e somente se, (y) C (x);
3. x ey sao associados se, e somente se, (y) = (x);
4. x é um diwisor préprio de y se, e somente se, (y) C (x) C (1). [ |
Sejam [ e J dois ideais de R. Entao

I+J={x+y:xe€leyecJ}

IJ:{inyi:xiel,yieJ e n €N}
i=1
sao ideais de R. Note que, a soma e a multiplicacao de ideais podem, de forma indutiva,

ser generalizadas para qualquer nimero finito de ideais.
Um ideal P de um anel R é um ideal primo de R se P # R e para todos z,y € R tal
que zy € P, tem-se x € Pouy € P.



Teorema 1.4 [5] Sejam R um anel e P um ideal de R. Entao as segquintes condi¢des sao

equivalentes:
1. P é um ideal primo de R;
2. Se I e J sao ideais de R tais que IJ C P, entao I C P ou J C P,

3. é um dominio. [ ]

Yl

Um ideal nao nulo M de um anel R é um ideal maximal de R se M # R e se, J é um

ideal de R tal que M C J C R, entao M = J ou J = R.

Proposicao 1.6 Seja I um ideal proprio de R. Entao I é maximal se, e somente se,

(I,7) = R, para todor € R — 1. [
Observacao 1.1 Todo ideal maximal é primo.

Teorema 1.5 [5] Sejam R um anel e M um ideal de R. Entao M é mazximal se, e

R

somente se, y; € um corpo. |

Seja R um anel. Um elemento p € R* é irredutivel sobre R se as seguintes condicoes

sao satisfeitas:
L p¢ UR);
2. Se p =be, entao b € U(R) ou ¢ € U(R), isto &, p ndo tem divisores préprios.

Seja R um anel. Um elemento p € R é primo sobre R se as seguintes condigoes sao

satisfeitas:
L p¢ UR);
2. Se p divide ab, entao p divide a ou p divide b.

Um anel possui fatoracao se todo elemento a ¢ U(R) nao nulo pode ser escrito como

um produto finito de elementos irredutiveis.
Observacao 1.2 Todo elemento primo nao nulo é irredutivel.

Um anel R é chamado um anel de fatoracao tnica se as seguintes condigoes sao sat-

isfeitas:



1. Para todo a € R* e a ¢ U(R), existem elementos irredutiveis p;, € R, 1 <i <mn

tais que
n
a= Hpi;
i=1

2. Dadas duas fatoragoes em irredutiveis de a,

n m
a=Iri=la
i=1 j=1

entdo m = n e existe uma permutacdo o de {1,...,n} tal que p; = ugs(;, onde

u e U(R).

Proposigao 1.7 [5] Seja R um anel. Suponhamos que a fatoragdo exista em R. Entdo

R é um anel de fatoragao tunica se, e somente se, qualquer elemento irredutivel é primo.

Proposicao 1.8 [5] Se R é um anel de ideais principais, entao R é um anel de fatoragdo

unica. [
Uma fun¢ao Fuclidiana para um dominio R é uma fungao ¢ : R* — Z tal que
1. Se a,b € R* e a divide b, entao ¢(a) < p(b);
2. Se a,b € R, com b # 0, entao existem ¢, € R tais que

a=>bg+r, onde r=0 ou ¢(r) < p(b).

Exemplo 1.2 Seja
R=17Z[i|={a+bi:a,beZ}

o anel dos inteiros de Gauss. Entao a funcgio ¢ : R* — 7 definida por
o(a) = a® + b,

onde a = a + bi, é Fuclidiana. De fato, sejam o, € R* e se [ divide «, entdo existe

v € R* tal que o = By. Como |y|> > 1 temos que

@ (B) <@ (B)e(7) =p(By) = vla).
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o
Por outro lado, como podemos identificar C com o plano, temos que cada — € C estd no

B

interior ou na fronteira de um quadrado de vértices em R com diagonal de comprimento
o

. Logo,
s

V2. Assim, existe um vértice ¢ com distancia menor do que ou igual a g de

&)

Tomando r = o — qf3, obtemos que oo = qf + r, onde

<—<1

o) V2
2

o}
il =l a8 = 181[ 5 ~ o| < 181
g
Assim, ¢ (r) < ¢ (B). Portanto, ¢ é uma fun¢do Euclidiana.
Se um dominio R tem uma funcao Euclidiana, dizemos que R é um dominio Euclidiano.

Teorema 1.6 [5] Se R é um dominio Euclidiano, entio R é um dominio de ideais prin-

cipais. [ |
Seja R um anel. As expressoes da forma
f(z) = apz™ + ap_12" ' + -+ ayx + ag,
onden € Zy ea; € R,i =0,1,...,n, com as operagoes bindrias de adicao e multiplicacao
f(x) + g(z) = (ap + bp)x" + (ap_y + bp_1)2" ™ + -+ (a1 + b))z + (ag + bo)
com g(x) = by ™ + My 1™ + -+« 4+ byx + by, k < max{m,n} e
f(@)9(x) = ™™ + 1™ e+ e

onde

Cr = Z aibj

i+j=k
¢ um anel comutativo com identidade, R[z], o qual serd chamado de anel dos polinémios
na varidvel x sobre R.

Se f(x) # 0, seu coeficiente lider é a,, onde n é o maior inteiro tal que a,, # 0. Neste
caso, n € o grau do polinémio f(z). Em particular, se a,, = 1 dizemos que f(z) é um
polinémio monico. Uma raiz de f(x) é um elemento o em alguma extensao (confira a
seguir) de R tal que

f(a) =0.

11



Um polindmio f(x) sobre R se fatora sobre R se existirem «j, ..., a, € R tais que
fl@)y=clx—ai) - (r—ay,),c€ R

Dizemos que E é uma extensao de F', se F' é um subcorpo do corpo E. Um corpo de
decomposi¢io de f(x) sobre F' é uma extensao F de F tal que as seguintes condi¢oes sao

satisfeitas:
1. f(x) fatora-se sobre E;
2. f(x) nao se fatora em qualquer subcorpo préprio de E contendo F.

Por exemplo, o corpo C ¢ o corpo de decomposigao do polinomio f(z) = 2% + 1 sobre

R.
Seja f(z) € F|x] um polinomio de grau n tendo corpo de decomposicao E. Se
flz) =clz—ar)- (z —an),
onde c € F* e ay,...,q, € E, definimos
A= H (a; — o).
1<i<j<n

O discriminante de f(z) é definido por D = A% Se a € F*, entao ¢ fcil verificar que
f(z) e af(r) tétm o mesmo discriminante. Assim, nao hd perda de generalidade, em

considerarmos apenas polindénios monicos, isto é, polinomios da forma
-1
f(x) =2" + ap_12" " + -+ + a1 + ap.

De modo inteiramente andlogo a construcao de R [x], obtemos o anel dos polindmios nas
varidveis = e y, R[z,y], pois

Rlz,yl = Rlz][y].

Proposigao 1.9 (Principio da Substitui¢ao) [5] Seja ¢ : R — S um homomorfismo

de anéis. Entao para cada o € S, existe um inico homomorfismo ¢ : R [x] — S tal que

~

o (a) = ¢ (a), para todo a € R e p(x) = a. [ |

Proposigao 1.10 [5] Sejam R um anel e f € R[x] irredutivel sobre R. Seja R[a] o anel

obtido pela adjunc¢ao de uma raiz o de f. Entao

onden é o grau de f. [ ]
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Esta proposicao afirma que as poténcias

formam uma base para R [a] sobre R. A soma ¢é definida de maneira ¢bvia e para mul-
tiplicar duas destas combinagoes lineares em R [a], usamos a multiplica¢do polinomial de

R [x] e entao dividimos o produto por f. O resto é a combinagao linear de

que representa o produto.

1.3 Triangulos Pitagorianos

Nesta secao consideraremos o problema de encontrar todas as solugoes inteiras positi-

vas x, y e z para a equacao Diofantina
2?4+ y? =2 (1.1)

Suponhamos que z,y,z € N seja uma solucao da equacdo 1.1 e d = mdc(z,y). Entao
d? | 2% e d* | y* e, assim, d? | 2% + y?, isto ¢, d* | 2°. Temos, pela unicidade do Teorema

Fundamental da Aritmética, que d | z. Portanto,
mdc(z,y) = mde(z, z) = mde(y, z) = mde(z, y, 2).

Assim, se x,y, z € N é uma soluc¢ao da equagao 1.1 e d = mdc(z,y), entao
a== b=2ec=2
d’ d d
¢ uma solugao da equagao 1.1 com mdc(a,b) = 1, chamamos (a, b, ¢) uma solucdo prim-
itiva, por exemplo, 3, 4 e 5 e 5, 12 e 13 s@o solugoes primitivas da equacao 1.1. Assim,
todo tridngulo Pitagoriano é similar a um tridngulo Pitagoriano primitivo. Portanto,
basta considerar o problema de encontrar todas as solugoes primitivas da equagao 1.1.

Seja x, y e z uma solucao primitiva da equacao 1.1. Entao x e y nao podem ser

simltaneamente pares, nem tao pouco podem ser simultaneamente fmpares, pois
22 =1 (mod4) e y* =1 (mod4) = 2* =2 (mod 4),

o que é impossivel. Como x e y aparecem simetricamente na equagao 1.1, podemos supor,
sem perda de generalidade, que y é par e x e z sao impares. E, para continuar nossa

andlise necessitamos do seguinte Lema:
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7

Lema 1.2 Se u e v sao inteiros relativamente primos cujo produto uv é um quadrado

perfeito, entao u e v sao simultaneamente quadrados perfeitos.

Prova. Seja p um primo que divide u, e o 0 maior expoente inteiro tal que p® divide wu.
Entao, pelo fato de u e v serem relativamente primos, temos que p nao divide v. Portanto,
« € o maior expoente tal que p* divide uv um quadrado perfeito. Logo, o é par. Como
isto é vélido para todos os primos que dividem u, segue que u é um quadrado perfeito.
Similarmente, v também é um quadrado perfeito. |

Note que

Py =2eyr=c+1)(z-12)& (2

e a iltima equagao tem sentido, pois ¥y, z + x e z — x sao pares. Afirmacao:

z+x z2—2x

mdc( 5 3

)=1.

De fato, seja d = mde(ZE,

Z—T

2

). Entdo d | x e d | z. Logo, por hipétese, d = 1. Assim,

pelo Lema 1.2, existem r, s € N tais que

Z+$—r2z_x—s2ey—rs
2 2 2 7

E facil verificar que r e s tém paridades distintas com mdc(r,s) = 1 e r > s > 0.

Finalmente, das equagoes acima, temos que

y=1’—s* z=2rs e z=r*+s*Vr,s €N,

onde r e s tém paridades distintas com mdc(r,s) =1 e r > s > 0, sdo todas as solugoes

primitivas da equagao 1.1 (Confira [§]).
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Capitulo 2

Inteiros Algébricos.

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados bésicos da teoria al-
gébrica dos niimeros que serao necessédrios para a compreensao deste trabalho. O leitor
interessado em mais detalhes pode consultar [9].

Sejam K um subcorpo de C e # € C. Denotamos por

K[0) ={f(0): f € K[2]}
o menor subdominio de C contendo K e 6, e

K(0) = {%  fg € Klal, 9(0) # o}

o corpo quociente de K [0].

Um elemento € C é um nimero algébrico se existir m € N tal que o conjunto
{1,0,...,6™}

é linearmente dependente sobre Q.
Seja L um subcorpo de K. Podemos ver K como um espacgo vetorial sobre L, e K é
chamado uma extensao de L. Dizemos que K é uma extensao finita se K é um espaco

vetorial de dimensao finita sobre L. Se K é uma extensao finita de L, indicamos por
(K : L]

a dimensao de K visto como um espago vetorial sobre L e [K : L] é chamado o grau de

K sobre L.

Teorema 2.1 Seja 0 € C. Entao 0 é algébrico sobre Q se, e somente se, Q[f] é uma

extensao finita de Q.
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Prova. Suponhamos que [Q[f] : Q] = n. Entéo os elementos 1,0, ..., 0" sdo linearmente
dependentes sobre Q. Portanto, 6 é algébrico sobre Q.

Reciprocamente, seja f = irr(0,Q), com df = n.

Afirmacao: Q[f] é um espaco vetorial sobre Q gerado por 1,6,...,0" .

De fato, basta mostrar que Q[f] é um corpo. Para isto, é suficiente mostrar que

0" € Qf] e % € Q[#], para todo 5 € Q[0]*. Como f(#) =0, temos que
ap+af+ -+ a, 10" +60" =0,
isto é,
0" = —(ap + ar0 + -+ -+ a,_10"") € Q[f].

Seja € Q[0]* e B = h(#), onde h € Q[z] e Oh < n. Entao mdc(f,h) = 1. Logo, existem

g1, 92 € Q|x] tais que

fg1+hgy =1.
Assim,
1= f(0)91(0) + 1(0)g2(0) = 1(0)g2(6).
Portanto, 5 = g2(0) € Q[f]. Neste caso, Q[f] = Q(6). |

Um elemento 6 € C é um inteiro algébrico se existir um polindomio monico f(z) € Z|x]

tal que f(0) = 0. Seja
7Z = {0 € C: 0 & um inteiro algébrico}.

Entdo Z é um subanel de C.
Um subcorpo K de C é um corpo de niimeros se ele é uma extensao finita de Q, isto

é, K é um espaco vetorial sobre Q de dimensao finita.

Teorema 2.2 Se K é uma extensao finita de Q, entio existe um nimero (inteiro) al-
gébrico 0 € K tal que K = Q(0). Neste caso, qualquer § € K tal que K = Q(0) é chamado

um elemento primitivo de K.

Prova. Vamos usar inducao sobre [K : Q] = n. Se n = 1, nada hd para provar.
Suponhamos que n > 1 e que o resultado seja valido para todas as extensées de Q com

dimensao menor do que n.
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Seja a1 € K, com a1 ¢ Q. Se K1 = Q(«;) e K = K7, nada mais a demonstrar; caso
contrério, existe ap € K tal que ay ¢ K;. Seja Ky = Ki(a2) = Q(a1, o). Prosseguindo

assim, temos que existem oy, as, ..., a,, € K, m > 1, tais que

K =Q(ag,ag,...,am) e a; ¢ K; 1 = Q(ag, a9, ..., 0_1).
Como [K,,—1 : Q] < n temos, pela hipétese de indugao, que existe o € K,,_; tal que
K1 = Q(a). Mas
K=K, =K, 1(an) = Q(a, ).

Assim, fazendo «,,, = [, obtemos que K = Q(«, ). Agora, vamos provar que existe
0 € K tal que K = Q(0).

Sejam p = irr(«, Q) e ¢ = irr(B,Q), com d(p) = r e I(q) = s. Como a caracteristica de
Q ¢é zero temos que todas as raizes de p e ¢ em C sao distintas. Sejam o = oy, s, ..., qQ,

e B =0y,08,...,0, as raizes de p e ¢, respectivamente. Assim, cada equagao
o+ fir=a+pr,i=1,...,rj=2,...,5,

tem um ndmero finito de solugdes em C e no maximo uma em Q. Como Q é infinito

temos que existe ¢ € QQ tal que
a+BicFat+fei=1,...,r,)=2,...,8.
Seja § = a +cf € K. Entao é claro que Q(¢) C Q(a, ) e 0 — c¢B; # «;, para todo
1=1,...,7,j=2,...,s. Defina
f=p(0 —cx) € Q(0)[x].

Logo, f(8) = p(a) =0 e f(B3;) # 0, para todo j =2,...,s, isto &, 3 é uma raiz de f e
nenhum f3; é raiz de f, j = 2,...,s. Seja g = irr(5,Q(0)). Entao g divide f e ¢. Logo,
g=x—[,istoé, € Q(f) e a =0 — cf € Q(F). Portanto, Q(c, B) C Q(h). [ |

Teorema 2.3 Seja K = Q(0), tal que [K : Q] = n. Entdo existem exatamente n homo-

morfismos injetores o; : K — C. Além disso, 0; = 0,(0) sao as raizes de f = irr(0,Q).

Prova. Sejam 64,...,0, as raizes distintas de f. Entao cada 6; tem como polinobmio
irredutivel o f, pois se f; = irr(0;, Q), entdo f; divide f e f; = f. Assim, existe um tinico
isomorfismo de corpos

71 Q(6) — Q)
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tal que o;(0) = 0;. De fato, se a € Q(f), entdo existe g € Q[x] tal que o = g(6). Assim,

pelo Algoritmo da Divisao, existem tnicos ¢, € Q[z] tais que
g= fq+r, onde 0 <Or <n.

Logo, a = r(#) com dr < n. Como Q(«) = Q(#) temos que o;(a) = r(6;).

Reciprocamente, se 0 : K — C é um homomorfismo injetor, entao

Assim, o(6) é um dos ;. Portanto, o = 0;, para algum i =1,... n. [ |
Os elementos 0; = ¢;(0) sdo chamados os conjugados de 6. Neste caso,
B={1,0,...,0""}

¢ uma base de K como espaco vetorial sobre Q.

2.1 Corpos Quadraticos

Um corpo quadrdtico € um corpo de ntimeros K de dimensao 2 sobre Q. Portanto,

K =Q(0), onde 0 & um inteiro algébrico e raiz do polinémio
f=irr(0,Q) = 2* + ax +b, com a,b € Z.

Assim,

—a £ a2 —4b
0 = a 2@ ou 20 = —a £ Va2 —4b.

Seja a? — 4b = c2d, onde c¢,d € Z e d livre de quadrado. Entao

K =

(=)

0)

Il
S

(

(20)

= Q(—a+eVd)
(V).

Il
e

Se d é negativo, K é chamado um corpo quadrdtico imagindrio e se d é positivo, K é

chamado um corpo quadrdtico real.
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Seja w € K. Entdo w = a + bv/d, onde a,b € Q. Se @ = a — bv/d, entdo

f= (-w(z-w)
= 2 — 2az + (a® — b*d).

Portanto, w € Zg se, e somente se, 2a € Z e a®> — b*d € Z.

Teorema 2.4 Seja d € Z livre de quadrado. Entdo

Z[Vd)  se d=2 ou 3(mod4),

Z[1+2‘/E] se d = 1(mod 4).

Lk =

Prova. Se w € Zg, entao 2a € Z e a®? — b*d € Z. Como
4a* — 4b*d = (2a)* — d(20)> € 4Z C Z

temos que (2b)* € Z. Seja 2b =L, onde 7,5 € Z, s # 0 e mdc(r, s) = 1. Entao

d(2b)? = ds—f € Z.
Se s # +1, entao existe um fator primo p de s. Assim, p? divide dr?. Sendo mdc(p?,7?) = 1
temos que p? divide d, o que é uma contradicao. Logo, 2b € Z. Portanto, podemos assumir
a =% eb=%. Assim, hd dois casos a serem considerados:
12 Caso. Se n é par, entdo m é par, pois m? — dn? € 47. Portanto, a,b € Z.
22 Caso. Se n é fmpar, entao m é fmpar, pois m? — dn? € 47. Portanto, a,b € Z + %,
isto é,

m n
= — 4+ =Vd
w 2—1-2\/_,

com m,n fmpares. Como m? = dn*(mod4) e d livre de quadrado temos que

d=1,2 ou 3(mod4).

Se d = 1(mod4), entao m?> — n?> = 0(mod4). Logo, m e n tém a mesma paridade.

Portanto,

Zi C Z—5)

Reciprocamente, se m e n tém a mesma paridade, entao

m+n\/3 m—n\/a
> 2

meZ
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<m+n\/a> <m—n\/3> :m—dn2 c7

2 2 4
Portanto,
% + g\/ﬁ cZx.
Neste caso,
Ty = Z|> +2\/E].
Se d =2 ou 3(mod4), entao prova-se, de modo andlogo, que Zy = Z[\/E] |

Teorema 2.5 Se d = 2 ou 3(mod4), entio B = {1,V/d} é uma base minimal de Zy =

Z[Vd).

Prova. Se d = 2 ou 3(mod4), entdo Zx = Z[\d] e a € Zg ¢ da forma o = a + bV/d,
com a,b € Z, e irr(v/d, Q) = 2® — d temos que

Po(l) = «
¢, (Vd) = bd+aVd.

Logo, Zk é isomorfo ao conjunto das matrizes da forma

a bd
b a

, onde a,b € Z.
Neste caso,
Tr(a) =2a e N(a) = a® — db*.
Assim, o discriminante associado a base B é dado por

Tr(1)  Tr(\/d)

D(B) = det
Tr(\/g) Tr(d)
2 0
= det
0 2d
= 4d.

Como T'r(«) € um nimero inteiro par, temos que o discriminante de qualquer base inteira,

B’ de Zy ¢ um multiplo de 4, por exemplo D(B’) = 4m. Assim, se r é o determinante da

20



matriz mudanga de base, entao D(B) = r2D(B’) ou d = r*m. Suponhamos que |m| < |d|.
Entao

im| < |r*m| = |r| > 1.

Logo, d possui um fator quadrético, o que é uma contradi¢ao. Portanto, a base B =

{1,+/d} & minimal. [

Complementamos esta secao, expondo em detalhes o corpo quadratico Q[\/E], para o
caso particular d = —1. O anel dos inteiros Z[i] de Q[v/d] ¢ chamado “Anel dos Inteiros
Gaussianos” e é uma ferramenta importante para descrever o grupo dos pontos racionais

sobre o circulo unitdrio via homomorfismo de mondides.
Proposigao 2.1 Seja o € Z[i]. Entao as sequintes afirmagoes sio equivalentes:
1. « é invertivel em Z[i];
2. N(a)=1;
3. a€{-1,1,—4,i}.
Prova. (1. = 2.) Sendo « invertivel, existe 8 € Z[i] tal que o = 1. Consequentemente,
N(a)N(B) = N(af) = N(1) = 1.

Como N(«) € Z*, segue dessas igualdades que N(«a) = 1.
(2. = 3) Suponhamos que N(a) = 1. Fazendo a = x + yi, obtemos 2% + y* = 1, cujas
solugoes em Z x Z sao (0,+1) e (£1,0). Portanto, a € {—1,1, —i,3}.

(2.=3.) Sea € {—1,1,—1,i}, entdo « & invertivel em Z [i]. [ |
Lema 2.1 [/]|Todo elemento primo de Z[i] divide um nimero primo de Z. [ |

Lema 2.2 [/|Seja o € Z[i] tal que N(«) é um nimero primo em Z. Entdo « é primo

em Z[i]. [

Lema 2.3 [/|Seja p é um nimero primo em Z. FEntdo as sequintes afirmagoes sao

equivalentes:
1. p é redutivel em Z[i] ;
2. p = aa, onde o primo em Z[i] ;
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3. p é a soma de dois quadrados.

Prova.(1. = 2.) Suponhamos que p seja redutivel em Z [i]. Entdo p = a3, para alguns
0,8 ¢ U(Z[i]). Como 12 = N(p) = N(af) = N(a)N(B) temos que N(a) = N(B) = p,
pois «, B ¢ U(Z[i]). Logo, pelo Lema 2.2, obtemos que « é primo em Z[i|. Por outro
lado,

Logo, p = af = aa.

(2. = 3.) Suponhamos que p = a@ e a = a + bi seja primo em Z [i]. Entao
p=aa=(a+bi)(a—bi)=a>+b,

e, portanto p é a soma de dois quadrados.

(3. = 1.) Se p = a® + b?, entao p = (a + bi)(a — bi). [ |
Um elemento = € Z é um residuo quadrdtico médulo m se existir y € Z tal que
y* = o (modm)
Lema 2.4 [/|Para todo primo impar p existe x € Z tal que
y? # x (modp),Vy € Z.
|

Lema 2.5 [4|Sejam p um niimero primo com p > 2 e a um inteiro nao residuo quadrdtico

modulo p. Entao

p—1L

az = —1(modp).

Teorema 2.6 (Fermat) [4]Seja p um nimero primo em Z. Entdo as sequintes afir-

magoes sao equivalentes:
1. p é a soma de dois quadrados;
2.p=2oup=1(mod4);
3. —1 é residuo quadrdtico modulo p.
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Prova. (1. = 2.) Suponhamos que p = a? + b?>. Supondo p > 2, vamos provar que
p =1 (mod4). Como p é um primo nao par, temos que a e b sdo de paridades diferentes,
portanto

p=a*+0*=2n+1)°+(2m)°,

e consequentemente, p = 1 (mod 4).

(2. = 3.): Sep =2, entdo —1 = 1 (mod2) e portanto —1 é residuo quadratico médulo
2. Suponhamos agora que p = 1 (mod 4). Seja a um inteiro que nao é residuo quadrético
moédulo p (tal inteiro existe em virtude do Lema 2.4). Como p = 1 (mod4), temos que
b=a"T ¢um inteiro e pelo Lema 2.5,

p—1

V¥ =a72 =—1(modp),

e consequentemente -1 é um residuo quadratico médulo p.

(3. = 1.): Suponhamos que existe b € Z tal que
b> = —1(modp).
Logo p divide b + 1 e portanto

pl(b+1)(b—1).

Observe que p 1 (b+1i) pois caso contrario, terfamos para algum ¢ + si € Z[i] que
p(t+ si) = b=+, o que implicaria que ps = £1, absurdo.
Temos entao que p ndo é primo em Z [i] e portanto redutivel. Pelo Lema 2.3, temos

que p é a soma de dois quadrados. |
Coroldrio 2.1 [4]Os elementos primos de 7 [i] sao:

1. Os associados dos primos p de Z [i] tais que p = 3 (mod4);

2. Os elementos da forma a + bi tais que a® + b* é primo em Z [i]

Prova. Pelo Lema 2.1, temos que todo primo « de Z [i] é divisor primo de um nimero
primo p de Z. Se p nao é soma de dois quadrados, pelo Lema 2.3, temos que p é irredutivel
em Z [i], logo primo e isto ocorre se e somente se p = 3 (mod4). Neste caso « é associado
de p.

Sep=2oup=1(mod4), entdo pelo Teorema 2.6 temos que p é a soma de dois

quadrados e, portanto, pelo Lema 2.3, temos que a = a + bi com a? + b* = p.
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2.2 O Anel Z[e].

Seja Zle] o anel quociente

Zlel = ————
Entdo, denotando € = Z temos que €2 =1 e
Zlel ={m+ne:m,n € Z}.
Note que Z[e] ndo é um dominio de integridade, pois
(e—1(e+1)=e*—1=0.
Para contornar esta situacao, consideremos
Rle} ={m+ne:m >n com m # —n} C Z].

Note que, se identificarmos cada elemento (m + ne) de Rle] com o (m,n) € Z X Z, obtemos

(my,n1)(ma,n2) = (Mimag + ning, ming + many) ,

e pelo fato de que m; > ny e my > ny implica que existem aq, as € N tais que m; = ny+a,

e mg = Ny + as. Logo,
mims + Ning — (m1n2 + mgnl) = aiao > 0.

Portanto, R[e] ¢ um mondide sob a multiplicagao. Além disso, R[e] possui a propriedade

de fatoragao dnica com a norma N : R[e] — Z* definida por

N(m +ne) =m? —n?,

exceto, para aqueles elementos redutiveis com norma uma poténcia de 2, pelo fato de que

2n — 22271,72 — 2321173 =

por exemplo,

N(12 + 4e) = 128 = 27 = 2?2723 = 2%23
Neste caso, as formas de se agrupar as poténcias de dois, nos permite fatorar
12 + 42 = (2,0)(2,0)(3, 1),
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ou
12 + 4 = (3, -1)(5,3)
onde

N(2,0) =22 N(3,4£1) =2* e N(5,3) = 2*.

Proposigao 2.2 Se N(m + ne) = m? —n? é um nimero primo em Z, entdo m + ne é

irredutivel em R|e].

Prova. Suponhamos, por absurdo, que m+ne nao seja irredutivel em R[e]. Entao existem
«, 5 € R[e] tais que
N(m+ne) =N (a)N(B),

onde N (a) # 1 e N () # 1, o que é uma contradi¢ao, pois N(m + ne) é um nimero

primo. |

Proposicao 2.3 Sejam pi,pa, ... p, primos impares, ndao necessariamente distintos, com

(=) = (G (e 3 (i)

para todo (B2, 221) € Rle] C Z[e].

n € N. Entdo

Prova. Vamos usar inducao sobre n. Se n = 2, entao é claro que

pi+1 pr—1\ [(p2+1 pp—1 _ pip2+1 pipp—1
2 72 2 72 2 72 '

Suponhamos que o resultado seja vélido para n > 2. Entao
”ﬁl pitl pi—1\ _ pi+tl pi—1\ (pps1+1 ppp1—1
2 72 2 72 2 2

i=1
n i1+ 1 ppir — 1

pit1), Hpi—l Pn+1 ’p+1

i=1 2 2

=

~.
I

7 N7 N
N = N =
[femB

3
=t

IS

+

—_
~_—

l\i;lr—t O =

Proposigao 2.4 Sejam py,pa, ..., p, primos impares. Entado

mo(pi+1 pz—l)
o= —_,
(=15

tem norma N (&) = p1pa -+ Pn-
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Prova. Pela Proposicao 2.3

N(a) = N(

Proposigao 2.5 Todos os elementos irredutiveis em R[e| sio da forma:

ptl p—1 7 ; 7
1. (T’ T), onde p é um primo impar,

3. (mym—2), com N(m,(m—2)) =28 k=2ek+#3.

Prova. Como

para todo niimero primo impar temos, pela Proposicao 2.2, que o elemento

prip—1
2 72
¢ irredutivel sobre R[¢]. Finalmente, como a unica fatoracdo possivel dos elementos da

forma

(m,m —2) com N(m,(m—2))=2"k=2e k>3,

(mom =2) = (2,0) (3 1)“

23

em Qle], temos que eles sao irredutiveis, pois

¢ 7.

DN —

3
27

Observagao 2.1 1. Todos os elementos irredutiveis da forma

p+lp-1
2 7 9
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em Rle], com p um nimero primo impar e estao sobre a reta
y=1x—1.

Além disso, estes sdo os unicos elementos irredutiveis sobre esta reta.

. Todos os elementos

a=(m,m—2) com N(a)=2" e k> 1,

em Rle], sao irredutiveis e estao sobre a reta y = x — 2. Além disso, estes sdo
0s 1nicos elementos irredutiveis sobre esta reta, isto é, todo elemento (m,m — 2) €
R[e], com

N(m, (m —2)) # 2~

é redutivel.

. Todos os elementos de forma (m,m — a) € Re], com 2 < a < m, tém norma

N(m,m — a) = 2am — a°.

Logo,
a| N(m,m — a).
Assim, hd dois casos a considerar:

(a) Se N(m,m — a) é impar, entdo

N(m,m — a)

a

=DP1 Pk

onde p; € um nimero primo impar em Z, e

(m,m—a)z(“’;l,—“;l)@ (% <f[1pi+1>,% (:lpi—l)>.

(b) Se N(m,m — a) é par, entdo hd dois casos a considerar:

i. N(m,m —a)=2" para a > 4.
Neste caso a = 2F, ou seja, os elementos de R [¢] estdo nas retasy = x—2%,
e a fatoracao destes elementos ocorre da sequinte forma: Se a = 4 entao
(m,m —4) é o produto de dois ou mais elementos do tipo (m,m — 2). Se
a =8 entao (m,m — 8) é escrito como produto de dois ou mais elementos

do tipo (m,m —2) e (m,m —4) e assim sucessivamente.
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ii. N(m,m —a)=2'P, onde P é um inteiro fmpar.

Considere as retas

rsq = {(x,xr—a):ae€ N}

rsy = {(z,b—1x):be N}
entdo dado o € R[e], basta considerar o caso em que
acA={m+ne:—n>m>n},

visto que a € A ou (0,—1) B a € A. Seja a € A, tal que N(m,m —a) =

2'P, onde P é um inteiro impar. Entao existem a,b € N* tal que
a =rs, Nrd,
e sequindo 0s passos do sequinte algoritmo fatoraremos c.
Algoritmo

1. Fatore
N (a) =2"P,

onde P é um inteiro impar

2. Faca:
mrs, =min{N (6) : g € (x,x —a)},

mrs, = min {N (8) : 8 € (z,b—2)},

I =1; mg:=mrs,; my:=mrsy.

3. Faca P = %‘j);

Se P é impar, entao considere € A correspondente ao m, e

_(PrlPoy
a = 5 B .

Caso contrario, v4 para o item seguinte.
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. Faca P = Na).

mp )
Se P é impar entao considere 5 € A correspondente ao my e

P+1 P-1
O‘_( 2 2 )'ﬁ'

Caso contrario, vd para o item seguinte

. Faca
I = IT+1,
mg = I-my;
my — I-mb,

. V& para o item 3.
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Capitulo 3

Pontos Racionais sobre Cénicas

3.1 Introducao

Sejam R[z, y| o anel dos polinémios em duas varidveis e f(x,y) € R[z,y]. O conjunto

de pontos (z,y) € R? tais que

f(z,y) =0
¢ chamado uma curva algébrica, o qual denotamos por Cy ou, mais precisamente, por
Cr (R).

Um ponto (z,y) € R? é chamado um ponto racional se x,y € Q. O principal objetivo
desta secao é apresentar uma generalizagao do problema de encontrar pontos racionais
sobre uma curva, isto ¢, os pontos de C¢(Q). Note que C;(Q) C Cf (R). A curva Cy (R)
pode ser vazia, por exemplo

flay) =2 +y" +1.

Mesmo que a curva Cy (R) nao seja vazia, esta pode nao conter pontos racionais. Por

exemplo, se
f(x,y) = $2+y2 _37

entdo C; (R) é a circunferéncia de raio /3 centrada na origem. A existéncia de um ponto
racional nesta curva é equivalente a existéncia de inteiros u,v e w, nao todos nulos e
mdc (u,v,w) = 1, tais que

u? 4 v? = 3w?. (3.1)

A hipétese de que a equagao (3.1) tenha solugdo em Z pode ser considerada para qual-

quer anel quociente. Em particular, para o anel Z,, para todo inteiro n. A escolha de
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n = 4 é particularmente eficaz, pela seguinte razao: os residuos quadréticos (mod4) sao
simplesmente 0 e 1. Assim, substituindo estes valores para u?,v* e w® na equagao (3.1),
veremos que s6 o terno (0,0, 0) satisfaz a equacdo acima. Isto significa que u,v e w sdo
inteiros pares pois os quadrados de inteiros impares sao congruentes a 1(mod4). O que é
uma contradigdo. Portanto C't(Q) ¢ vazia.

Todas as curvas consideradas nesta dissertagao, salvo mencao explicita ao contrario,
estao em R? e, por isto, sao chamadas de curvas planas. O grau da curva Cy é simples-
mente o grau do polinémio f. Se o grau de f ¢ igual a 1, 'y ¢ uma reta, se o grau f ¢
igual 2, Cy ¢ uma conica. Uma conica pode ser uma elipse, uma pardbola, uma hipérbole
ou coOnicas degeneradas.

As interse¢oes de uma reta com uma curva Cy, podem gerar novos pontos racionais

em C, além daqueles ja conhecidos. (Confira [6])
Exemplo 3.1 Encontrar todos os pontos racionais na elipse x? + 5y* = 1.

Solugao. Note que o ponto (1,0) é um ponto racional desta curva. Se (z1,y;) é um
segundo ponto racional nesta curva, entao a inclinacao m da reta unindo estes dois pontos
¢ um numero racional. A reta que passa no ponto (1,0) com inclinacgdo m tem como
equagcao

y=m(x—1). (3.2)
Para determinar a outra intersecao desta reta com a elipse, substituimos y por m(z — 1)

na equagao z2 + 5y* = 1, obtendo
(5m* + 1)2® — 10m*z + (5m* — 1) = 0.

e esta equacao do 2° grau na varidvel x, tem como solucao, ro = 1 j4 conhecida e

5m2 — 1
T = —.
T sm2 11

Substituindo x; na equagao (3.2), obtemos

—2m

= 5m2 4+ 1

Como, por hipétese, m é racional temos que x; e y; sao racionais. Portanto, as equacoes

_ _u
m= r1—1

_ 5m2-1
L1 = 5211

_ _—2m
Y1 = smata
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determinam uma correspondéncia biunivoca entre mimeros racionais m e pontos racionais

(71,71) na elipse 22 + 5y? = 1, menos o ponto inicial (1,0).

Como todo niimero racional m pode ser escrito

sob a forma

-
m=-—-rsc€Zes#0
s

temos que
_ 5r2—s2
T1 = 5250
__ _—2rs
Y1 = 5r2s2°

Conseqiientemente, se (u, v, w) € Z3 é tal que

u? + 50 = w?

iCA

w) pertence a

entao o ponto (%,

2 + 5y2 =1
e, portanto, existem r, s € Z tais que
(5r* — 5%, —2rs, 5r? + 5%)

Note que nao obtemos todas as triplas primitivas

nao existem r, s € Z que gerem (2,3,7) € Z3.

)

= k(u,v,w).

desta forma, pois é fdcil verificar que

3.2 O Grupo dos Pontos Racionais sobre o Circulo

Unitario

Seja C o circulo de centro na origem e raio unitdrio em R?, isto é,

2 +y7 =1

3 4 5 12
55) 13713

sao pontos racionais, enquanto que
1 V3
27 2

32
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nao o é. Denotamos o conjunto dos pontos racionais sobre C' por C'(Q). Um ponto

racional (%, %) em C' corresponde a uma solucao inteira da equagao

u? + 02 =w ,
com u = a, v =>0 e w = c. Mais geralmente, um ponto racional sobre a curva
2 +ym =1
corresponde a uma solugao inteira da equagao
u™ + ™" =w" Vm € N.
O circulo unitdrio C' é um grupo abeliano sob a “adicao de 4ngulos &” definida por

(x1,91) ® (22, y2) = (2122 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1), (3.3)

para todos (z1,¥1), (x2,72) € C. O elemento identidade ¢ (1,0) e (z, —y) é o elemento
inverso de (z,y).

Note que a correspondéncia
0 — (z,y) = (cosf,sen )

transforma a operacao (3.3), na “férmula de adigao” da trigonometria ou na férmula usual
para a multiplicacao no corpo dos niimeros complexos.

C'(Q) é um subgrupo de C, e antes de encontrarmos a sua estrutura de grupo, vamos
fazer alguns comentérios:

Qualquer solucao inteira da equagao diofantina

, . .. . . L, . ~ b\ 2
¢ chamada um terno pitagdrico. Seja (a,b,c) um terno pitagérico. Entao (£,2) é um

ponto racional em C(Q). Dois termos pitagéricos (a,b,c) e (a,b,¢) correspondem ao

mesmo ponto em C'(Q) se, e somente se,
(a,b,¢) = r(a; b, ),

para algum r € Q*. Portanto, se (a,b,c) é primitivo (isto é, se ¢ > 0 e mdc (a,b,c) = 1),

entdao qualquer terno pitagérico correspondente ao ponto racional (£, %) serd da forma

(ka, kb, kc), para algum k € Z*.
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Vimos no primeiro capitulo, que

2

(m? —n? 2mn, m* + n?),

com m,n € Z e m? + n? # 0, sao todos os ternos pitagéricos (a,b, c) com ¢ > 0. Aqueles
m e n que satisfazem

mdc(m,n) =1 e m —n = 1(mod 2)

produzem ternos pitagdricos primitivos. Vamos agora dar uma interpretacao geométrica

desta parametrizacao. As expressoes

m? —n? e 2mn,

lembram-nos as férmulas do dobro de dngulos para o cosseno e seno, respectivamente.

Assim, considerando a 3.1 e a parametrizacao de C' dada por

r(0) = (cosf,senf), V0 € R.

e fazendo
_ 1—tan?8
cosf = TtanZ 5
_ 2tanpf
senf = TTian? 3

t = tan 3, eﬁzg

obtemos parametrizacao racional p: R — C de C, onde
11—t 2t
H=(—, —
pll) (1 e 1+t2>
p(R) =C.

yll
pP(t)

1.0 <B 0

Figura 3.1: Representacao geométrica da parametrizacao racional p.
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Em particular, se t = =, com n,m € Z e m # 0, entao

- (s 2o

m2+n?2’ m?2 +n2

E fécil verificar que toda reta que passa em (—1,0) e tem inclinagao racional intercepta

C —{(—1,0)} em um ponto racional, ou seja, um ponto de C'(Q).
Seja p = plo, isto &, p(r) = p(r), para todo r € Q. E fécil verificar que

p(Q) = C(Q) —{(=1,0)}.

Para cada m+ni € Z[i], com m # 0, a reta que passa em m+ni = (m,n) e 0 = (0,0)
intercepta a reta r = 1 em (1, %), conforme a Figura 3.2.

Vi
(m, n
L

« N . . . . .

->
=y

Figura 3.2: Representagdo geométrica de Z [i].

Pelas observagoes acima, a translacao de eixo u =z —1 e v = y na Figura 3.1 e depois
juntando num s6 gréfico com a Figura 3.2, obtemos a fungao sobrejetora f : Z [i]" — C(Q)

definida por

m?—n? 2mn > (3.4)

m2+n2’ m2 +n2

f(m+ni) = (
onde f(ni) = (—1,0).

Observagao 3.1 Seja s a reta, cuja equagao é

n
m

y =
conforme Figura 3.2. Entao para cada a + bi = (a,b) € sNZ[i], obtemos
fla+bi) = f(m+ ni).
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Proposigao 3.1 Seja f: Z[i]* — C(Q) definida por 3.4. Entao:
1. f é um homomorfismo de mondides,
2. f(m—ni)® f(m+ni) = (1,0);
3. f(m+ni)=(1,0) se, e somente se, n = 0;

4. f(m+ni) = (—1,0) se, e somente se, m = 0. [

3.3 A Estrutura do Grupo C(Q)

Dado um grupo qualquer, sabemos o quanto é importante obter informacoes sobre seu
conjunto de geradores e relacoes. Nesta se¢ao mostraremos que para elementos irredutiveis

a em Z[i], suas imagens f(«) € C(Q) sao suficientes para gerar C'(Q).
Proposigao 3.2 Sejam f : Z[i]" — C(Q) definida por 3.4 €
(Ck, Sk) =f (mk + TLkZ) Jk=1,2.3.

Entao

(c1,51) = (c2,52) D (c3, 53)

se, e somente se, existem a,b € Z* tais que
(mq 4 n1i)b = (Mg + ngi)(ms + nsi)a.

Prova. Suponhamos que

(Cl, 81) = (Cg, 82) D (Cg, 83).

Entao

f(my+mnii) = f(mg+ngi) ® f(ms+ nsi)
= f((ma + ngi)(ms + nsi))

= f((m2m3 — n2n3) + (m2n3 + mgng)’i).
Logo, pela observacao 3.1,

my1 4+ nyi e (mamg — nang) + (Mang + mang)i
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estao sobre a reta que passa em (0,0) e tem inclinagao racional. Portanto, existe

a
=——cQ*

r 2 Q

tal que
. a .
my +nyi = 7 [(mamg — nang) + (Mmang + mang)il,
isto é,
(m1 + ’flll)b = (mg + ngi)(mg + ngi)a.

A reciproca ¢ clara. [ |

Pelo Corolério 2.1, temos que os elementos irredutiveis em Z[i] sdo da forma +p, +pi,

onde p é um nimero primo em 7 tal que
p =3 (mod4)

ou a = z+yi tais que N(a) = 2% +%? seja um nimero primo em Z. Logo, pela Proposicao
3.1,
f(Ep) = (1,0) e f(&ip) = (=1,0).
Note que f(£p) ¢é o elemento identidade de C'(Q) e
2f(xip) = [f(ip) & [ (&ip)

= (-1,0)® (—1,0)
= (170)7

implica que f(%ip) ¢ um elemento de ordem 2 em C(Q). Para os elementos irredutiveis
a = x+yi tal que N(a) = 2% + y? = p seja um mimero primo em Z temos, pelo Teorema
2.6, que p = 2 ou

p=1 (mod4).

Sep=2,entao « =147 oua=1-—1i. Logo,

fla) = (0,£1).
E facil verificar que

4f(a) = (1,0).
Assim, o é um elemento de ordem 4 em C'(Q). Se

p=1 (mod4),
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~ . . _ 2 2
entao existem m,,n, € N, com m, > n,, tais que p = my, +n,. Logo,

2 .2
N[y Ty 2myn,

Fmp +nyi) = m2+n2'm2+n2/)’
p T Ty My T 1Y,

Para todo (3 € Z][i], existem ay, ..., q, tais que
52@1--~QT,V6€ZM,
onde «; sao elementos irredutiveis em Z[i], temos que

m2—n2 9
{( iy m”)} U{(0,1)}
m, + Ny My + " p=1 (mod 4)

¢ o conjunto de todos os geradores de C'(Q).

Lema 3.1 O conjunto

2 _ .2
{ (mp n,  2myn, ) }
2 27 2 2
myp + Mp My + " p=1 (mod 4)
nao tem relagao nao trivial.

Prova. Sejam py, ..., pr nimeros primos distintos em 7Z tais que
p; =1 (mod4),j=1,... k.

Suponhamos que

arf (my +nqi) @ aof (Mg + noi) ® -+ @ apf (Mg +nyi) = (1,0), (3.5)

onde p; = m]z + n?, m; >n; >0 e a; € Z. Entao, pela Proposicao 3.2, existem a,b € Z*
tais que

(ma + n1)™ (ma + ngi)® - -+ (my + ngt)™ a = b.

Sejam

a=qiqz - eb:rlr2...

as decomposicgoes de a e b em fatores primos. Pela unicidade da fatoracao podemos assumir

que a = 1. Portanto,

(my + ngi)™ (ma + ngd)® -+ - (my, + ngd)™ =ryrg - - - .
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Novamente, pela unicidade da fatoracao, cada r; é associado a (m; +n;i)(m; —n;i) = p;.

Assim, pela Proposicao 3.1,
Logo, f(m; — n;i) é o inverso de f(m; + n;i) em C(Q). Portanto, a; =0, j =1,...,k,

pois m; > n; > 0. ]

Observagao 3.2 Como
f(A+1id)=1(0,1),
entao

faA+i)efA+iefl+i)e f(1+4)=(10).

Portanto, pela prova do Lema 3.1, esta relagao é nao trivial, isto é,
4(0,1) = (1,0).

Lema 3.2 (Dirichlet) O conjunto dos nimeros primos da forma 4n+ 1, comn € N, é

infinito. ]

Teorema 3.1

C(Q)’:Cg@( @Cp ),

p=1mod 4

Gy = ((0,1)) ¢ cp=<(m§_"3 s ),

2 27 2 2
mp—{—np mp—l—np

onde

Py ~ 2 2 _
com my, n, as unicas solugoes de mi, +mn; =p e my >n, > 0.

Exemplo 3.2 Seja o =5+ 4i € Z[i]. Entao N(«) =41 é um nimero primo em Z e

ro = (55-11)-

9 40
oo = (7))
- {k(%,%)e(@?:kez}.

Logo,
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Usando o Teorema 3.1 e o Lema 3.1, podemos fazer um algoritmo para fatorar

nas suas C,-componentes.

Algoritmo

1. Calcule a fatoracao de ¢ = p{* - - - pi* da seguinte forma: escreva ¢ como
c=2"d,

onde d é um ndmero fmpar e r € NU {0}. Se d é um nimero primo, entdo nada
hé para fazer. Se d ¢ um nimero composto, entao faca iterativamente os seguintes

passos:

i. Faca l = [Vd];
ii. Sel? —d=Fk? entao d= (I — k)(I +k);

iii. Se l? —d # k?, faca [ := [ + 1 volte para, .;
2. Calcule os m; + nji € Z[i] tais que

m?—i—n?:pj,j:l,...,k.

3. Considere

(9, é) — (0, ~1) @ () floms + i) & - @ () f (s + mad).

Cc C

4. Para j =1,...,k determine «; da seguinte forma: se o denominador da operacao

(2 é) D (—ay) f(m; + ny)

)
CcC C

for igual a
c

Y

Dj

o coeficiente de f(m; + n;) serd «;. Caso contréario, —q;.
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5. Finalmente, o coeficiente k € {0, 1,2,3} de (0,—1) é determinado de tal forma que

a ordem e os sinais da expressao
(o) f(my + 1) @ - - © (Faw) f(my, + 1)

coincidam com

Exemplo 3.3 Seja o € Z[i|* tal que
—76 1443
Ja) = <1445’ 1445) '
Para determinar o, usaremos o Algoritmo acima: como ¢ = 1445 =5-17% ¢

5=224+12=N(2+i) e 1IT=4*+1>= N(4 +1).

—76 1443 3 4 15 8
(1445’ 1445) =n0 D&+ (5’3) ®(£2) (1_7’1_7) '

Como o denominador da operacao
—76 1443 3 4
(1445’ 1445> ® =1 (3’5)

C

5

temos que

é igual a

52172 4

(53)

é igual a —1. Prosseguindo assim, obtemos
—76 1443 3 4 15 8
(1445’ 1445) =D& =) (5’5) ® @) (1_7’1_7) '

a=1-(14+4)(2414) " (4+14)? =37+ 39.

temos que o coeficiente de

Portanto,

Corolario 3.1 Sejam o, € R e P, = (cosa,sena), Pg = (cos B,sen ) € C(Q) tal que

5 € Q. Entao existemr,s € Z, P, = (cos,seny) € C(Q) e cq,cpg € Cy tais que
P,=1P,®cy, e Pg=35Py®cs.
Em particular, se P, € C(Q) e a é um muailtiplo racional de w, entao P, € Cs.
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Prova. Seja F=3¢€ Q, com mdc(r, s) = 1. Entao sa = rf5. Logo,

sP, = s(cosa,sena)
= (cos(sa),sen(sa))

= (cos(rB),sen(rp)
= 7r(cosf,sen ) = rPs.

Sejam C,, e C3 as C)-componentes de P, e Pg, respectivamente. Como r divide P, e s

divide Pg, podemos construir P, definindo suas C,-componentes por

€, = {Cu} =~ {C5}.

Além disso, sendo C5 finito, nao podemos comparar as Co-componentes e devemos inclui-
las como termos c, e cg. Portanto, pelo Teorema 3.1 e comparando as C,-componentes
de P, e Pg, obtemos

P,=71rP,®cy e P3=5sPy®cs.

Finalmente, tomando 5 = 7, obtemos

Portanto,

Corolario 3.2 Sejam P, = (cosa,sena), Pg = (cos 3,sen 5) € C(Q) e a—f um mailtiplo

racional de w. Entdo o = [ + %“
Prova. Pelo Coroldrio 3.1, obtemos P,_s3 € Cy. Portanto,
km
o — 6 = 7
[ |

Coroldrio 3.3 [7Os unicos dngulos com medida racional no reticulado Z x 7, que podem

ser formados por trés pontos, sao maltiplos inteiros de 45° .
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Prova. Como Z x Z é invariante por translacoes podemos, sem perda de generalidade,

escolher B = (0,0), A = (a,b), C = (¢,d) e 8 € Q tal que § = LABC'. Entao

92567

onde 8 = Zf(A)Of(C), O o centro de C' e f o homomorfismo de mondides. Logo, medido

em radianos,
207
=—,0ecQ.
P=1g07€Q
Assim, pelo Coroldrio 3.1, Ps € Cy. Portanto, pelo Corolério 3.2,

km T
15} 5 e k4,k€

Seja a elipse
, 2y
E:{(x,y)E]R :E—kﬁ:l e a,be]R}.
eT : R? — R? a aplicacao definida por
T (z,y) = (ax,by),Ya,b € R.

Entao é claro que T' ¢ linear e bijetora, isto é, T' é um isomorfismo. Note que a imagem

de C', onde C' é o circulo unitdrio, é F, isto é
T(C)=EF.

Portanto, quando a,b € Q todos os resultados obtidos para o grupo dos pontos racionais
sobre o circulo unitdrio C'(Q) sao validos para F(Q), o grupo dos pontos racionais sobre

a elipse F/ com semi-eixos racionais.

Teorema 3.2

p=1mod4

E(Q) ~T(Cy) @ <@T(Cp)) 7

onde
2 _ 2
m, —n, 2m,n
Co=((0.1) ¢ €, = ( (T, 2t ),
M T 1 T 1
com my, n, as dnicas soluges de m? +n2 =p emy >n, > 0. |
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3.4 Pontos Racionais na Hipérbole

Nesta secao vamos estudar o grupo dos pontos racionais sobre a hipérbole H, cuja
equacao é

< — y2 =1.
A hipérbole H é um grupo abeliano sob a operacao @ definida por
(z1,91) © (T2, 42) = (v172 + Y1y2, 1Y + T2Y1), (3.6)

para todos (z1,41), (z2,72) € H. O elemento identidade ¢ (1,0) e (z, —y) ¢ o elemento
inverso de (z,y). Denotando por H(Q) o conjunto de seus pontos racionais, verifica-se
facilmente que H(Q) é um subgrupo de H.

Fazendo-se a intersecdo de H com as retas que passam pelo ponto (—1,0) e tém

inclinacdo ¢, obtemos uma parametrizacdo racional p : R — {#1}— R? de H, onde
1+¢* 2t
)= —s, —
0= (15125

p(R — {£1}) = H,

conforme Figura 3.3.

p(z)

Figura 3.3: Representacao geométrica da parametrizagao racional p.

Em particular, se t = ==, com n,m € Z e m # 0, entao

p<%): <m2+n2 2mn )

m2 — n2’ m2 — n2
E fAcil verificar que toda reta que passa em (—1,0) e tem inclinagao racional intercepta

H —{(—1,0)} em um ponto racional, ou seja, um ponto de H(Q).
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- (m, n)
n ] . .

.'(|ﬂ . . . .
‘A'm

. . . .

. . . . . L]

=y

m

Figura 3.4: Representagdo geométrica de R [e].
Seja p = plo_{x1}, isto &, p(r) = p(r), para todo r € Q — {£1}. E fécil verificar que

p(Q—{+£1}) = H@Q) - {(-1,0)}.

Para cada m +ne € R[e], a reta que passa em m +ne = (m,n) e 0 = (0,0) intercepta

aretaxr =1em (1, %), conforme a Figura 3.4.

Como H consiste de dois ramos

Hy ={(z,y) € H:2 >0}

Hy ={(z,y) € H:2 <0},
temos que o subgrupo H(Q) tem uma decomposicao
H(Q) = H1(Q) U H2(Q). (3.7)

E facil verificar que H;(Q) é um subgrupo de H. Portanto, pela equacao 3.7, obtemos

H(Q) = Hi(Q) U Hy(Q),

onde
Hy(Q) = (—1,0) & H1(Q).

Portanto,

H(Q) = H'® Hi(Q)

onde H' = {(1,0),(—1,0)}.

45



Pelas observagoes acima, a translacao de eixos © = x—1 e v = y na Figura 3.3 e depois
juntando num s6 grafico com a Figura 3.4, obtemos a funcado sobrejetora f : R[e] — H(Q)

definida por

f(m +ne) = ( (3.8)

m?+n®>  2mn
2 — 12 M2 —n?

onde f(ne) = (—1,0).
Observagao 3.3 Seja s a reta, cuja equacdo é

Yy = —x.
m

Entao para cada a + be = (a,b) € sN R[e|, obtemos
fla+be) = f(m+ ne).

Proposigao 3.3 Seja [ : Rle] — H1(Q) definida por 3.8. Entdo f é um homomorfismo

de mondides. [ |

3.5 A Estrutura de Grupo de H(Q)

Nesta segao obteremos a estrutura de grupo de H(Q).
Proposicao 3.4 Sejam f: Rle]| — H(Q) e (ck, sk) = f(my +npe) € H(Q). Entao

(c1,81) = (2, 82) B (c3, 83)
se, e somente se, existem a,b € N tais que

(my + nie)a = (mg + nae) (Mg + nge)b.

Pela Proposicao 2.5, temos que os elementos irredutiveis em Re| sdo da forma

1 -1

P 2 2

onde p é um niimero primo fmpar em Z, ou 3+¢ ou a = n+ (n — 2) ¢ tal que N(a) = 2,

k=2 ouk > 3. Logo,

o 3

EL I e+ = (32) e @ = t-2r+e)

2p 1 2p

f(B) = (
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Note que f(m) = (1,0) ¢é o elemento identidade de H(Q) e se n < 0 entao

2f(ne) = f(ne) & [ (ne)
= (-1,0)® (-1,0)
= (170)7

o que implica que f(ne) ¢ um elemento de ordem 2 em H(Q).

Lema 3.3 O conjunto

G3)-(55)

4°4)°\ pj o p; Primo

nao tem relagdo nao trivial.

Prova. Sejam py, ..., pr nimeros primos distintos em Z. Suponhamos que
af B+e)®arflan) &--- @ flax) = (1,0),

onde
‘_pj—l—l pj—l
G =Tty

ceeaa€l,j=1,...k.

Pela Proposicao 2.3,
5 3 1k . 1k .
-z — 41, = I —1 = (1,0
a <47 4> EBf <2 <j1;[1p] + > 52 (Jl;llp_] )) ( Y )7

k 2a; 1 k 2a; 1
[ITrj7+1 11w -
7=1 7=1

5 3
- = = (1,0
OL(AL’AI)69 ’ . (1,0),

k k
211py  211py
j=i j=1

mas isto é impossivel, a menos que a = a; = 0.

isto é,

Teorema 3.3

H(Q):H’@Hﬂ%( > Hp>,

p Primo impar

s (33) - (52 5).

onde
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Exemplo 3.4 Seja a € R[e]| tal que

—409 391
fla) = <TO’ m) :

Para determinar o, procedemos de forma quase similar ao Exemplo 3.3, fazendo as devidas

adaptagoes para o caso aqui da hipérbole: Primeiramente fatoramos
c=120=2%.3-5

Ao fator 23 associamos o elemento

f(3, 1) =2, (Z Z) € H,.

Ao fator 3 associamos

3+1 3-1 3241 32-1
.
(=== (2.3’2~3>€3’

e ao fator 5,

5+1 5—1 5241 52—1
( ( ) H,

2’2) 2-57 25

Portanto,

(_%,_%) — (£1,0) @ (£2) G%) o (1) (g%) & (+1) (Zg) (?%) |

Como o denominador da operacao
409 391 53
_7 20 n( 2
( 120’ 120> ®( )<4’4)

120
5

53
4’4
é igual a 2. Como o denominador de
409 391 (54
1207 120 3’3

120
235 = —
3

(53)
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temos que o coeficiente de



¢ —1. Prossequindo assim, obtemos

409 391 5 3 5 4 13 12

- —— | =(-1 2. (=, — -1.|=,= —,—

( 120’ 120) (-L0)® (4’4)69( ) (3’3>@(5’5)
Portanto,

a=1-(0,-1)(3,1)%(2,1)74(3,2) = (—34, —46).
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