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Resumo

Cédigos de Grupo do tipo Slepian gerado por grupos de reflexoes finitas sao consider-
ados. Os resultados cléssicos de cédigos de grupos sao uma generalizacao dos conhecidos
c6digos de modulagao de Slepian. Estes resultados mostram que o problema do vetor ini-
cial para estes codigos tem uma solucao candnica que pode ser facilmente calculada. Isto
permite uma enumeracao de todos os cédigos neste sentido restrito e resolve o problema
do vetor inicial para todos os grupos de reflexao finita. Sao dados férmulas para calcular

a cardinalidade e a minima distancia destes codigos.



Abstract

Slepian-type group codes generated by finite Coxeter groups are considered. The re-
sulting class of group codes is a generalization of the well-known permutation modulation
codes these of Slepian. It shown that a restricted initial-point problem for these codes
has a canonical solution that can easily be computed. This allows one to enumerate all
optimal group codes in this restricted sense and essentially solves the initial-point problem
for all finite reflection groups. Formulas for the cardinality and the minimum distance of

such codes are give

vi



Notacao

S|w - aplicacdo S restrita ao conjunto W

Bc(x0) - bola aberta de raio € e centro xg

aH - classe lateral a esquerda

C - cédigo

(M, n) - cédigo de grupo em R”

F' - corpo

V — X - complementar

S+ - complemento ortogonal

L(V,V) - conjunto de operadores lineares de V'

N - conjunto dos niimeros naturais

Z - conjunto dos niimeros inteiros

R - conjunto dos niimeros reais

C - conjunto dos nimeros complexos

I1p - conjunto de raizes passivas

GL(V) - conjunto dos operadores lineares invertiveis L(V, V)
GL,(F) - conjunto das matrizes invertiveis ordem n
M, (F) - conjunto das matrizes de ordem n

O(V) - conjunto dos operadores ortogonais de GL(V)
O(n,R) - conjunto das matrizes ortogonais com entradas em R
Vi - conjunto dos elementos do R que sao fixados por G
Vi - conjunto dos elementos ortogonais a Vg

k - dimensao do cédigo

d? - distancia quadrética

dmin - distancia minima

Se(xg) - esfera de raio € e centro xg

F' - espaco de seqiiéncias

G, - estabilizador de x

X - fecho de X

0X - fronteira de X

M(H,G) - grupo das matrizes monomiais

G

F - 8rupo quociente
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Sy - grupo de simetria

HJ" - grupo diedral de ordem 2m
.] - indice

~ - isomorfismo

X° - interior de X

M~! - matriz invertivel

M - matriz transposta

DP - matriz monomial

I|.]| - norma

P, - matriz de Permutacao
ker - niicleo do homomorfismo
T - operador linear

O(z) - 6rbita do elemento
o(a) - ordem do elemento

|.| - ordem do grupo

R™ - produto cartesiano de R (n cépias)

(.) - produto interno

Hx K - produto semi-direto de H por K

« - relacao de equivaléncia
@ - soma direta

< - subgrupo

(a) - subgrupo gerado pelo elemento a

< - subgrupo normal

tr - traco da matriz

A - sistema de raizes

R - taxa de informacao do cédigo

U - unido disjunta
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Introducao

O principal objetivo desta dissertacao é a construcao de cédigos de grupos 6timos
gerado por grupos de reflexoes finitas ou grupos de Coxeter irredutiveis. Esta construgao
¢ baseada no problema do vetor inicial. Este problema ¢ resolvido a partir da utilizagao
de um sistema de vetores com caracteristicas préprias, chamado de sistema de raizes, o
qual é constituido de outros subconjuntos, entre eles, as raizes passivas que dara o passo
fundamental para a escolha do vetor inicial. Desta forma a distdncia minima d,(C) do
codigo pode ser calculada pela escolha deste vetor inicial.

O primeiro tratamento compreensivel de grupo de reflexao finita foi dado por Cox-
eter em 1934, que classificou completamente todos grupos e deduziu varias de suas pro-
priedades usando principalmente métodos geométricos, por esta razao podemos chamar
grupo de reflexao finito de grupos de Coxeter. Outra abordagem de natureza mais al-
gébrica foi apresentada no relatério feito por P. Cartier no semindrio de Chevalley. O
leitor interessado em mais detalhes pode consultar [2].

Cddigo de grupos, que recentemente tem sido chamado de conjunto de sinais geomet-
ricamente uniforme, pode ser visto como uma combinacao de codificacao e modulacao.
Os resultados cléssicos de cédigo de grupos sao generalizagoes dos ja bem conhecidos
codigos de modulagao de permutacao introduzidos por Slepian [14] hd mais de 25 anos,
onde verificamos que o problema do vetor inicial restrito a grupos de Coxeter tem uma
solucao que pode ser facilmente calculada.

Nesta dissertacao apresentamos os conceitos bdsicos da extensiva teoria de grupos de
reflexao finita, dando énfase ao conhecido grupo diedral, e aos grupos de reflexdo A, e
B, que sao agoes do grupo de permutagao nos vetores da base canodnica do R", o leitor
interessado em mais grupos de reflexdao pode consultar [7].

Esta dissertagao tem como base o artigo de Mittelholzer e Lahtonen [12].

No capitulo 1, faremos uma abordagem sobre a teoria de grupos e alguns resultados



bésicos de dlgebra linear e grupos de reflexoes finitas.

No capitulo 2, comegamos com a definicao de regiao fundamental e apresentamos
sistema de raizes para grupos de reflexao finita.

No capitulo 3, apresentamos os conceitos bésicos da teoria de cédigos.de grupos, além
disso, com o objetivo de determinar de forma geral os procedimentos para a escolha do
vetor inicial 6timo, mostramos como determinar estabilizador Gy a partir de um vetor y
qualquer do R™ utilizando para isto as reflexdes dos grupos de Coxeter irredutiveis. O
Teorema 3.3 determina a distancia minima para o c6digo C' = O(xg) e em seguida, o seu
coroldrio relaciona distdncia e vetor inicial 6timo; mostramos que as regioes de decodifi-
cagao sao unicamente determinadas pelo estabilizador Gy,. Esta propriedade assegura que
existe uma nica solucao para o problema do vetor inicial, quando o estabilizador é fixado,
o Teorema 3.4 mostra que a regiao de decisao F' de um grupo de reflexao finita é unica,
a menos de isometria, contudo, esta propriedade nao é valida para grupos de isometria
arbitraria, o leitor interessado em um exemplo pode consultar [12]. Com o objetivo de
melhor entendimento da teoria, finalizamos este capitulo dando alguns exemplos para a

determinacao do vetor inicial.
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Capitulo 1

Resultados Basicos

Neste capitulo apresentaremos algumas definicoes e resultados bédsicos da teoria de
grupos e que serao necessarios para os capitulos subsequentes. O leitor interessado em

mais detalhes pode consultar [4, 6, 13].

1.1 Grupos

Um conjunto nao vazio G munido com uma operacdo bindria (a,b) — a * b é um

grupo se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. A operacao ¢ associativa: a x (b*c) = (a*b) * ¢, Va,b,c € G.
2. Existe um elemento neutro, isto é, 3e € G tal que e xa =a*xe =a, Va € G.

3. Todo elemento possui um elemento inverso, isto é, V a € G, 3 b € G tal que

axb=bxa=e.
O grupo é abeliano ou comutativo se também vale:
4. A operacao é comutativa, isto é, axb=b=xa, V a,b € G.

Para simplificar a notacao usaremos ab em vez de a * b.
Seja G um grupo. Dizemos que G € finito se ele contém um nimero finito de elementos.
Caso contrério, ele é infinito. A ordem ou cardinalidade de G, denotada por |G|, é o

numero de elementos de G.



Exemplo 1.1 Seja M,(R) o conjunto de todas as matrizes n x n sobre R. Entdo
GL(n,R) = {A € M,(R) : det(A) # 0}

com a operac¢ao usual de multiplicagao de matrizes é um grupo nao abeliano, chamado

grupo linear geral. De fato, sejam A, B € GL(n,R). Entao, pelo Teorema de Binet,
det(AB) = det(A) det(B) # 0.

Logo, AB € GL(n,R). Assim, o produto usual de matrizes é uma operagao bindria em

GL(n,R). E claro que esta operagdo bindria é associativa e
Ie M,(R)

¢ o elemento identidade de GL(n,R). Finalmente, se

A € M,(R)
é tal que D = det(A) # 0, entao
A= Lagia)
D
é a inversa de A e
1
det(A™") = 0.
HAT) = Ay 7

Assim,

A'eGLR) e ATA=AA =T

Se G e H sao dois grupos, entdo o produto direto (externo) de G com H, denotado
por G x H, é o conjunto de todos os pares ordenados (g,h), onde g € G e h € H, com a
operacao bindria

(g, h) = (g, 1) = (99", hl') .
E fécil mostrar que G x H é um grupo com elemento identidade (e, €) e o elemento inverso

de (g,h) ¢ (g1, h71). Assim, G = G x G. Generalizando, temos
G"=GxGx- - xG.

Um subconjunto nao vazio H de um grupo G é um subgrupo de G, denotado por

H < G, quando com a operacao herdada de GG, H é um grupo.
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Proposigao 1.1 Sejam G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. FEntdo H é

um subgrupo de G se, e somente se, as sequintes condicoes sao satisfeitas:

1. Para todos hi,hs € H, tem-se hihy € H.

2. Para todo h € H, tem-se h™' € H. [ |
Sejam X um subconjunto nao vazio de G e
F={H:H<Ge XCH}

Entao

(x)= (N H

HeF
¢ o menor subgrupo de G contendo X e chamado o subgrupo gerado por X. Se X é um

conjunto finito, digamos

X ={z,...,2,},

denotaremos (X)) por

(X) = (x1,...,2n).

Proposigao 1.2 Sejam G um grupo e X um subconjunto nao vazio de G. Entdo

(X) = {Hwi:nEN e T; GXUXl,izl,...,n},

i=1

onde X' = {27! :2 € X}. [ |
Seja G um grupo. Se existir a € G tal que

G = (a) ={a" :n € Z},

dizemos que GG é um grupo ciclico.

Uma particao de um conjunto nao vazio {2 é um conjunto
PQ)={T:TcQ,TI #g}
tal que as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. TNy = @,Vy, Ty € P(Q), T # Dy;



Sejam GG um grupo e H um subgrupo de GG. Dado a € G, o conjunto
aH = {ah :Yh € H}

é chamado a classe lateral & esquerda de H em G determinada por a. De modo semelhante,

podemos definir a classe lateral & direita Ha de H em G. O conjunto de todas as classes

G
-

laterais & esquerda de H em G formam uma particao de G, que denotamos por

Dados a, b € G, dizemos que a é congruente a b médulo H se a=*b € H, que denotamos
por a = b (mod H). E fécil verificar que = é uma relacao de equivaléncia em G e que a
classe de equivaléncia determinada por a é igual a classe lateral & esquerda aH. O elemento
a ¢ chamado um representante da classe de equivaléncia. E também facil verificar que
existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto das classes laterais a esquerda
de H em G e o conjunto das classes laterais & direita de H em G. A cardinalidade do

conjunto das classes laterais a esquerda (ou a direita) de H em G ¢ chamado o indice de

H em G, que denotamos por [G : H].

Teorema 1.1 (Lagrange) Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. FEntdo |G| =
|H|[G : H]. Em particular, se G é finito, entao |H| | |G| e [G : H] | |G]|. [

Um subgrupo H de um grupo G é chamado normal de GG, em simbolos H < G, se

aha™' € HNa e G, h e H.

Neste caso, & com a operacao bindria (aH)(bH) = abH é um grupo.

Sejam G e H dois grupos. Uma fungao ¢ de G em H é um homomorfismo de grupos

p(ab) = p(a)p(b),

para todos a,b € GG. Neste caso, a imagem de ¢ é o conjunto

Imp = {h:h=¢(g) para algum g € G}

= {elg):geG}.
O nicleo de ¢ é o conjunto
kerp={g€ G :¢p(g) =e}.
E facil verificar que Im ¢ é um subgrupo de H e ker ¢ é um subgrupo normal de G.
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Um homomorfismo de grupos ¢ : G — H é um isomorfismo se @ ¢é bijetora. Quando
existir um isomorfismo entre G e H dizemos que G e H sao isomorfos e denotamos por
G ~ H. Um endomorfismo de um grupo G ¢ um homomorfismo ¢ : G — G. Denotamos
por

End (G) ={¢: G — G : ¢ ¢ um homomorfismo}.

Um automorfismo de um grupo G é um isomorfismo ¢ : G — G. Denotamos por
Aut (G) ={p: G — G : ¢ & um isomorfismo}.

Teorema 1.2 Sejam G, H dois grupos e ¢ : G — H um homomorfismo de grupos.

Entao

~ m .
ker ey

Seja €2 um conjunto finito e nao vazio. Entao o conjunto de todas as bijegoes de €2 sobre
2, denotado por S, com a operagao de composi¢ao, ¢ chamado o grupo de simetrias de €.
Qualquer subgrupo de Sq é chamado de grupo de permutagdo. Quando 2 = {1,2,...,n}
denotamos S por S,,.

Uma permutagao a € S,, é chamada de r-ciclo se existirem elementos distintos
ar,...,a, € {1,...,n}

tais que

ala) = ag,a(ag) = as,...,a(a,—1) = ap,afa,) = a,

ab)=bvbe{l,...,n} —{a1,...,a,},

denotado por

a=(a---a).

O nimero r é chamado o comprimento do ciclo. Os 2-ciclos sao chamados de transposicaoes.
Seja § € S,, um s-ciclo, digamos

B=(b1---bs).

Dizemos que « e (3 sao disjuntas se

{ar,. . a,} N by, ... b} = 0.



Proposigao 1.3 Toda permutacio o € S,, o # id, pode ser escrita de modo 1unico, a

menos da ordem, como produto de ciclos disjuntos.

Demosntracao. Para demonstrar a proposicao usaremos inducao sobre n.
(Existéncia) Se n = 1 nada hd para ser provado. Suponhamos que o resultado seja
véalida para todos os conjuntos com menos de n elementos e n > 1.

Como o # id temos que existe

a; €{1,...,n}
tal que o (a1) # a;. Definimos ay, as, ... por
0'(@1) :ag,O'(ag) :ag,...,a(as,l) = Qgy....

Sendo
o(a;)) €{1,...,n}

temos que existe um menor inteiro m > 2 tal que
o(am) = a;

para algum 7, com 1 < i < m.

Afirmagao: i = 1.
De fato, se i # 1, entao

o(ay) =a; =0 (a;_1) .
Como o ¢ injetora temos que
am = -1,

o que é impossivel.

Seja

S={1,....n} —{a1,...,an}.

Se S = (), entao o é um m-ciclo e acabou. Suponhamos que
S#Deoc =0ls.

Entdo 0*(a) = o(a) € S, para todo a € S, ¢* ¢ uma permutagdo em um conjunto com

n —m elementos e n —m < n. Logo, pela hipétese de inducao,

*
O =T1° " Tr-1,

6



onde 71,...,7,_1 sao ciclos disjuntos. Como ¢ = ¢*7,, onde

Tr:(a17"'>am)

temos que ¢ é um produto de ciclos disjuntos.

(Unicidade) Suponhamos que

O':Tl...TT:f)/l...f)/s’

com s > 2. Como
Vs () =0 (a) # a
temos que existe um unico v; tal que

Yi (al) = U(a1)7

pois os 7; sao disjuntos.
Afirmacao: 7, = 7,.

De fato, como o (a1) = 7, (a1) e os 7; disjuntos temos que

Yi (0 (a1)) # o (a1) e v, (0(a1)) =0 (a1),j #i.

Portanto,
o (0 (a1)) = (o (a1)),

isto é, 7, (az) = a3. De modo anélogo, obtemos que
Y; (ag-1) = ax, Vk > 2,

isto é, 7, = ;.

Re-enumerando, se necessério, podemos assumir que 7, = 7y,. Logo,

7—1"'7—1”71:71"'7571

Assim, pela hipétese inducao, a seqiiéncia 71, ..., 7,_1 € no maximo uma re-ordenacao da
seqliéncia 7y, ...,7,_;. Portanto, r —1 =s — 1, isto é, r = s e a decomposi¢ao o é tinica
a menos da ordem |

Proposicao 1.4 Seja S,, um grupo de permutagao. Entao:



1. Todo elemento de S, é um produto de transposicoes, isto é, S, = (T'), onde

T={@j):1<i<j<n}.

2. S, =(X), onde

X ={1k):1<k<n}={(12).(13),...,(1n)}

3. S, =(Y), onde

Y ={(k—1k): 1<k <nl={(12),(23),...,(n— 1n)}.

Demonstragao. Para demostrar 1. basta notar que
id=(12) (12) € (T) e (a1,...,a,) = (@1a,) (a1a,—1) - - - (araz) € (T,
e usar a Proposicao 1.3. Para demostrar 2., basta notar que
(i) = (14) (1) (1) , 1 < i < j < m,
e usar o item 1. Finalmente, para demostrar 3., basta notar que
(kk+1) = (1k) (1k 4+ 1) (1k)

e usar o item 2. |

1.2 Acoes de Grupo

Sejam GG um grupo e {2 um conjunto nao vazio. Dizemos que GG age sobre () se existir
uma aplicacao

x: G xXQ—Q,
com x*(a,x) = ar, tal que as seguintes condigbes sao satisfeitas:
1. a(bz) = (ab)z, para todos a,b € G,z € Q;

2. ex = x, para todo x € ().

A aplicacao * é chamado a a¢do de G sobre €2 e Q é chamado um G-conjunto. Se

|2| = n, entdo n é chamado o grau do G-conjunto 2.

8



Exemplo 1.2 Sejam G =S, e Q2 ={1,2,...,,n}. Entao Q2 é um G-conjunto sob a a¢do
x(0,1) = 0(i),0 € Sp,i € Q.

Observacao 1.1 Ezxiste uma correspodéncia biunivoca entre o conjunto de acoes de G em
Q e o conjunto de homomorfismo de G em Sq. De fato, seja 2 um G-conjunto. FEntao

para cada a € G firado, a aplicagdo p,(x) = ax é uma permutacao de 2, pois

v = ex=(a"ta)r=a Y azr) = ¢, (ax)

= 0a-1(a(1)) = a1 0 0, (), Vo € Q.
Logo, p,-10p, =1id. De modo andlogo, mostra-se que @, o p,-1 = id. Assim, a aplica¢ao
¢ :G— S
dada por p(a) = ¢, é um homomorfismo, pois
van(®) = (ab)x = a(br) = ¢, (br) = @, (4 (7)) = @, © (), Vo € Q.

Reciprocamente, suponhamos que ¢ : G — Sq é um homomorfismo. FEntao é facil
verificar que a aplica¢ao

x:GxQ—Q,

definida por x(a,x) = p(a)r é uma agdo de G sobre ). Neste caso, dizemos que ¢ é uma

representacao por permutagao de G' em Sq.
Seja 2 um G-conjunto. Entao
Go={a € G:ax=2xVrel}

¢ um subgrupo normal de GG. Dizemos que uma acao de G em 2 ¢é fiel ou G age efetiva-

mente sobre {2 se ¢ : G — S € um homomorfismo injetor ou, equivalentemente,
kero=Gy={e} ar=z,YVreQ=a=ec

Note que

sempre age efetivamente sobre ).



Seja 2 um G-conjunto nao vazio. Entao para cada = € {2 o conjunto
G, ={a€eG:ax =1z}

é um subgrupo de G chamado o estabilizador ou subgrupo isotrdpico de x. Note que
Go= () Ga
€N

O conjunto

O (x) ={ax :a € G}

é chamado a drbita de z. Dados z,y € €2, definimos = ~ y se, e somente se, existe a € G
tal que y = ax. E fdcil verificar que ~ é uma relagio de equivaléncia em ©Q e que O (x)

sao as classes de equivaléncias de §2. Logo,

0= U O(x)

zeN
Dizemos que G age transitivamente sobre £ ou €2 é um G-conjunto transitivo, se para
quaisquer z,y € 2, existir a € G com ax = y ou, equivalentemente, 2 = O(z), Vz € .
Dizemos que G age fortemente transitivo sobre €) se dados x,y € (), entao existir um

tnico a € G tal que y = ax. Neste caso, |G| = |Q].

Observagao 1.2 G age transitivamente sobre cada drbita, pois se y,z € O(x), entdo
evistem a,b € G tais que

y=ax e z = br.
Logo, existe c =ba™' € G tal que z = cy.

Sejam > e 2 dois G-conjuntos. Um homomorfismo de G-conjuntos é uma funcao

w2 — () tal que
p(ar) = ap(r),

para todo a € G e x € ¥. Um homomorfismo de G-conjuntos ¢ : ¥ — ) é um iso-
morfismo de G-conjuntos se  é bijetora. Quando existir um isomorfismo de G-conjuntos

entre X e €2, dizemos que ¥ e {2 sao isomorfos e denotamos por ¥ ~ €.

Proposigao 1.5 Sejam 2 um G-conjunto transitivo. Entao

Q:C%,VIEQ.
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Demonstragao. Para cada = € () vamos definir

G
— =0
e

por p(aG,) = ax, para todo a € G. E facil verificar que ¢ estd bem definida e é injetora.

Agora, dado u € G e aG,, € G%, obtemos que

p(u(aGy)) = p((ua)Gy) = (ua)r = u(ax) = p(alGy),

isto é, ¢ ¢ um homomorfismo de G-conjuntos. Finalmente, dado y € 2 existe, por

hipétese, a € G tal que y = axz = p(aG,), isto é, ¢ é sobrejetora. Portanto,

Q:%,VQJEQ.

Coroldrio 1.1 Sejam €2 um G-conjunto e x € Q). Entao

O(z) ~ G% e |O(z)| =[G : G,l.

Em particular, se G € finito, entao |O(z)| | |G|.
Demonstragao. Basta observar que O(z) é um G-conjunto transitivo para cada z € .l

Exemplo 1.3 Sejam G um grupo, H e K subgrupos finito de G. Entao

[H| K]

HK|=——.
HEK] |HN K|

De fato, seja ) = %, entao a aplicagao
x: H xQ — Q,
definida por x(a, gK) = agK é uma agdo de H sobre Q). Como
OK)={aK:a€ H} = HK

temos que

|HK| = |K]r,
onde r é o nimero de classes laterais aKK em O(K). Por outro lado, pela Coroldrio 1.1,
|O(K)| = [H : Hg].
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Hix = {a€H:aK =K}

= {acH:acK}=HNK.

Logo,
|H] K]

|H]
—[H:HNK]= HEK| = .
r=| ] ¢ K= T

|H N K|
Teorema 1.3 Sejam G um grupo, H < G e A = % um G-congunto. Seja Ty a represen-

tacao por permutacao induzida por esta acao. Entao:

1. G age transitivamente sobre A.
2. O estabilizador em G do ponto H € A ¢é o subgrupo H.

3. O niicleo da ag¢ao é dado por

kermgyg = ﬂ bHb 1
beG

e kermy é o maior subgrupo normal de G contido em H.

Demonstragao.1. Para ver que GG age transitivamente sobre A. Sejam aH, bH € A e
c=ba"! € G. Entao
caH = (ba™")aH = bH.

2. O estabilizador do ponto H é
Gyp={acG:aH=H}=H.
3. Por definicao de 7y temos que

kermy = {a€G:abH =bH,Vb e G}
= {acG:blabec H Vb G}
= {a€G:a€bHV ' Vbe G}

= ﬂ bHbH ™.

beG

A segunda afirmacao, segue do fato de que

kermy <G e kermy < H.
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Finalmente, se N <G e N C H entao

N=zNz'< :EH:L‘_l,VZL' € d.
Assim, N < ker7y. [ |
Coroldrio 1.2 (Cayley) Todo grupo é isomorfo a um grupo de permutagao. |

Sejam G um grupo, H e K dois subgrupos. Dizemos que G' é um produto semidireto

de H por K, denotado por G = H x K, se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. G=HK;

2. H 4G

3. HNK = {e}

Neste caso, K é um complemento de H e K ~ %, pois

K _HEK G

K k=T ~ o

Teorema 1.4 Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. FEntdo as sequintes

condicoes sao equivalentes:

G.

1. G & um produto semidireto de H por %;

2. Existe um homomorfismo de grupos ¢ : % — G, com

mTop=1idg,
H

onden : G — % é 0 homomorfismo candénico;

3. Eziste um homomorfismo de grupos ¢ : G — G, com ker ¢ = H e ¢(x) = x para

todo x € Im ¢.

Demonstragao. (1. = 2.) Seja K um complemento de H em G, isto é, K ~ % Entao,

cada a € G pode ser escrito de modo tinico na forma a = hk com h € H e k € K. Seja

@:%—>G
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definida por ¢(Ha) = k. Entao é facil verificar que ¢ ¢ um homomorfismo bem definido
com
Tow=1id .
(2. = 3.) Vamos definir ¢ : G — G por ¢ = g om. Se x € Im ¢, entdo existe a € G

tal que x = ¢(a). Logo,

¢(z) = ¢(¢(a)) = po (mop)(n(a)) = pom(a) = ¢(a) =z,

isto é, ¢(x) = x para todo = € Im¢. Se a € ker ¢, entdao ¢(a) = pon(a) =e. Logo, k =e

ea € H,isto é, ker ¢ C H. Reciprocamente, se a € H, entao

¢a) = pom(a) = p(Ha) = p(H) = e,

e, assim, a € ker ¢.

(3. = 1.) Fazendo K = Im ¢. Obtemos que G = HK, pois

a = ae = ag(a) ' ¢(a) = [ag(a ")|¢(a) € HE,

para todo a € G. Finalmente, se x € H N K, entao ¢(z) = e e x = ¢(x). Logo, = = e,

isto é,
HNK ={e}.
Como
G
K=Im¢~—
¢ H
temos que G é o produto semidireto de H por % |

Seja G o produto semidireto de H por K. Entao, cada a € G pode ser escrito de modo
tnico na forma:

a=hk,he Hek e K.

Assim, dados ay,as € G, digamos a; = hiky € ag = hoky, com hy,he € H e ki, ko € K,

obtemos que
arag = (hiky)(hoka) = (haikihokiV)(krks) = (hah5) (kiks),
onde hé“ = kihoky'. Agora, seja K agindo em G por conjugacio, isto ¢,
k-a=kak™'.
Entao, para cada k € K:
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1. o : H— H, ox(h) = k- h € um automorfismo.
2. p: K — Aut(H) < S¢ definida por ¢(k) = o ¢ um homomorfismo.
De fato 1.

O'kOO'kfl(h) = O'k(O'kfl(h))

= on(khk™h)

= k(k'hk)k™' = h.
De modo anédlogo,

op-100k(h) =h,Vh € H.
Logo, 0,1 é a inversa de oj, e o), € bijetora. Dados hy, hs € H,
Uk(hlhg) == k’(hlhg)kil
= (khik ) (khok™)

= O'k(hl)ak(hg).

Logo, o, € Aut(H), Vk € K.

2. Basta demonstrar que oy, = 0k, © Ok,, Vk1, ke € K. De fato, dado h € H,

Uklkz(h) = (klkg)h(/ﬁkg)_l = kl(lﬂ'ghl{?;l)kfl
= Ok (thkgl) =0k, (0k2 (h)>
= 0Ok © Uk2(h>’

Assim, a multiplicagao em G torna-se

a1a9 = (hlkl)(hgkg) = (hl(p(kg)hg)(]ﬁl{?g)

Neste caso, G' ¢ o produto semidireto de H por K via ¢, isto é, G = H x, K. Note que,

se ¢ # id, entao G é nao abeliano, pois existem h € H e k € K tais que
khk™ = p(k)h # h.

Exemplo 1.4 Sejam H um grupo abeliano qualquer e K = (k) ~ Zs,,. Definimos o
homomorfismo ¢ : K — Aut(H) por p(k)(h) = h™'. Entio G = H x, K é um grupo
nao abeliano. Note que

p(k)(h) = (k) (p(k)(h) = ¢(k)(h7") = h,
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isto é, k*hk=2 = h, para todo h € H. Logo, k* € Z(G), onde
2(G) = {g € G : gh = hg,Yh € G}

é um subrgrupo normal de G chamado o centro de G. Agora, consideremos o sequinte

caso particulare: se

H=(h) ~7Z, e K = (k) >~ Zs,

entio G = H x, K é um grupo nao abeliano de ordem 2n isomorfo ao grupo diedral, que

denotamos por Dy, :
Do = (h k), e h" = k2 = ¢, hk = kh™",
onde h é identificado com (h,e) e k é identificado com (e, k).

Sejam F' um corpo e I = [e; - -e,] a matriz n x n identidade sobre F', com vetores
colunas e;, © = 1,...,n. Uma matriz de permutacdo sobre ' é uma matriz P obtida

permutando as colunas de I, isto é, existe o € S, tal que

P = [ea(l) T ea(n)]

ou, equivalentemente, P é uma matriz na qual qualquer linha e coluna tem um tnico
elemento nao nulo e todos os elementos nao nulos sao iguais a 1.
Afirmagao: O conjunto P, de todas as matrizes de permutagao ¢ um grupo.

De fato, dados M, N € P,, digamos
M = (mj;) e N = (ny;),

Seja
MN =P = (pij) )

onde
n
Dij = g MM -
k=1
Entao para qualquer ¢ existe um tnico k£ tal que
mix = 1

e existe um tunico j tal que

Nkj = 1.
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Logo, fixado ¢, p;; = 1 para um e somente um j. De modo andlogo, fixado j, p;; = 1 para

um e somente um ¢. Assim, p;; = 1 se existir um tnico k tal que
Mg = Ngj = 1
e p;; = 0, caso contrdrio. Portanto, P é uma matriz de permutagao, isto ¢,
MN € P,.

Assim, temos a associatividade em P, e I ¢ elemento identidade de P,. E facil verificar
que

PP'=P'P =1
Portanto, P~! = P! € P,.
Note que a aplicacao f : S, — P, dada por
flo) =P =lesq) - - €o(m)]
é um isomorfismo de grupos.

Seja G um grupo multiplicativo qualquer. Uma matriz monomial A sobre G é uma
matriz de permutagao P cujas entradas nao nulas sao substituidas por elementos de G,
isto ¢, A = DP, onde

D = diag(ay, ..., a,),Va; € G,

¢ uma matriz diagonal de ordem n. Dizemos que P é o suporte de A. Logo, o conjunto
M(G, P,) = {todas as matrizes monomiais A sobre G com suporte em P, }
é claramente um grupo. Além disso,
P, ~M({e}, P,) < M(G,P,) e M(G,{1}) ~ G".

Teorema 1.5 Seja G um grupo multiplicativo qualquer e P, o grupo de matrizes de per-
mutacao. Entao

M(G, P,) = M<Gv {I}) X M({e}a Pn)
Demonstragao. Por definicao temos que
M(G, ) = M(G,{I})M({e}, F).
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Assim, basta mostrar que
M(G,{1}) S M(G, By) e M(G,{I}) N M({e}, P,) = {el}.
Dados A =DP € M(G,P,) e D' € M(G,{I}), temos que

AD'A™' = D(PD'P YD
= DD"D ! e M(G,{I}).

Finalmente, dado

A € M(G,{I}) N M({e}, P,),

temos que A = DI e A = diag(e, ..., e)P, isto &,
D = diag(ay, . ..,a,) = diag(e, ... e).
Portanto, A = el.

Exemplo 1.5 Sejam G = {1,—1} um grupo multiplicativo e

P2: ;
0 1 1 0

o grupo das matrizes de permutacao. Entao

(

10 0 1 ~1 0 1 0
o1 1ol ] o1 o =1]

M(G, Py) =
1 0 0 —1 0 1 0 —1
0o -1 |1 ol | =10l | =1 o

\

é isomorfo ao grupo diedral Dy.

1.3 Operadores Lineares

Nesta secio apresentaremos algumas definicdes e resultados bésicos sobre Algebra

Linear, que serao necessarios para o entendimento dos capitulos subsequentes, o leitor

interessado em mais detalhes pode consultar [5].

Seja F' um corpo. Um conjunto nao vazio V' equipado com duas operagoes (u,v) —

u-+v e (a,u) — au, & um espago vetorial sobre F se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
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1. (V,4+) é um grupo comutativo;

2. a(pu) = (af)u, para todos o, 3 € Feu € V;

2. (a4 f)u=au+ fu, para todos a,f € FeueV
3. a(u+v)=au+ av, para todos u,v € Ve a € F;

4. 1u = u, para todou € V.

Um espago vetorial V', salvo mencao explicita em contrério, significa um espago vetorial
sobre R com dimensao dim(V') = n. Um operador linear de V' é uma aplicacao T : V — V
tal que

T(ou+v)=al(u)+T(v),Yu,veVeacR

Denotamos por L(V,V) o conjunto de todos os operadores lineares de V. Neste caso,
L(V, V) & um espago vetorial com dim(£L(V,V)) = n?. Denotamos por GL(V') o conjunto
de todos elementos de invertiveis de L(V, V).
Afirmagao: GL(V) é um grupo isomorfo ao grupo GL(n, R).
De fato, sejam 7' € GL(V) e
{uy,...,u,}
uma base fixada de V. Como T'(u;) € V, j =1,...,n, temos que existem tnicos a;; € R

tais que
n
T(uy) = Zaijui,j =1,...,n.
i=1

Fazendo A = (a;j), obtemos para cada 7' € GL(V) uma unica matriz A. Assim, a
aplicacao

¢ : GL(V) — GL(n,R)
definida por ¢(7) = A é um isomorfismo.
Um escalar A € R é um autovalor de T' € L(V,V), se existir u € V', u # 0 tal que
T(u) = Au.
O vetor u é chamado o autovetor de T associado ao autovalor .

Lema 1.1 Autovetores associados a autovalores distintos sao sempre linearmente inde-

pendentes. |
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Sejam W um subespaco de V e T' € L(V, V). Dizemos que W é invariante em relacao
aTl se T(W)CW,isto é,
T(w)eW,Vw e W.
Seja V' um espaco vetorial de dimensao n sobre R equipado com o produto interno

usual. A norma quadrdtica ou peso Euclidiano N(x) = ||x||? de um vetor x € V é a soma

dos quadrados de suas componentes, isto é,
Nx) = (x,x) =x-x'

A distancia Fuclidiana quadrdtica entre dois vetores X,y € V é a norma quadritica de

sua diferenca, isto &,
& (x,y) = N(x—y).
Seja
B={x1,...,%,}

uma base para R". Dizemos que a base

{Y1>"'>yn}

para R" é uma base dual de B se

(xi,y;) = dijy
pois existe um unico funcional fy(y) = (x,y) associado com x € R" e, assim, podemos
identificar o espago dual (R")* com R".

Uma isometria ou um movimento rigido em R™ é uma aplicacao 7' : R® — R" que

preserva distancia, isto é,

IT(x) =Tl = [Ix =yl vx,y € R".

Denotamos por Isom(R") o conjunto de todas as isometrias de R".
Afirmacgao: Isom(R") é um grupo.

De fato, sejam S, T € Isom(R"). Entao

[SoT(x)=SoT)| = [5(T(x)=S(T(y)ll

= IT(x) = T(y)ll

= |x—y]|,vx,y € R".



Logo, SoT € Isom(R™). Assim, a composigao usual de aplicagoes é uma operacao bindria

em Isom(R"). E claro que esta operagao bindria ¢ associativa e
Ie F(R",R")

¢ o elemento identidade de Isom(R™). Sejam x,y € R" e T' € Isom(R"). Se T'(x) = T'(y),
entao

0=Tx) =TI =lx-yll=x=y.

Logo, T é injetor. Para provar que todo elemento 7' € Isom(R") é sobrejetor vamos
primeiro apresentar algumas definigoes:

Sejam x,y € R". O segmento de reta de extremos x e y é o conjunto
x,yl={1—-t)x+ty:0<t<1}.
Um subconjunto nao vazio S de R" é chamado convexo se
(x,y] C S,Vx,y € S.
Dados x,y,z € R” tais que
Ix —zl| =[x =yl + [ly — =]

Entao

IT(x) =T ()| = Tx) =TI+ T(y) - T(=)],
isto é, T'(S) é convexo, para todo subconjunto convexo S de R". Seja
{x1,...,Xp}
uma base qualquer de R". Entao
SoCS1C---C Sy,

onde
So={0},S; = (xq,....,x;),i=1,...,.n—1e S, =R".
Logo,

n

pois os S; sao convexos. Assim, dim7(S,) > n. Portanto, T(S,) = R", isto é, T é

sobrejetora.
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Exemplo 1.6 Set € R", entdo a aplicagao Ty : R" — R", definida por
Ti(x) =x+t, ¥x € R",

é um movimento rigido, chamado o translacdo a direita por t. E claro que T:(0) = t,
de modo que Ty nao é um operador linear se t # 0. Se denotamos por T(R™) o conjunto
de todas as translagoes a direita, entdo T(R™) é um subgrupo de Isom(R™) isomorfo ao

grupo aditivo (R™,+), Ty < t.
Uma operador linear S : R" — R" é ortogonal se
1S = x|, vx € R™.

Note que todo operador ortogonal é um movimento rigido. Se denotamos por O(R") o

conjunto de todos os operadores ortogonais, entao O(R™) é um subgrupo de Isom(R™).
Lema 1.2 Sejam S : R" — R™ um operador linear e
{e1,...,e,}
a base canodnica de R™. Entio S € O(R") se, e somente se,
{Sey,...,Se,}
¢ uma base ortonormal de R™.
Demonstragao: Suponhamos que S seja ortogonal. Se
X = zn:l"iei ey :znzyiew
i=1 i=1

entao

I+ ylI* = [1x]” = Iyl =2 (e, y) =2z,
i=1
Em particular,
1) + SWI* = 1SE)I” = [1SW)IIF = 2(S(x), S(¥)) -

Como

Ix+y[I* = 1S +y)II” = 1S (x)+S(y)|*
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temos que
(5x),5(y)) = (xy), Vx,y € R".
Em particular,
0ij = (ei, ;) = (S(ei), S(e;)) -
Assim,

{Sey,...,Se,}

¢ uma base ortonormal. Reciprocamente, se

n n
X = E ﬂUieiey:E Yi€i,
i=1 =1

entao
1Sx) = SHI° = ISx—=y)II
n 2
- Z(ﬂﬁz —yi)S(ei)
=1
= Z(fcz yz)2
i=1
= |x-yl"
Portanto, S é ortogonal. [ ]

Lema 1.3 Todo movimento rigido que fixa a origem é um operador linear.

Demonstragao. Seja T um movimento rigido tal que 7(0) = 0. Suponhamos que
T(e,) = ez-,z' = 1,...,71.

Entao

[Tx)|| = [[T'(x) = T(0)[| =[x — O] = [|Ix[|, vx € R™.
Denotando T'(x) por (yi,-..,Yn), Obtemos que
Y4ty =at 4+ (1.1)

Por outro lado,

IT(x) — el = [IT(x) = T(e))]| = [[x — el

Logo,
=12+ +- i =(r — 12+ ad+ -+ a2, (1.2)
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Assim, subtraindo a equagao (1.1) de (1.2) e desenvolvendo, obtemos que
29 — 1 =21 —ley, = x1.

De modo anélogo, obtemos que y; = x;, para todo i = 2,...,n. Portanto, T'(x)= x, isto
é, T' é a aplicacao identidade.
Suponhamos, agora, que T'(e;) = w;, ¢ = 1,...,n e que S : R — R" seja um
operador linear tal que
S(e;)) =u;,i=1,...,n,
onde
{uy,...,u,}

& uma base ortonormal de R”. E claro que S ¢ invertivel e S~ o T' € Isom(R"). Como
StoT(0)=0eS ' oT(e;) =e;i=1,...,n
temos que T' = S. [ |
Proposicao 1.6 Todo elemento f € Isom(R™) pode se escrito de modo 1inico como
f=ToS,
onde T € T(R") e S € O(R").

Demonstragao: Dado f € Isom(R"™), sejam t = f(0) e S = f —t. Entao é facil verificar
que S € Isom(R") e S(0) = 0. Logo, pelo Lema 1.3, S € O(R™). Portanto,

f=Tos,

onde T'(x) = x + t, para todo x € R". Agora, seja

J=Ti05

outra decomposicao. Entao

ToS=1T05;.
Logo,

SoS;t = Tlo(ToS)oS;t

= T 'o(Tyo0S8))o0S!

= T loTy.
Assim, T"'oT1(0) =0 e t; —t =0, isto é, T = T;. Portanto, S = 5. [ |
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Coroldrio 1.3 Seja T € Isom(R™). Entao T(0) = 0 se, e somente se,
(T(x),T(y) = xy),9%y € R".
Corolério 1.4 Isom(R") = T(R") x O(R").
Demonstragao: Pela Proposicao 1.6, basta demonstrar que
T(R") < Isom(R") e T(R") N O(R™) = {I}.
Dados S € O(R") e Ty € T(R"), obtemos que
SoTy0S57'(x) = S(Ti(S™'(x)))
= S(S7'(x) +t)

= x+5(t)
= Tg(t) (X),VX e R"™.
Logo,
SoTyoS™ =Tsy € T(R") e T(R") < Isom(R").

E facil verificar que

T(R") N O(R") = {I}.

Sejam V' um espaco vetorial com produto interno e S um subconjunto nao vazio de
V. O conjunto
St={uecV:(uv)=0VveSs},

¢ um subespago de V', chamado o complemento ortogonal de (S). Além disso, se W é um
subespaco de V invariante com relacao a T, entdo W+ é invariante com relacdo a T*.

Seja T € Isom(R™) tal que 7'(0) = 0. Dizemos que 7' é uma rotagio (ou preserva
orientagao) se det T =1 e inverte orientacao se detT = —1.

Sejam V' um espaco vetorial e U, W subespacos de V tais que
V=UaW.
Uma reflexao em U ao longo de W & um operador linear R : V' — V definida por
Ru+w)=u—w
paratodoueUew € V.
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Proposigao 1.7 Sejam V' um espago vetorial de dimengao finita sobre R e T € L(V, V).

Entao as a sequintes condigoes sao equivalentes:

1. T é uma reflexao;
2. V=%ker(T—1)®ker(T+ 1),
3. Existe uma base de V tal que T é representada pela matriz diagonal da forma

I 0
0 —I

4. T*=1.

Demonstragao: (1. = 2.) Suponhamos que T seja uma reflexdo. Entao existem U, W

subespacos de V' tais que

V=UaW

Assim, ¢ fécil verificar

U=ker(T'—1) e W =ker(T + I).

(2. = 3.) Seja n a dimensdo de V. Como ker (T"— I) é um subespago de V' temos que

ker (7" — I) contém uma base

{uy,...,u}
que é parte de uma base
B={uy,...,0,VEi1,...,Vpn}
de V. E facil verificar que
{Viit1s -, Vn}

¢ uma base de ker (T'+ 1). Portanto, a representacao matricial de T' com relagao a base
B tem forma desejada. (3. = 4.) é claro da representacdo matricial de 7.

Finalmente, (4. = 1.) Suponhamos que 72 = I, isto &,
(T-1)(T+1)=0
Entao é facil verificar que

Im(T+1)Cker(T'—1)eIm(T—1)Cker(T+1)
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Dado v € V, obtemos que

Logo,
V=ker(T'—1I)+ker(T+1).

Por outro lado, se

veker(T'—1I)Nker (T'+ 1),
entdo T'(v) =v e T(v) = —v, assim, v = —v, ou seja, v = 0. Assim,
ker (T'+ 1) Nker (T'— 1) = {0} .

Portanto, tomando

U=ker(T'—1) eV =ker(T'+1),

obtemos que T é uma reflexao de U ao longo de W'. |

Sejam V' um espacgo vetorial com produto interno e W subespaco de V. Dados u,v €
V', definimos u ~ v se, e somente se, v—u € W. E facil verificar que ~ é uma relacio

de equivaléncia em V' e que
WH+u={veV:iu~v}

sao as classes de equivaléncias de V. Sejam V' um espago vetorial de dimensao n e W

subespaco de V' de dimensao n — 1. Dizemos que H é um hiperplano em V se
H=W4+uVuelV,

isto é, H sao as classes de W. Em particular, se u = 0, entao H = W é um subespeco de
dimensao n — 1. Logo,

dim H+ = 1.
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Portanto, existe v € V', v # 0 tal que
H* = (v) e (v,h)=0,Vh € H.

Assim, multiplicando por um escalar, se necessério, podemos sempre assumir que v é um
vetor unitdrio.

Sejam H um hiperplano em R" tal que 0 € H e R : R" — R"” uma reflexao de H ao
longo de H+ = (u). Entao, pela Proposicao 1.7, R € O(R") e

R(x) =h — au,
onde x =h+au, h € H e a € R. Note que
R(H) = H e R(u) = —u.
Assim, R comporta-se como um espelho em relacao a H. Como

R(x) = x —2au,Vx € R" = H & (u),

temos que

R(x) = x — 222 z;u,Vx cR". (1.3)

Portanto, toda reflexdao R de O(R™) deixa algum hiperplano invariante, pois dado r € R",

r # 0, o conjunto H = (r)* ¢ um hiperplano de R".

Lema 1.4 Sejam u,v € R" com (u,u) = (v,v) # 0. Entao existe uma reflexio S €

O(R™) tal que S(u) =v ou S(u) = —v.

Demonstragao. Sejar = u+v. Entao temos duas possibilidades: Se r # 0, entao existe

uma reflexao S, em (r)! ao longo de (r). Logo, Sy(r) = —r. Como
(u—v,r)y=0

temos que u — v € (r)* e Sp(u—v) = u — v. Assim,
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Ser =0, entdo s = u — v # 0. Logo, existe uma reflexdo S5 em (s) ao longo de (s).
Logo, Ss(s) = —s. Como
(u+v,s) =0

temos que u + v € (s) e Sg(u+v) = u+v. Assim,
Ss(u) = Ss(s +v) =v.

Teorema 1.6 Toda aplicagio ortogonal S € O(R™), S # I, pode ser escrita como um

produto de reflexoes.

Demosntracgao. Para demonstrar o teorema usaremos indugao sobre n.

Se n =1, entdao S(z) = ax, com a € R* pois S ¢é linear. Como
laz| = |S(x)| = |=|

temos que a = —1. Logo, S? = I. Suponhamos que o resultado seja valido para todos os

subespagos com dimensao menor do que n e n > 1. Sejar € R”, r # 0. Entao

(S(r), 5(r)) = (r,r) # 0.

Assim, pelo Lema 1.4, existe uma reflexdao T € O(R") tal que T'(S(r)) = £r. Como (r)~*

¢é invariante sobre TS, pois
(TS(x),r) = (T'S(x), £TS(r)) = £(x,r) = 0,x € (r)",
temos que T'S € O({r)*). Logo, pela hipétese de indugao,

TS|yr = Sep -+

2" rys

onde r; € (r)t e S;, € O(({r)). Sendo S, (r) = r, obtemos que as reflexdes S;, sao

elementos de O(R™). Assim,
Sy + Oy, (r) =1 =£TS(r)
e temos duas possibilidades. Se

Spy o Sp(r) =1 =T8(r),



entao

Sry Sy, =15,

pois
Spy -+ Se (%) = TS(x),¥x € (r)*.

Portanto,

S =TS, S
Se

Spy -+ Sy (r) =1 ==T5(r),
entao
SpSyy -+ O, (r) = Sp(r) = —r = T'S(r).
Logo,
SySpy =Sy, =TS,
pois
SpSey + Sy (x) = Sp(TS| iy (x)) = TS(x),Vx € (r)".

Portanto,

S =T8,Se, + Se,.

1.4 Grupos de reflexao finito

Nesta secao apresentaremos alguns grupos de reflexces finitos, o leitor interessado em
mais detalhes pode consultar [7, 9]
Um grupo de reflexdo finito G é um grupo finito gerado por refexdes de O(R"). Seja

R, € O(R?) uma reflexao em H, = (r)* ao longo de (r), onde
H.={au:a€Re (r,u) =0}

é o hiperplano que faz um angulo de g com o eixo dos x. Entao, pela Proposicao 1.7, os

vetores
0 0 0 0

r = (cos 5 8en 5) eu = (—sen 5 €08 5)
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sao os autovetores de R, associados aos autovalores 1 e —1, respectivamente. Por definicao
B ={r,u}

¢ uma base ortonormal de R2. Portanto, R, é representado em relacao a base B pela

matriz

B =
0 —1

Proposigao 1.8 Sejam R, T € O(R?) tais que R? = T? = I. Entio Hy = (R, T) =
(RT) x (R). Em particular, se Hy é finito, Hy ~ Ds,, para algum n € N e donotamos
por H3.

Demonstracao: Sejam H = (RT) e K = (T') . Entdo devemos demostrar que H < Hj,
HNK ={I}, H=HK e R(RT) = (RT)"'R. Note que

R(RT)R™' = R(RT)R=TR=T"'R* = (RT) .

Logo, a ultima relagao estd satisfeita. De modo analogo, demonstra-se que T(RT)T~! =

(RT)™!. Assim, H < H,. Como Hy = (R, T) temos que todo elemento de H, ¢ da forma
R™T™ ... R™T™  para algum k € N e m;,n; € Z.
Agora, R= R™' e T = T~! implica que cada elemento de H, pode ser escrito na forma
R™T™ ... R™T™ para algum k € Ne 0 < m;,n; <1.
Logo, cada elemento de Hs pode ser escrito em uma das formas
(RT)™, (RT)™R,(TR)™, ou (TR)™T para algum m € Z,,
as quais, ainda, podem ser re-escritas sob as formas
(RT)™, (RT)™R, (RT)™™, ou (RT)~"*YR para algum m € Z,
Assim, Hy = HK. Agora, se R € H N K, entdo existe m € Z tal que R = (RT)™. Logo,

= (RT)™ = R(TR)"'T' =T = (TR)™"
= (TR)™ ' =T(RT)" 2R = R=(RT)"?,
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continuando assim, obtemos que R = I. Finalmente, se H, é finito, entao pelo Teorema

1.1 o elemento RT" tem ordem finita, digamos n € N. Portanto,
HY >~ Ds,.
[ |

Sejam T € O(R?) uma rotagao em torno da origem 0 € R? e {e;, e,} a base canonica

de R%. Entao, pelo Lema 1.2,
{T'(e1),T(e2)}
¢ uma base ortonormal de R%. Logo, escolhendo T'(e;) = (z,y), obtemos que T(e;) =
+(—y, ). Assim,
Pry=1=z[<lely <1
Como a fungao cos : R — [—1, 1] é sobrejetora temos que existe § = §(T) € R, 0 < 0 < 2,

tal que

cost) =x e senf =y.

Portanto, T' é representado em relacdo & base canonica de R? pela matriz

cosf) —senf
sen 0 cos f
pois det(T") = 1. Portanto, cada rotagao em torno da origem é uma rotagao anti-horaria

através de um angulo 6 = 0(T"). Vamos denotar por R o conjunto de todas as rotacdes de

O(R?).

Proposicao 1.9 Sejam G um subgrupo finito de O(R?). Entdo K = RN G ¢ ciclico e

serd denotado por Cs.

Demostragao. Se K # {I}, entdo existe T' € K, T # I, tal que § = 6(T), com
0 < 6 < 27, seja minimo.
Afirmagao: K = (T).

De fato, é claro que (T) C K. Por outro lado, seja S € K. Entéao existe m € Z tal que
ml(T) < 6(S) < (m+1)0(T).

Logo,
0<6(S)—ml(T) <o(T).
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Assim, pela minimalidade de 6(T"), obtemos que 6(S) = mf#(T"). Como

cosf(S) —send(S) | cosmb(T") —senmd(T)
send(S)  cosd(S) N | sen ml(T)  cosmd(T)

cosO(T) —send(T)
send(T)  cosO(T)

temos que S = T™, para algum m € Z. Portanto, K C (T'). [ |

Observagao 1.3 1. Se a ordem de Cs ¢ igual a m, para algum m € N, dentotamos

Cy por C3'. Neste caso,
2w

0 =0 (T)

m

2. Suponhamos que G # C3*. Entdo existe R € G tal que R?> = I. Entdo G = Hy* ~

Doy, pois se S € G e S? = I, entdo
det (RS) = (det R) (det S) = (—1) (1) = 1.
Logo, RS € C3* e (RS) C C3*. Como
[(RS)] = [C5"] = m
temos que (RS) = CI".

3. Portanto, pelas Proposicoes 1.8 e 1.9, todo grupo de reflexdo finito de O(R?) é ciclico

CY' ou diedral HY', para algum m € N.

J& vimos que podemos identificar o grupo de permutagao S, 1 com um subgrupo de
O(R"™1), pois toda matriz de permutagao ¢ um elemento de O(R™!). Pelo item 3 da

Proposicao 1.4, todo elemento de S,,;1 é um produto de transposicoes da forma
T=(kk+1),k=1,...,n.

Note que

T Py = Lip1 — B — Eryap + Ererr + Erag.

Seja Ry € O(R™™) a aplicagao associada a 7 € S,,.1. Entao

Ri(exr) = ept1, Ri(epy1) = ep e Ry(ej) = e,V ¢ {k, k+1}.
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Logo, R =1, k =1,...,n. Portanto, S, ¢ isomorfo a um subgrupo de reflexoes H de
O<Rn+1)_

E facil vreificar que

Ri(ers1 —ex) = —(exy1 —€x) e Ri(epy1 +€;) = (epq1 +€),k=1,...,n.

Seja
X={ei—ej:riz#jel<ij<n+1}

Entao W = (X) é um subespago de dimensao n em R""!. Portanto,
Ay ={T.:Th = Ry, |w e Ry € H}
¢ um subgrupo de O(R™™), pois
(Br lw) o (B lw) = (R o Bm) |w -
Proposigao 1.10 O grupo A, é isomorfo a S,.1 e |A,| = (n+ 1) [ |
Seja G = {1, —1} um grupo. Entao, pelo Teorema 1.5,
B, =M(G,F,)

¢ um subgrupo de O (R"). Logo, identificando G' com o subgrupo (R), onde R € O (R")
e R? = I, temos que

Pn: <R27R37"'7R7L>7

onde, para k=1,...,n — 1,
Riyi(ex) = exy1, Riyi(ert1) = e e Ryyi(ej) = e, V) & {k, k+1}.

Proposigao 1.11 O grupo B,, é isomorfo a um subgrupo de reflexées de O (R™) e |B,| =
2"n!. [ ]
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Capitulo 2

Sistema de Raizes

Neste Capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados bésicas sobre Sistemas

de Raizes e Grupo Coxeter, o leitor interessado em mais detalhes pode consultar [7, 9]

2.1 Regiao Fundamental

O objetivo desta se¢ao é descrever uma construcao que produz uma regiao fundamen-
tal para qualquer subgrupo finito do grupo das transfomacgoes invertiveis de um espago
vetorial de dimensao finita. Daremos algumas defini¢oes topolégicas necessédrias para os
capitulos posteriores. O leitor interessado em mais detalhes pode consultar [10]

Seja R™ um espacgo vetorial de dimensao n sobre R equipado com o produto interno

usual. Fixado xg € R™ e um nimero real € > 0, o conjunto
Se(x0) = {x € R" : d(x,%x¢) = ¢}

¢ chamado a esfera de raio € e centro x( € o conjunto
Be(xo) = {x € R" : d(x,%x0) < e}

é chamado a bola aberta de raio € e centro Xg.
Um subconjunto U de R™ é aberto se, e somente se, para cada x € U existir € > 0 tal
que

B.(x) C U.

Note que, a intersegao finita e a uniao de conjuntos abertos é aberto. Um subconjunto X
de R™ é fechado se, e somente se, o seu complementar U = R” — X é aberto. Assim, a

interseccao e a uniao finita de conjuntos fechados é fechado.
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Sejam W um subconjunto de R™ fixado e
F={YCR":WCY eY éaberto em R"}.

Entao o conjunto

Wm:LJY

YeF

é chamado o interior de W. Sejam X um subconjunto de R" fixado e
F={YCR":XCY eV éfechado em R"}.

Entao o conjunto

X=Vv

YeF'
é chamado o fecho de X. A fronteira de X em R™ é dada por

0X =X — X°.

Sejam X um subconjunto de R" fixado e Y C X. Entao Y é chamado aberto relativa-

mente a X se, e somente se, existir um aberto U de R" tal que
Y=XnU.

Uma cisao de um subconjunto X de R™ é uma decomposicao
X =AUB,

onde ANB = () e os conjuntos A e B sdo ambos abertos em X. Note que todo subconjunto
X de R™ admite pelo menos a cisdo trivial X = X U (.
Um subconjunto X de R™ é conero quando nao admite outra cisao além da trivial.
Seja x € R™ a componente conera de x é a uniao K, de todos os subconjuntos conexos
de R" que contém x. Note que existe pelo menos um subconjunto conexo de R" contendo
x, a saber: {x}. Logo Ky néo é vazia. Além disso, Ky é o maior subconjunto conexo de

R"™ que contém x e

R" = U K.

x€eR”

Lema 2.1 Sen > 2, entao R™ contém infinitos subespacos de dimensao n — 1.
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Demonstragao. Se n > 2, entao podemos escolher dois vetores linearmente indepen-

dentes vq, vy € R™. Assim, para cada a € R definimos o subespaco de R"
Vo, = (vi +ava)*t

de dimensao n — 1. Logo, se a # b, entao V, e V} sao subespaco distintos de dimensao

n—1. [ ]

Proposicao 2.1 R" nao pode ser escrito como uma unido de um nimero finito de sube-

S$pagos proprios.

Demonstragao. Se n = 1, entdao {0} é o dnico subespago préprio de R™. Suponhamos,
como hipétese de inducao, que o resultado seja vélida para todo os espacos de dimensao

n — 1. Suponhamos, por absurdo, que
R"=ViU---UV,,

onde cada V; ¢ um subespaco préprio de R" e W um subespaco qualquer de R™ de dimensao

n — 1. Entao

W = WnNnR"
m
= Wn(UWv)
i=1
= WnW)u---uWnv,).
Por hipétese de indugao, W = W NV, para algum i. Como dimW = n — 1 temos que
dimV; <n—1eW CV, implica que W = V,. Portanto, todo subespaco W de dimensao
n — 1 ocorre como um dos subespagos Vi, ..., V,,, o que é uma contradicao, pois R" tem,

pelo Lema 2.1, infinitos subespagos de dimensao n — 1. |

Coroldrio 2.1 Se X ¢é qualquer subconjunto finito de R™ e 0 ¢ X, entdao existe t € R™
tal que
(t,x) #0,Vx € X.
Demonstragao. Sejam
X ={xq,...,Xx}
eV;=(x;)*,i=1,..., k. Entdo V; é um subespago préprio de R" com dimensao n — 1.
Logo, pela Proposicao 2.1, existe
k
teR"— | JV;
i=1
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tal que
(t,x) #0,Vx € X.

Seja G um grupo finito de O(R™). Um subconjunto F' de R" é chamado uma regido
fundamental ou um dominio fundamental para G em R" se as seguintes condicoes sao

satisfeitas:

1. F é aberto,
2. Se [ #T € G, entao FNT(F) = 0;
3. R =J{T(F): T € G}.

Mais geralmente, se W é um subespago de R” invariante sob G, entao um subconjunto

F de W & uma regiao fundamental para G em W se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. F' ¢é aberto relativamente a W

2. Se [ #T € G, entao FNT(F) = 0

3. W=\{T(F):TeG}.

Como cada T' € G é uma transformacao linear temos que o conjunto
Vr={xeR": T(x) =x}

é um subespago de R™ e Vi = ker(T'—I). Se T # I, entao Vy é um subespago préprio de
R™. Logo, pela Proposi¢ao 2.1, temos que

R #| Ve : T #1€G}.

Assim, podemos escolher um ponto xo € R™ — Vr. Portanto, Gy, = {I} e pelo Corolério
1.1,
[0(x0)| =[G : Gx] = |G].

Se
G = {T07T17 s 7TM71}7
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com Ty = I e Tj(xq) = x;, entao
O (x0) = {x0,X1, ..., Xnr-1}
Se i # 0, entao o segmento de reta de extremos Xg e x; é
L; = [x0,%x;] = {x0 + A(x; —%0) : 0 < i <1}

1
Logo, x; — xg € um vetor paralelo a L;. Como o ponto médio é o vetor —=(xg + X;) temos
que

d(xo, %<x0 +x)) = dix;, %(XO b)) Vi= 0, M- 1.

1
Se HZ = <X0 — XZ‘>L s entao §(X0 + Xi) € HZ‘, pOiS

X, 2 _ X; 2
(500 + %), %0 = X)) = [l 2H I
_ ol P — [ Toxol P
2
_ ol P = Ixol P _
2

Portanto, H; é o “bissector perpendicular” de L;.
Seja x € R". Entao x L (x¢ — x;) se, e somente se, d(x,Xg) = d(x,%;). Assim, como
Tixg = x; temos que

H;, ={xeR":d(x,x0) = d(x,x;)}.

O conjunto

X, ={xeR":d(x,%x0) < d(x,x;)},1 <i<M—-1.

¢ chamado semi-espaco de R™ determinado por H; e pode ser pensado como o conjunto

de todos os pontos que estao no mesmo lado de H; como Xq.
Teorema 2.1 Com as notagdes acima, o conjunto
M-1
F=)X}
i=1
é uma regiao fundamental para G em R™.

Demonstragao. Como cada X? é aberto temos que F é aberto. Se T; # I, entao

T,(F) =T, (Aﬁl Xf)

j=1
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ou

TZ(F) = Tl({x : d(X7X0) < d(X’XJ')’l S] <M - 1}>
= {Ti(x) : d(Ti(x), Ti(x0)) < d(Ti(x), T;Tj(x0)), 1 < j < M — 1}
= {y:d(y,x;) < (dy,Ti(x0)),0 <k <M — 1,k # i}
pois
{I,T;:1<j<M-1}y =G —-{T;}.

Assim,

Ti(XJQ) ={x:d(x,x;) <d(x,x;)}

para todos i e j, com j #i. Se x € FNT;(F), entdo
d(x,%0) < d(x,%;) e d(x,x;) <d(x,%0),

o que é impossivel. Assim, F'NT;(F) = (, para todo T; # I. Finalmente, se x € R,
escolha um indice i para o qual d (x, x;) seja minima e, portanto, d (x,x;) < d (x,X;) para

todo j. Como

Ti(F)={x:d(x,x;) <d(x,x;)},0<j<M—-1.
temos que x € T;(F). Portanto,
R" = | {T;(F):0<i<M—1}
e F' é uma regiao fundamental para G' em R". [
Seja
Vo = W(G)
= {TeG:T(x)=xVxecR"}
= ﬂ{VT T e G}

Entao V4 ¢ um subespago de O(R") tal que T'(x) = x, para todo x € Vj e T' € G, isto é,
Ty, = I. Em particular,

T(Vy) = Vi,¥T € G.

Assim,

T(ViH) = V- VT € G.
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Como

R" — % D ‘/E)J_
temos que T'= I & T, para todo T' € G, onde T+ = T|V0J_. E facil verificar que o grupo
GH={T*:TeG} <O(y)

¢ isomorfo ao grupo O(R™) e Vo(G*) = {0}. Como todo elemento G* pode ser estendido
a um elemento de G, nao hd perda de generalidade em adimitir, no que segue, que

Vo(G) = {0}, isto &, G age efetivamente em R™,

x: G xR" — R" %(T,x) =T(x).

2.2 Sistema de Raizes

Sejam G um grupo de reflexao finito e r € R™. Considere S, € O(R") uma reflexao

no hiperplano H, = (r)* ao longo de (r). Entao, pela Equacao (1.3),

Sp(x) =x — Q%r,x e R".

Neste caso, dizemos que S, é uma reflexao de H, determinada por r. Serd escolhido,
para cada reflexao S (e, portanto, para cada hiperplano H) um tinico vetor normal r com
comprimento fixado. O vetor normal r e seu oposto —r sao chamados raizes de G. O

conjunto A de todas as raizes de G é chamado o sistema de raiz de G, isto é,
A={xreR": S, € G}.

Proposigao 2.2 Ser € R™ é uma raiz de G, entio T(r) é uma raiz de G, para todo

T € O(R™). Além disso, se T(r) = X, entdo
Sy, =TS, T~' € G,VT € O(R™). (2.1)
Demonstragao. Seja H, = (r)* o hiperplano em R". Entao
(r,h) =0,Vh € H,.

Logo,
(T'(r),T(h)) =0,vh € H,,
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isto &,
(I'(r),k) =0,vk € T(H,).
Assim, T'(H,) = (T'(r))* é um hiperplano em R", para todo T' € O(R").e T'(r) é uma raiz

de G. Finalmente, como R" = H, & (r) temos que

TS, T'(x) = TS(T'(x))

e

T
= X 2Ty
. <X,X0>X
B 2<X07X0> ‘

= Sy (x),¥x € R™.

Portanto,

Sy, =TS, T~' € G,VT € O(R").

Coroldrio 2.2 Seja A um sitema de raiz para G. Entao:

1. AN(r) ={r,—r}, para todo r € A;

2. 5:(A) = A, para todo r € A.
Exemplo 2.1 Pela Proposicao 1.8, obtemos que

Hg’ = <SI‘17SI‘2>
- {I7 Sr1Sr27 (Srlsr2)27 SI‘17 SI‘z? Sl‘l (Srlsr2)2}7

onde Sy, e Sy, sao reflexoes de Hy, e H,, determinadas pelas raizes

vi 1)

r1:<071) erQZ(Tu 2

Como Hj contém mais uma reflexdo
SI'S = Srl (Sr18r2)2 = SI‘2SI‘1‘S’r_21 = SSrZ(r1)7

determinada pela raiz



temos que

A = {&£ry, +ro, £r3}

é o sistema de raizes de H3.
Exemplo 2.2 Pela Proposi¢ao 1.11
B, = (S,S52,53,...,5),
onde, S =1 e, parak=1,....,n —1,
Skt+1(er) = eps1, Skr1(epy1) = er e Siti(ej) =e;,Vj & {k, k+1}.

Um vetor r € R™ é uma raiz para B, se, e somente se, S(r) = —r e Sky1(r) = —r,

k=1,....,n—1. Como
r:Zaciei
i=1

temos que

Sit1(r) = —r & xpp = —ap e x; =0,Vj ¢ {k, k+1}.

Assim,

é o sistema de raizes para B,.
Exemplo 2.3 Pela Proposi¢ao 1.10

A, =(T1,Ts,....,Th1),
onde Ty, = Sk|lw, W = (X) com

X={e,—e:i#jel<ij<n+1}

Sk(ek) = ek+lask(ek+1) =€ € Sk(ej> = ejvvj §é {k,k + 1};

com, k=1,...,n. FE fdacil verificar que

{e1 —eni1,.-.-, €, —€ni1}

¢ uma base de W. Logo,



Assim, de modo andlogo ao Exemplo 2.2,
A={£(e;—ej),1<j<i<n+1}
é o sistema de raizes para A,.
Lema 2.2 Sejam U e W subespacos de R™. Entao:
1. U+ =U;
2. (U+W)t=Urnw;
S (UNW)t=Ut+Ww+.

Demonstragao. Vamos demonstrar apenas o item 3. Como U NW C U, W temos que

UL, W C(UnNW)teUt+W+ C(UNW)L. Por outro lado,

dim(UNW)t = n—dim(UNW)
= n—dim(U) — dim(W) + dim(U + W)
= —n+dim(U + W) +dim(U") + dim(W+)
= —dim(U + W)* + dim(U") + dim(W™)
= —dim(U* N W) 4+ dim(U*) + dim(W)
= dim(U*-+WH).

Portanto, (UNW)+ =U+ + W+, [
Proposigao 2.3 Suponhamos que
G = {(Srs--,5),

onde
A= {r1>"'>rk}

¢ um sistema de raizes para G e Sy, sao reflexoes de H,, determinadas pelas raizes r;,
1=1,...,k. Entao G age efetivamente sobre R" se, e somente se, A contém uma base

para R™.
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Demonstragao. Seja

I
1D~
=

Como S;,(h) = h, para todo h € H,,, i = 1,...,k, temos que T(w) = w, para todo
weWeTeG,istoé, Ty = 1. Assim,

W C Vo (G).

Por outro lado, se x € Vo(G), entdo Sy, (x) =x,i=1,..., k,isto é,x € Hy,, i =1,... k.
Logo, xe W e
W=V (G).

Portanto, G age efetivamente sobre R" se, e somente se, W = {0} se, e somente se,

W+ =R". Pelo Lema 2.2,
k
=1

k

1
E H,
i=1

Logo, W+ = (A), pois Hﬁ; = (r;), 1 =1,... k. Portanto, G age efetivamente sobre R"

se, e somente se, R" = (A). [

J4& vimos que todo grupo de reflexao finito GG é gerado por reflexoes S, comr € A. Note
que nem todas as raizes r sao necessarias para gerar o grupo GG, pois r e —r determinam
a mesma reflexao. Isto nos conduz a uma particao do conjunto A em conjunto de raizes
“positivas” e “negativas.”

Como A ¢ finito e 0 ¢ A temos, pelo Coroldrio 2.1, que existe t € R” tal que (t,r) # 0,

para todo r € A. Entao os subconjuntos

Af ={reA:(t,r) >0}

Ay ={reA:(t,r) <0}

sao chamados sistema de raizes positivas e negativas, em relagao a t, respectivamente.
Note que,
re Af & -reA,
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pois (t,—r) = — (t,r). Logo,
' 1
A=AFJAr e A7) = A7) =514

Dizemos que o subconjunto minimal IT de A{" ¢ uma base-raiz ou uma t-base para A

se para cada r € AJ temos que
r= E a;Xry,

onde r; € Il e a; € R;. Neste caso, dizemos que os r; € II sao raizes simples e Sy, sao

reflexoes simples.
Exemplo 2.4 Sejam H3 o grupo diedral e
A = {&£ry, tro, £r3}
o sistema de raizes de H3 dado no Exemplo 2.1. Entdo tomando t = r3, obtemos que
Af ={ry,ro,r3} e Ay = {-11, —19, —13}.

Assim,

II = {I‘l,rg}

é uma t-base para A.
Exemplo 2.5 Sejam Ay o grupo de reflexao e
A= {:i:rl, :i:I'Q, :I:r3}

o sistema de raizes de Ay dado no Exemplo 2.3. Entdo tomando t = r3 = (—1,0,1) € R3,

obtemos que

A;:’_ = {r17r27r3} € At_ = {—rl,—rg,—rg}.

Assim,

II = {I‘l,rg}

¢ uma t-base para A. Note que Ay é isomorfo a Hj.

Proposigao 2.4 Sejamr;,r; €I, comi # j, ea;,a; € RY. Entdox = a;r;—a;r; ¢ AF

ex =a;r; —a;r; ¢ Ay .
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Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que x € Af. Entao existem b, € R, tais

que
X = iy — a4Y;
m
= g biry,
k=1
onde

I={ry,...,tn}

Assim, se a; < b;, entao

(bl — CL,‘) r;, + (b] + CLj) r; + Z bkrk = 0.
k+#i,5

Logo,

0 = <t,(bi—ai)ri+(bj+aj)rj+Zbkrk>

ki,

= (b —a;) (t,r:) + (b + ;) (t,1;) + > bilt, r)
ki,
> CLj<t,I'j> > 0,

o que é uma contradicao. Se a; > b;, entao
(ai — bl) r, — (bj + aj) r; + Z bk;I'k. (22)

ki, j

Assim, dividindo a Equacao (2.2) por a; — b;, obtemos que

_ (bt ay) b,
i = ((Zi — bl) T + k;” (ai - bz) e

e, assim, IT — {r;} C II seria uma t-base para A{, o que contradiz a minimalidade de II.

Portanto, x ¢ Af. De modo andlogo, demonstra-se que x ¢ A, , pois x € A & —x €

Af. n

Proposigao 2.5 Sejam ri,r; € Il , com i # j. Sejam S; e S; as reflexoes ao longo de

(r;) e (r;), respectivamente. Entdo Si(r;) € Af e (r;,r;) <O0.

Demonstragao. Pela Proposigao 2.2, temos que Si(r;) € A. Logo, Si(r;) € A{ ou
Si(rj) € Ag. Como
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temos, pela Proposicao 2.4, que

Assim,

<ri7 I']> S Oa

pois (r;,r;) > 0. Portanto, S;(r;) € A{. [ |

Observacao 2.1 Geometricamente <ri, rj> < 0 significa que o dngulo entre os vetores r;

er; é obtuso.
Proposicao 2.6 Suponhamos que existam X1,X,,...,X,, € R" tais que
(x;,x) > 0,1 <i<m,
para algum x € R™. Se <x,~,xj> <0, para i # j, entdo
{X1,X9, ..., X, }
¢ linearmente independente.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que

{X1,Xg, ., X, }
seja linearmente dependente. Entao existem cy, ..., ¢, escalares nao todos nulos tais que
m

Z CGX; = 0.

i=1
Re-enumerando, se necessério, podemos supor que

k

Zaixi = Zm: bz‘Xz‘

i=1 i=k+1

com todos a; > 0, b; > 0 e algum a; > 0. Entao

k k
= E a;X;, E CLij
i=1

j=1

k 2

E a;X;

=1

k m
_ <z 3 b>
=1

j=k+1

0<
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m
aibj <Xi7 Xj) S 0.
k+1

k
=1

Logo,
k
Z a;X; — 0.
i=1
Assim,
k
0 = <Z a;X;, X>
i=1
k
= ZCLZ' <XZ‘,X> > 0,
i=1
o que é uma contradi¢do, pois a; > 0 e (x;,x) > 0, para algum 1. [ |

Teorema 2.2 Sejam G um grupo de reflexdes finitas de O(R™) e
A={ry,...,ry}
um sistema de raizes para G. Se Il é uma t-base para A, entdo II é uma base para R™.

Demonstragao. Pela Proposicao 2.3, R" = (A). Como cada r € A é uma combinagao
linear das raizes em II, temos que R" = (II). Finalmente, pelas Proposi¢oes 2.5 e 2.6,

temos que II é linearmente independente. Portanto, II é uma base para R". |
Proposicao 2.7 Existe apenas uma t-base para A.

Demonstragao. Sejam
I ={ry,...,r,} e o ={sy,...,8,}

duas t-bases para A. Entao, pelo Teorema 2.2, I1; e I, sao bases para R". Logo, existem
unicos b;; € R, tais que

n
Sj :Zbijrial <j<n.

=1

De modo andlogo, existem unicos a;; € R, tais que

n
r; = Zaijsia I1<j<n
=1
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Logo,

n

I'j = E aijsi
i=1
n

. (alj ;bkk)

=1
k=1 \i=1
Assim,
= 1 sej=k
Z aijbk:i = /
i—1 0 se j#k.
Se A = (a;;) é a matriz de mudanga da base II; para a base II; e B = (b;;) é a matriz de

mudanca da base II; para a base II,, entao
AB=BA =1 (2.3)
Sejam
a; = (aila e 7ain) € bj = (blj, e 7bnj)

as linhas e as colunas de A e B, respectivamente. Entao, pela Equacgao 2.3,
<a1,bj> :O,] :2,...,n,

em R". Assim, existe no maximo um ¢ tal que b;; =0, j = 2,...,n, pois caso contrario,
b,, ..., b, seria linearmente dependentes, o que ¢ impossivel. Logo, a; tem no maximo
um a;; # 0, j = 1,2,...,n. De modo andlogo, demonstra-se que a; tem no maximo um
a;; 70,7 =1,2,...,n. Como A ¢ invertivel temos que existe exatamente um elemento

positivo em cada linha e coluna de A, Logo,
I; = 458, Qi € Rj_, 1 <1 <n,

ou seja, toda raiz de II; ¢ um multiplo positivo de uma raiz de Il;. Pelo item 1. do
Coroldrio 2.2, obtemos que a;; = 1, assim, A ¢ uma matriz de permutacao. Portanto,

IT; = Il,. |

Proposigao 2.8 Sejam
I={ry,...,r,}
a t-base para A e S; a reflexdo ao longo de (v;). Ser € Ay, comr # r;, entio S;(r) € A{,

isto é, S;(Il — {r;}) =11 — {r;}.
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Demonstragao. Se r € II, entao pela Proposigao 2.5 S;(r) € Af. Se r ¢ II, entao pelo

Teorema 2.2, IT é um base para R". Logo, existem tnicos a; € R, tais que

n
r = E a;r;
=1

e pelo menos dois a; sao estritamente positivos. Assim, podemos assumir que r; # ry e

a; > 0. Logo,

Sir) = > a;S(r))

j=1
. (rj,r;) )
= a;[r;, —2 i
> (=2
n n T
= air; + Zajr] -2 (Zaﬂ' <(r] - irz>
]:2 ]:1 9+

Como S;(r) € A temos que S;(r) € Af ou Si(r) € A;. Mas a; > 0 implica que todos os

coeficientes de S;(r) sao positivos, isto ¢, S;(r) € A{ . [ |

Coroldrio 2.3 Sejam A e A sistemas de raizes positivas para A, relativo a um vetor
t. Entao emiste S € G tal que
Ay = S(AY).

Demonstragao. Sabemos que
+ + 1
}Al‘:}A2‘:§|A|
Para demonstrar o coroldrio, vamos usar inducao sobre
k=|A n(=A7)|

Se k = 0, entdao A5 = A e nada h4 para ser demonstrado. Suponhamos que o resultado

seja vélido para k — 1 e k > 0. Seja II uma t-base para Af. Entao
INAY #1I,

pois A N (—=AJ) # (. Assim, podemos escolher r € II tal que r € —AJ. Logo, pela

Proposicao 2.8, obtemos que
1Se(AT) N (=Af)|=r—1.
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Logo, pela hipétese de inducao, existe T' € G tal que
Af =T(S:(AY)).
Portanto, existe S =TS, € G tal que

A7 = S(A)).

Seja
I=Ary,...,r,}
uma t-base para A e S; a reflexdo ao longo de (r;). Vamos denotar por Gy o grupo gerado

por Si,...,S,, isto é,

Gt - <Sl,...,Sn>.

Proposigao 2.9 Seja x € R™ um vetor fizado. Entao existe T € Gy tal que (T'(x),r;) >
0, para todo r; € 1.

Demonstragao. Seja
1
Xp — 5 Z r
rGAé'
Como G é um grupo finito temos que existe T' € G tal que (T'(x),x,) seja maximal. Seja

S; & reflexao ao longo de (r;), onde r; € Il C A{". Entao, pela Proposicio 2.8, temos, para

r #r;, que S;(r) € Af e

1 1
SZ‘(X0> = Sl §I'i+§
reAf
1 1
= 251<ri) + 5 Z Sz<1')
I'GA;;F
1 n 1
= ——-r;+ = r
2 2
rGA:r
1 1 1
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Assim, pela maximilidade de (T'(x),x,), obtemos que
(T'(x),%x0) =

(ST (

= (T(x),5:(x0))
(T'(x)
(T'(x)

e
v
%
(en)

|
=

Portanto,

(T'(x),r;) > 0,Vr; € IL.

Proposigao 2.10 Sejar € A{. Entio T(r) € 11, para algum T € G.

Demonstragao. Como II C Af temos que r € T our ¢ II. Se r € II, entdo existe
T =1¢€¢ Gy tal que T(r) =r € II. Se r ¢ II, entdao pelas Proposigoes 2.5 e 2.6 e pelo
Teorema 2.2, obtemos que

(r,r;) >0

para alguma raiz r;, € II, caso contrério, IT U {r} seria linearmente independente, o que
é impossivel pois II é uma base de R™. Seja
r,T,
<ri1 ) ri1>

Entao, pela Proposi¢ao 2.8, obtemos que a; € A e

i1

(a;,t) = (r— 2<<r“7,1:1>) i, t)

oty 25T

<ri17 ri1>

< (r,t)

Se a; € II, entao existe

T=25, €G,.
tal que T'(a;) € II. Se a; ¢ II, aplicando o processo acima para a;, obtemos r;, € Il e
ay = S;,(a1) = 5,9, (r) € Af
com (as, t) < (aj,t). Se ay € II, entao existe
T=25,5, €G;
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tal que T'(a) € II. Continuando o processo acima (em no méaximo |A:f } etapas) obtemos
a, clle
ap — Sllc (ak,l) = SZ s Sil (I')

com

(ag,t) < -+ < (ag,t) < (aj,t).

Portanto, existe

T=25,,-95, €G
tal que T'(ay) € II. [ |
Proposicao 2.11 G = G;.

Demonstracao. Como

G=(S,:TeA) e S,=S5,

basta demonstrar que se r € Af, entao S, € G;. Suponhamos que r € A;. Entao, pela

Proposicao 2.10, existe T' € G, tal que T'(r) € II. Escolhendo
T(r)=r;
obtemos pela Proposicao 2.2 que

S, =T7'8,T eG,

Proposigao 2.12 Sejam
I=A{ry,...,r,}

uma t-base para A er;,r; € II. Entao existe um inteiro p;j > 1 tal que
r;,r;
—< i) :—cos<1),
[l Pij

Demonstracao. Se ¢ = j, entao existe p;; = 1. Suponhamos que ¢ # j e W o subespaco

onde (Sy,Sy,)P = 1.

gerado por r; e r;. Entao W é um subespago de R" com dimW = 2. Sejam S; = S, e

Sj = S, as reflexdes ao longo de (r;) e (r;), respectivamente. Seja
H =59, <G.
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Como

Si’wL - Sijl - I

temos que

H~ Hy x {I},

onde H%' ¢ um grupo diedral em O (W). Seja
t =1t 4+ to,

comt; € Wetye W,

Afirmacgao: {r;,r;} é uma t,-base para H3" en IW.
De fato, se {r;,r;} nao for uma t;-base para H3" en W, entdo podemos escolher uma raiz
r de H" em W tal que {r, rj} seja uma t}-base para Hj", para algum t} € W, onde r,r;
e r; sao todos t}-positivo. Considerado como um espagco vetorial em R", r ¢ uma raiz de

H e, assim, de G. Logo, existem a;,a; € R tais que
r =aqr; — bjI'j,

o que é impossivel, pela Proposicao 2.4.

2 pois o cone

O menor dos dngulos entre os vetores duais de r; e r; em W deve ser -

gerado por eles é uma regiao fundamental para Hj'. Se 6 é o menor dos angulos entre r;

er;, entao 0 = m — ¢. Seja p;; = m. Entao

(s, rj>

cosf
[ ][]
= cos(m— )
= —cosy
)
= —cos|— ).
Dij
Finalmente, pelo item 2. da Observacao 1.3, obtemos que (S, Sy, )P = I. [ |

Observacgao 2.2 Pelas Proposicoes 2.11 e 2.12, obtemos que
G= <5 v €1 e §2 = 1,52 = 1,(S,,5,,)" = 1> .
Pela Observacao 2.2, todo elemento de S € GG pode ser escrito na forma
S=5, 5, nellli=1,... k.
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Definimos o comprimento de S € GG, denotado por [ (.S), como o menor inteiro positvo k,

para o qual uma expressao

S=5, -8

ry
exista. Convencionamos que [ (/) = 0. Note que [ (S) = 1 se, e somente se, T = S, para

algum r € A. E facil verificar que
1(S) = (S
det(S) = (=1)!®,
Assim, [ (ST) e 1 (S) +1(T) tém a mesma paridade, isto &,
LST) <I(S)+1(T) e l(S)+1(T)=1(ST) (mod?2).

Seja A um sistema de raizes para G. O nimero de raizes positivas enviadas em raizes

negativas por S € GG, denotado por n(S), é definido como
n(S) = |Ay nSTHAY)].
Note que n(S) = n(S™1), pois
AFNSTHAY) = STHS(AY) NAY)
— SANSA)
Teorema 2.3 (Iwahori) Sejam
I={ry,...,r,}

uma t-base para A e S; = Sy, as reflexdes ao longo de (r;), respectivamente. Se S € G,

Entao
n(SS,) = n(S)+1 se,S(r;) € Af
n(S)—1 se,S(r;) € Ag
e
n(5,5) = n(S)+1 se,S7(r;) € Af |

n(S)—1 se ,S7r;) € A,

Observagao 2.3 Pode ser demonstrado que n(S) = I(S), para todo S € G.

A presentacao de G obtido na Observacao 2.2, demonstra que G é determinado, a
menos de isomorfismo, pelos inteiros p;;, associados a r;,r; € II. Um maneira conveniente
para decodificar estas informacgoes em uma figura é a construgao de um gréfico I', o qual

é chamado um grdfo Cozeter de G.
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Capitulo 3

Cédigos de Grupo Otimos

Neste capitulo descreveremos como a cardinalidade M = |C| e a distancia minima
Euclidiana d,,;, de um “cédigo de grupo” de um grupo de reflexao finito pode ser calculada

facilmente. Estes resultados sao a chave para a construcao de codigos de grupo 6timos.

3.1 Introducao

Neste secao apresentaremos algumas defini¢oes e reultados bdsicos sobre cédigos de
grupo, o leitor interessado em mais detalhes pode consultar [1].

Um (M, n)-cddigo esférico é um subconjunto
S ={x1,Xa,..., X}
de vetores distintos de R"™ tais que:
1. S gera R" como um espago vetorial (n < M);
2. Todos os vetores de S tem a mesma norma, isto é, estao sobre uma esfera de raio 7.

Um (M, n)-cédigo de grupo C' €& um (M, n)-cédigo esférico tal que existe um subgrupo

finito G de O(n,R) (O(R™)) e um vetor unitdrio x € R™ tal que
Okx)={0x'":0eG}=C

ou, equivalentemente, C' é a 6rbita de x. Neste caso.

16l
[N

O(x)]
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O cdédigo de grupo C' ¢é dito gerado pelo wvetor inicial x e o grupo G. Além disso, a taxa

normalizada do cédigo de grupo C' é dada por
1
R = —logy, M
n

bits por dimensao.

Dado x € C, a regiao de decisao associada a x é dada por
Vix) = {zeR":flz—x| <|z—yl,Vy € C}
= {zeR":(z,x—y)>0,Vy € C}.

Note que, V(x) satisfaz as seguintes condigoes:
1. V(x)+V(x) C V(x);
2. R,V(x) € V(%)
3. V(x) =V(x).
Além disso, W = V(x) N (—=V(x)) ¢ o maior subespago de R" contido em V' (x).

Observacao 3.1 Uma das vantagens de usar um codigo de grupo é que todas as palavras
codigo tém a mesma probabilidade de erro e a mesma disposi¢ao de palavras cédigo vizin-

has.
Teorema 3.1 Seja C' um (M, n)-cdédigo de grupo em R™. Entdo:

1. Todas as regides fundamentais de C' sao congruentes, isto é, OV (x) = V(0x), para

todo O € G;
2. Todas as palavras codigo tém a mesma probabilidade de erro;
3. O grupo G ¢é isomorfo a um subgrupo transitivo do grupo das permutacoes em Sy;.

Demonstragao. 1. Seja C' = {xy,...,xy} um cédigo de grupo em R”. Sejam x; e x;

€ C com 7 # j. Por hipétese, existe O € G tal que Ox; = x;. Dado x € R;, temos que:

N(Ox-x;) = N(Ox-— Ox,)
= Nx-x)
< N(x—x)
= N(Ox — Oxy)
= N(Ox—x),



onde j # [ e x; = Oxy, Vx;, € C. Logo, Ox € R;. Portanto, F; = O(F;), onde O € G. 2.
Segue de 1. Finalmente, vamos demonstrar 3. Dados x; e x; € C. Entao existe O € G tal
que Ox; = x;, isto é, O corresponde a uma permutacdo o € Sy tal que o(i) = j. Logo,

G ¢ isomorfo a um subgrupo transitivo de Sy , pois
C={0x:0 e G},

para algum x € C. [ |

3.2 Determinacio do Vetor Inicial Otimo

Nesta secao apresentamos as condicoes para a determinacao do vetor inicial 6timo xq
para um cédigo de grupo, restrito aos grupos de Coxeter irredutiveis. Mostraremos que
as regioes de decisao sao unicamente determinadas pelo estabilizador G,, que assegura
a existencia de uma tnica solugao para o problema do vetor inicial. O Corolédrio do
Teorema 3.3 determina a distancia minima do cédigo C' em fungao do vetor inicial. O
leitor interessado em mais detalhes pode consultar [7, 9].

Seja G um grupo de reflexao finito com sistema de raizes fixado A. Em todo este
capitulo

Va = (A).
denota o subespaco de R" gerado por A, no qual G age efetivamente. Seja
I={ry,...,r,}

uma t-base fixada para G. Entao a cada hiperplano H,,, r; € II, estd associado dois

semi-espacos abertos
Hf ={xeVa:(x,r;) >0} e H, ={xeVa:(x,r;) <0}.
Entao, pelo Teorema 2.1, o conjunto

Fu = (H (3.1)
=1

= {xeVa:({x,r;) >0,i=1,...,n}
¢ uma regiao fundamental para G.
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Seja
{s1,...,8n}

a base dual para a base II, isto é,
<I’i, Sj) = 61]
Assim, uma caracterizacao alternativa para Fy; é dada por

F]‘[:{XEVAi)C:ZZEZ‘SZ‘ exiE]R+}, (32)

=1

pois se x € Fq, entdo (x,1;) >0,i=1,...,n. Como

{s1,...,8n}

¢ uma base para R" temos que existem tnicos z; € R tais que

n
X = E T;S;.
i=1

Logo,
n
(x,r;) = <insl-,rj>
i=1
= in<si,rj>
i=1
- S,
i=1

= 'rjﬂ
istoé, xr;, e Ry, 1=1,...,n.

Exemplo 3.1 E facil verificar que a base dual para a t-base IT = {r1,r2} dada no Exemplo

2.4 é formada pelos vetores

1 2
s = (%, 1) e sg= (%,0).

Logo,

X € Fnpe x=mx18 +138 e x1,72 € R,

15to €,
1
X = (—

2
T+ —=
VRV

X9, 1) € T1,Te € Ry.
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Portanto,

— 1 2
Fn= {<%xl + %%2,3’51) € R? : X1, € R+}

¢ uma regido fundamental para G = H3, a qual é caracterizado pela Equagdo (3.1) ou
(3.2). Além disso, pelo item 2. da defini¢ao de regido fundamental, o estabilizador de todo
x € Fr, é dado por

Gx={5€G:5(x)=x}={l},

Lema 3.1 Seja Il a t-base de G. Entdo para caday € R existem S € G e x € Fy tal

que x = S(y). Além disso,
X—y= Z a;ry,
i=1

onder; €Il ea; € R,.

Demonstragao. Dados x,y € R", vamos definir

n

ng@X—y:Zairia

i=1
onde r; € Il e a; € R,. Entao é facil verificar que < é uma relagao de ordem parcial em
R". Seja

Xy={zeR":y<zez=>_5(y), para algum S € G}.

Entdo Xy # 0, pois y € Xy. Assim, X, contém um elemento maximal, digamos x € Xy,
isto é, y <xex="T(y), para algum T € G. Se r; € II, entao

<X, I'l'>

Sy, (x) =x — 2(% )

ou seja, Sy, (x) € Xy, pois
Y X = 500+ 2 © 50,00 = (S.T)()

Logo, pela a maximalidade de x, obtemos que Sy, (x) < x. Assim,

r,= (x,r;) >0,i=1,...n.
Portanto, x € Fry. [ |
Teorema 3.2 Seja Il a t-base de G. Entao:

1. Sex,y € Fry e T(x) =y, para algum T € G, entio x =y e T é um produto de

reflexdes simples fixrando x. Em particular, se x € Fyy, entao Gx = {I};
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2. Sey € R", entao Gy € gerado por S, € Gy, comr € A;
3. Sejam W um subespaco qualquer de R™ e
H = {SeG:5x%) =x,VYxeW}
= m pr
i=1
onde {X1,...,Xm} € uma base de W. Entao H é gerado por S, € H, comr € A.

Demonstragao. Para demonstrar 1., usaremos indugao sobre
UT) =n(T) = |AfNTH(AY)] -

Se n(T) = 0, entao T' = I e nada hd para demonstrar. Se n (7") > 0, entao T'(r) € A,

para algum r € II, pois A NT"Y(A;) # 0. Pelo Teorema 2.3, obtemos que
n(TSy) =n(T)—1.
Além disso, como x,y € Fyy e com T (r) < 0, temos que
0> (y,T(r)) =(T"(y), T"'T(r)) = (x,r) > 0.
Assim, (x,r) =0 e Sp(x) = x. Portanto,
TS (x) =y.

Logo, pela hipétese de inducao, x =y e T'S; é um produto de reflexdes simples fixando
x, de modo que T' também é um produto de reflexoes simples fixando x.
2. Dado y € R", pelo o Lema 3.1, existe T € G tal que x = T (y) € Fp. Assim, pelo

item 1, Gy é gerado por S, € Gy, com r € A. E facil verificar que
T'GLT =G,y

Como o conjugado de reflexdes simples sao novamente reflexdes simples, com respeito as
raizes, temos que Gy € gerado por S, € Gy, comr € A.

Finalmente, para provar 3., usaremos inducao sobre m. Se m = 1, entao segue do item
2. Suponhamos que o resultado seja vilido para m — 1 e m > 1. Conhecemos que Gy, é

gerado por Sy € Gx,, comr € A} C Aer,—r € A;. Logo, pela Proposicao 2.8, obtemos
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que S(r) =r, para todo r € II; e S € Gy,. Assim, fazendo W= (A;) um subespaco de

R™, obtemos, pela hipétese de indugao, que

e H=H. [ ]

Seja x € Fp. Entao Gx é um grupo de reflexdes finita. Assim, existe um tnico, a
menos de isomorfismo, grafo de Coxeter I'p associado a Gy, o qual é um subgrafo do grifo

de Coxeter I' para G. Neste caso, o conjunto de vértices [1p de I'p é dado por
IIp ={rell: S (x) =x}

e serd chamado de raizes passivas ou, equivalentemente,
p={rell:(r,x) =0},

pois

x = Sp(x) :x—2<x’r>r:> (r,x)=0.

(r,r)

O subgrifo I'p decompde-se em componentes conexas [';, isto é,

Ip=T,UlU---UTY,.

Assim, GGy é isomorfo ao produto direto dos grupos de reflexoes finitas GG;, determinados
por I';. Em particular,

|Gx| = |G1] -+ |Gl (3-3)

Corolario 3.1 Seja
C={Tkx):TeqG}

um codigo de grupo. Suponhamos que o grifo de Cozeter I'p para Gy seja decomposto em

subgrafos de Coxeter I'; ,i=1,...,1, e seja G; associados aos I'; . Entao
o ool
Gx| |G|+ ]Gl
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Lema 3.2 Sejam II uma t-base para G e Sy, as reflexoes simples, comr; € II. Sejam x €

Fr ey €Va tal quey € T(Fn), para algum T € G. Suponhamos que r; € 11 satisfaca
(S, T)=1(T)— 1.
Entao S;,(x) = x ou Sy, (y) =y, ou caso contrdrio,
d(x,y) > d (%, 5,(y)).

Em particular,

d(x,y) > d(x,5,(y))-

Demostragao. Seja T' € GG. Entao

PxT(y) = |x=Ty)|*
= <X7X> + <T(Y)>T<Y)> —2 <X7T(Y)>

= (x,x)+(y,y) —2(x,T(y))

& (x,5:.(y) = lx—=Su)I
= <X’ X> + <SI‘L (Y>7 SI‘i (Y)> -2 <X7 Sl‘i (y)>
= (x,x) +(y,y) —2(x,5,(y)) -
Logo,
E(x,y) = & (x,5:(y)) = 2(x,5.,(y) —2(x,y)
= 2 <X7 Srz‘ (Y) - Y> :
Como

<Y> ri>
(ri, ;)

temos que Sy,(y) =y se (y,r;) = 0, acabou. Se (y,r;) # 0, entdo y nao pertence ao

7

hiperplano (r;)*. Sendo t € Fj;, obtemos que

T(t) € T(Fu).
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Assim, T'(t) e y estdo no mesmo lado do hiperplano (r;)*, pois (T'(Fp))° N (r;)* =0 e

T(Fr) é um conjunto convexo. Logo,

(y,r;) e (T(t),r;) = (T '(r,),t)
tém o mesmo sinal. Como
n(Sy,T)=n(T)—1

temos, pelo Teorema 2.3, que S;'(r;) € Ay. Assim, S, (y) —y = ar;, a € R%.. Portanto,
d*(x,y) — d* (x, S, (y)) = 2a (x,1;) .
Finalmente, como (x,r;) > 0 temos que S, (x) = x se (x,r;) =0 ou
d(x,y) > d(x,S,(y))-

se (x,r;) > 0. [

’ g

Exemplo 3.2 Pelo Exemplo 3.1, obtemos que

V3 1, —

X0=r3=(7,§)€Fr{7

pois basta tomar

ZL‘1:£L‘2:§.

Escolhendo T = Sy, S;, S, € G, obtemos y = —xo € Va tal quey € T(Fy), pois
T(XU) = SI‘2SI‘151‘2 (XU)
= SI'2SI'1 (rl)
= Srg(_r1> = —Xp-.
Como
2=1(5.,T)=1(T)—-1
temos, pelo Lema 3.2, que
d (X07 Y) > d (Xo, Sri (y))u

pois Sy, (X0) # X0 € Sy, (y) #y, i = 1,2. Portanto, y é o ponto com a maior distincia de

X0
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Seja
C = {T(Xo) T e G} == {X07X17 Ce 7)(]\4,1}

um cédigo de grupo. Pela item 3. da definicao de regiao fundamental podemos assumir,

sem perda de generalidade, que o ponto inicial x, € Fr. Assim,
Xg = Z T;S;, T; € R+, (34)
i=1

ou, equivalentemente, resolver as n equacgoes

0 ser;ellp
<X07ri> ==
x; se r; €ll —1I,

Pelo Teorema 3.1, para determinar a distdncia minima do cédigo C, é suficiente de-
terminar a distancia de uma vizinhanga do vetor inicial xy. A prova do préximo teorema
demonstra que a vizinhamca mais préxima é obtida pela aplicacao de uma reflexao sim-
ples no ponto inicial xy. Assim, a distancia minima é obtida aplicando reflexdes simples
no ponto inicial xo € Fr e escolhendo o mais préximo dos pontos resultantes, digamos

SI']' (XO) : LOgO,

dz(Xo,Srj(XO)) = d2(X0’X0_2<<}:::>>ri)

_ yxomy)?
P
ou ainda,
d(x0, Se, (x0)) = 20 (3.5)
5l
Teorema 3.3 Sejam
I={ry,...,r,}

a t-base para G e
Xg = insi S FH
i=1
Entao a distancia minima do cédigo C' = O(xg) é dada por

9
Ainin (C) Zmin{ﬁ:xi > 0,1 §i§n}
r;

Demonstracao. Seja T € G tal que
dmin<C) = d(Xo, T(Xo))
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Podemos assumir que 7' foi escolhido, de modo que

I(T) =min{I(S) : S € G}.
E claro que T # I, assim, existe r; € II tal que

(S, T)=1(T)—-1<1(T).

Assim, pela minimalidade de [(T"), obtemos que Sy,(Xo) # Xo € Sy, (T(x0)) # T(x0) e,
assim, pelo Lema 3.2,

d(x0, 5, (T'(x0))) < d (%0, T(X0)) = dumin(C)
Logo, x¢g = Sy, T(x¢) e T = S;,. Portanto, pela Equagao (3.5), obtemos que

2z .
dmin(c):min{ﬁil};>O,1§Z§n}

Observagao 3.2 A solu¢do para o problema do vetor inicial 6timo agora é imediata, pois

H,, ¢é o bissector perpendicular do segmento de reta

[X()? Sl‘i (XU)]7
15to €,
d(X07 Y) = d<ST'Z <X0)7 Y)7

ondey € H,,.
Coroldrio 3.2 Sejam I a t-base para G e
H:<Sr€GII‘€Hp>.

Entao o vetor inicial 6timo x¢ do cddigo de grupo C = O(xg), com Gy, = H e distdncia

minima d = duyin(C) é dado por

d |||
Xp = Z 5 S;.

r;€ll-Ilp
Demonstragao. Como

n
QIZ‘

d= d(Xo, Sri(X())) = I‘_H € X9 = insi

l =
temos que

d r;
=y

67



Observacao 3.3 A formula da distdncia minima quadrdtica para um vetor inicial X,

com ||xo|| =1, é dada por

4
> 2 Uil liesll) (sivsi)

ri€ll-Ilp r;€ll-Ilp

2
dmin

() =

Teorema 3.4 Sejam I1 uma t-base firada para G e xy € Fr o vetor inicial do cédigo de

grupo
C={S(xo): S € G}.

Entao a regiao de decisao para xo é dada por

onde

T(Fn)={y € Va: {T(y),r) > 0,Vr € 11} .
Demonstragao. Vamos provar primeiro que
FH Q V(Xo).

Dado y € Fy e suponhamos, por absurdo, que y € V(x1), com x; € C e X1 # Xo.
Escolhendo S € G tal que

[(S)=min{l(R): R € G} e x; = S5(xp).
E claro que T # I, assim, existe r; € II tal que
[(Sy,S)=1(S)—1<1(S).

Logo, pela minimalidade de S, obtemos que S, (y) # y e Sy, (x1) # x; e, assim, pelo
Lema 3.2,
d(x1, S, (y)) < d(x1,y),
o que é uma contradi¢io. Como V(xg) é um conjunto fechado temos que Fr; C V(xg).
Se y € V(x), entdo T(y) € V(T (x)), para todo T € G. Em particular, T(F) C
V(x¢), para todo T € Gx,.
Para provar a inclusao inversa ¢ suficiente mostrar que: dado y € V(x¢)? temos que

y € T(Fn), pois T(Fr) é fechado. Seja T' € G tal quey € T'(Fy;). Note, pelas observagoes
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acima, que podemos trocar y por algum vetor S(y), desde que S € Gy,. Isto significa

que podemos escolher T' tal que
[(S) =min{l(R) : R € G}
e, além disso, para todo r; € Ilp,
[(S:,T) > 1(T)

seja satisfeita.
Afirmagao: T = 1.

De fato, se T" # I, entao existe uma reflexao simples S, tal que
L(Sy,T)=1(T) — 1.
Logo, r; ¢ Ilp e S, (x0) # Xo €, assim, pelo Lema 3.2, obtemos que

d(y, S (%0)) = d (Sr:(x0),%0) < d(y,%0),

o que é uma contradigao, pois y € V(xg)°. [ |

Observacao 3.4 O Teorema 3.4 mostra que as regioes de decodificagcoes sao unicamente
determinadas pelo estabilizador Gy,. Esta propriedade assequra que existe uma tnica
solucao para o problema do vetor inicial, quando o estabilizador é firado. Em partic-
ular, quando Gy, = {I}, o Teorema 3.4 implica que a regido fundamental F' de um grupo

de reflexao finito é tinica, a menos de isometria.

Exemplo 3.3 Seja G o grupo das reflexoes do retangulo (nao quadrado) em R* com as
raizes simples

ry = (1,0) € Iy = (07 1)?
15to €,
G — <Sr1;Sr2>
= {I,Srl,srzasr1sl‘2}7

onde Sy, e Sy, sao reflexoes de Hy, e H., determinadas pelas raizes r1 e ro. Logo,

A = {£ry,+ro}
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¢ um sistema de raizes de G. Escolhendo t = (1,1) € R?, obtemos que
II={r,rs}
é uma t-base para G. Neste caso,
Fr={(r1,25) €Va:x1 >0 e 29 >0},

pois I1 é uma base autodual, e pela Equagdo (3.4) e normalizando, obtemos que

1 —
Xg = —(1,1) < FH,

V2

também, pelo item 2. da definicio de regidgo fundamental, o estabilizador de todo x € Fr,

¢ Gx = {I}. O cddigo de grupo de comprimento 2

1 1 1 1
C = 0(x0) = {—=(1,1), ==(—1,1), —=(—1, 1), —(1, —1
(x0) = {51 ). (-1, 1), T(-1,~1), 5= (1,-1)
com distancia minima (cf. Observagao 3.3)
4
d?nln(c) =
e sl + a1 s
4
2
= 2
e taza normalizada
1
R= §log24 =1

bits por dimensao. Além disso, a regiao de decisao é dada por

Vixg) = J T(Fn)
T€Gx,

= I
Note que, G é isomorfo a Zo X Zs .
Exemplo 3.4 Seja As dado no Exemplo 2.5 com
IT={ry,rs}
uma t-base para G e base dual

11
si=(-2.5.3) es=(—3.-3,2)



Neste caso,

Va = {xeR’:(x,(1,1,1)) =0}

= <I‘1,I’2,I‘3>.
Assim,
2
Fn = {XGVA:X:insi e xi€R+}
i=1
. - 2
= {( $13 x2,x1 3x2’x1—; x2> x>0 exgz()}.
Pela Equagao (3.4) e normalizando, obtemos que
1 —
Xo = —(—2, 1, 1) € FH

V6
e Gy, = {I, S, }, pois

(o, T3)

SI‘Z (XO) = XO - 2 <r27 r2>

ro

= Xp.

O codigo de grupo de comprimento 3

1 1 1
= {210, =1 -2.1), —=(1.1,-2)}

com minima distdncia (cf. Observagao 3.3)

C= O(Xo)

(@)

4
d?nin(c) = 2 2

e[| [[s1]]

4
=

= 3

e taxa normalizada
1
R= 3 log, 3

bits por dimensao. Além disso, a regiao de decisao é dada por

Vixo) = |J T(Fn)

TEGx,

= FpUS.,(Fn),

onde

_ 9y, — 9 _
Srz(FH):{< xl?) xz’mgxz’x13x2>:x1206x220}'

Observagao 3.5 O leitor interessado em algoritmos de decodifica¢des para 0s codigos de

grupos gerados por grupos de Cozeter irredutiveis pode consultar [12, 14].
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