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Resumo

Códigos de Grupo do tipo Slepian gerado por grupos de reflexões finitas são consider-

ados. Os resultados clássicos de códigos de grupos são uma generalização dos conhecidos

códigos de modulação de Slepian. Estes resultados mostram que o problema do vetor ini-

cial para estes códigos tem uma solução canônica que pode ser facilmente calculada. Isto

permite uma enumeração de todos os códigos neste sentido restrito e resolve o problema

do vetor inicial para todos os grupos de reflexão finita. São dados fórmulas para calcular

a cardinalidade e a mínima distância destes códigos.
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Abstract

Slepian-type group codes generated by finite Coxeter groups are considered. The re-

sulting class of group codes is a generalization of the well-known permutation modulation

codes these of Slepian. It shown that a restricted initial-point problem for these codes

has a canonical solution that can easily be computed. This allows one to enumerate all

optimal group codes in this restricted sense and essentially solves the initial-point problem

for all finite reflection groups. Formulas for the cardinality and the minimum distance of

such codes are give
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Notação
S|W - aplicação S restrita ao conjunto W

B (x0) - bola aberta de raio e centro x0

aH - classe lateral à esquerda

C - código

(M,n) - código de grupo em Rn

F - corpo

V −X - complementar

S⊥ - complemento ortogonal

L(V, V ) - conjunto de operadores lineares de V
N - conjunto dos números naturais

Z - conjunto dos números inteiros

R - conjunto dos números reais

C - conjunto dos números complexos

ΠP - conjunto de raízes passivas

GL(V ) - conjunto dos operadores lineares invertíveis L(V, V )
GLn(F ) - conjunto das matrizes invertíveis ordem n

Mn(F ) - conjunto das matrizes de ordem n

O(V ) - conjunto dos operadores ortogonais de GL(V )

O(n,R) - conjunto das matrizes ortogonais com entradas em R

VG - conjunto dos elementos do Rn que são fixados por G

V ⊥G - conjunto dos elementos ortogonais a VG

k - dimensão do código

d2 - distância quadrática

dmin - distância mínima

S (x0) - esfera de raio e centro x0

F I - espaço de seqüências

Gx - estabilizador de x

X - fecho de X

∂X - fronteira de X

M(H,G) - grupo das matrizes monomiais
G
H
- grupo quociente
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Sn - grupo de simetria

Hm
2 - grupo diedral de ordem 2m

[.] - índice

' - isomorfismo
X0 - interior de X

M−1 - matriz invertível

Mt - matriz transposta

DP - matriz monomial

k.k - norma
Pn - matríz de Permutação

ker - núcleo do homomorfismo

T - operador linear

O(x) - órbita do elemento

o(a) - ordem do elemento

|.| - ordem do grupo

Rn - produto cartesiano de R (n cópias)

h.i - produto interno
HoK - produto semi-direto de H por K

v - relação de equivalência
⊕ - soma direta
≤ - subgrupo
hai - subgrupo gerado pelo elemento a
E - subgrupo normal
tr - traço da matriz

∆ - sistema de raízes

R - taxa de informação do código
·∪ - união disjunta
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Introdução

O principal objetivo desta dissertação é a construção de códigos de grupos ótimos

gerado por grupos de reflexões finitas ou grupos de Coxeter irredutíveis. Esta construção

é baseada no problema do vetor inicial. Este problema é resolvido a partir da utilização

de um sistema de vetores com características próprias, chamado de sistema de raízes, o

qual é constituido de outros subconjuntos, entre eles, as raízes passivas que dará o passo

fundamental para a escolha do vetor inicial. Desta forma a distância mínima dmin(C) do

código pode ser calculada pela escolha deste vetor inicial.

O primeiro tratamento compreensível de grupo de reflexão finita foi dado por Cox-

eter em 1934, que classificou completamente todos grupos e deduziu várias de suas pro-

priedades usando principalmente métodos geométricos, por esta razão podemos chamar

grupo de reflexão finito de grupos de Coxeter. Outra abordagem de natureza mais al-

gébrica foi apresentada no relatório feito por P. Cartier no seminário de Chevalley. O

leitor interessado em mais detalhes pode consultar [2].

Código de grupos, que recentemente tem sido chamado de conjunto de sinais geomet-

ricamente uniforme, pode ser visto como uma combinação de codificação e modulação.

Os resultados clássicos de código de grupos são generalizações dos já bem conhecidos

códigos de modulação de permutação introduzidos por Slepian [14] há mais de 25 anos,

onde verificamos que o problema do vetor inicial restrito a grupos de Coxeter tem uma

solução que pode ser facilmente calculada.

Nesta dissertação apresentamos os conceitos básicos da extensiva teoria de grupos de

reflexão finita, dando ênfase ao conhecido grupo diedral, e aos grupos de reflexão An e

Bn que são ações do grupo de permutação nos vetores da base canônica do Rn, o leitor

interessado em mais grupos de reflexão pode consultar [7].

Esta dissertação tem como base o artigo de Mittelholzer e Lahtonen [12].

No capítulo 1, faremos uma abordagem sobre a teoria de grupos e alguns resultados
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básicos de álgebra linear e grupos de reflexões finitas.

No capítulo 2, começamos com a definição de região fundamental e apresentamos

sistema de raízes para grupos de reflexão finita.

No capítulo 3, apresentamos os conceitos básicos da teoria de códigos.de grupos, além

disso, com o objetivo de determinar de forma geral os procedimentos para a escolha do

vetor inicial ótimo, mostramos como determinar estabilizador Gy a partir de um vetor y

qualquer do Rn utilizando para isto as reflexões dos grupos de Coxeter irredutíveis. O

Teorema 3.3 determina a distância mínima para o código C = O(x0) e em seguida, o seu

corolário relaciona distância e vetor inicial ótimo; mostramos que as regiões de decodifi-

cação são unicamente determinadas pelo estabilizador Gx0. Esta propriedade assegura que

existe uma única solução para o problema do vetor inicial, quando o estabilizador é fixado,

o Teorema 3.4 mostra que a região de decisão F de um grupo de reflexão finita é única,

a menos de isometria, contudo, esta propriedade não é válida para grupos de isometria

arbitrária, o leitor interessado em um exemplo pode consultar [12]. Com o objetivo de

melhor entendimento da teoria, finalizamos este capítulo dando alguns exemplos para a

determinação do vetor inicial.
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Capítulo 1

Resultados Básicos

Neste capítulo apresentaremos algumas definições e resultados básicos da teoria de

grupos e que serão necessários para os capítulos subsequentes. O leitor interessado em

mais detalhes pode consultar [4, 6, 13].

1.1 Grupos

Um conjunto não vazio G munido com uma operação binária (a, b) 7−→ a ∗ b é um
grupo se as seguintes condições são satisfeitas:

1. A operação é associativa: a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c, ∀a, b, c ∈ G.

2. Existe um elemento neutro, isto é, ∃ e ∈ G tal que e ∗ a = a ∗ e = a, ∀a ∈ G.

3. Todo elemento possui um elemento inverso, isto é, ∀ a ∈ G, ∃ b ∈ G tal que

a ∗ b = b ∗ a = e.

O grupo é abeliano ou comutativo se também vale:

4. A operação é comutativa, isto é, a ∗ b = b ∗ a, ∀ a, b ∈ G.

Para simplificar a notação usaremos ab em vez de a ∗ b.
SejaG um grupo. Dizemos queG é finito se ele contém um número finito de elementos.

Caso contrário, ele é infinito. A ordem ou cardinalidade de G, denotada por |G|, é o
número de elementos de G.
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Exemplo 1.1 Seja Mn(R) o conjunto de todas as matrizes n× n sobre R. Então

GL(n,R) = {A ∈Mn(R) : det(A) 6= 0}

com a operação usual de multiplicação de matrizes é um grupo não abeliano, chamado

grupo linear geral. De fato, sejam A,B ∈ GL(n,R). Então, pelo Teorema de Binet,

det(AB) = det(A) det(B) 6= 0.

Logo, AB ∈ GL(n,R). Assim, o produto usual de matrizes é uma operação binária em
GL(n,R). É claro que esta operação binária é associativa e

I ∈Mn(R)

é o elemento identidade de GL(n,R). Finalmente, se

A ∈Mn(R)

é tal que D = det(A) 6= 0, então

A−1 =
1

D
adj(A)

é a inversa de A e

det(A−1) =
1

det(A)
6= 0.

Assim,

A−1 ∈ GL(n,R) e A−1A = AA−1 = I.

Se G e H são dois grupos, então o produto direto (externo) de G com H, denotado

por G×H, é o conjunto de todos os pares ordenados (g, h), onde g ∈ G e h ∈ H, com a

operação binária

(g, h) ∗ (g0, h0) = (gg0, hh0) .

É fácil mostrar que G×H é um grupo com elemento identidade (e, e) e o elemento inverso

de (g, h) é (g−1, h−1). Assim, G2 = G×G. Generalizando, temos

Gn = G×G× · · · ×G.

Um subconjunto não vazio H de um grupo G é um subgrupo de G, denotado por

H ≤ G, quando com a operação herdada de G, H é um grupo.

2



Proposição 1.1 Sejam G um grupo e H um subconjunto não vazio de G. Então H é

um subgrupo de G se, e somente se, as seguintes condições são satisfeitas:

1. Para todos h1, h2 ∈ H, tem-se h1h2 ∈ H.

2. Para todo h ∈ H, tem-se h−1 ∈ H. ¥

Sejam X um subconjunto não vazio de G e

F = {H : H ≤ G e X ⊆ H}.

Então

hXi =
\
H∈F

H

é o menor subgrupo de G contendo X e chamado o subgrupo gerado por X. Se X é um

conjunto finito, digamos

X = {x1, . . . , xn},

denotaremos hXi por
hXi = hx1, . . . , xni.

Proposição 1.2 Sejam G um grupo e X um subconjunto não vazio de G. Então

hXi =
(

nY
i=1

xi : n ∈ N e xi ∈ X ∪X−1, i = 1, . . . , n

)
,

onde X−1 = {x−1 : x ∈ X}. ¥

Seja G um grupo. Se existir a ∈ G tal que

G = hai = {an : n ∈ Z},

dizemos que G é um grupo cíclico.

Uma partição de um conjunto não vazio Ω é um conjunto

P (Ω) = {Γ : Γ ⊂ Ω,Γ 6= ∅}

tal que as seguintes condições são satisfeitas:

1. Γ1 ∩ Γ2 = ∅,∀Γ1,Γ2 ∈ P (Ω),Γ1 6= Γ2;

2. Ω =
S

Γ∈P (Ω)
Γ.

3



Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Dado a ∈ G, o conjunto

aH = {ah : ∀h ∈ H}

é chamado a classe lateral à esquerda deH emG determinada por a. De modo semelhante,

podemos definir a classe lateral à direita Ha de H em G. O conjunto de todas as classes

laterais à esquerda de H em G formam uma partição de G, que denotamos por G
H
.

Dados a, b ∈ G, dizemos que a é congruente a b módulo H se a−1b ∈ H, que denotamos

por a ≡ b (modH). É fácil verificar que ≡ é uma relação de equivalência em G e que a

classe de equivalência determinada por a é igual a classe lateral à esquerda aH. O elemento

a é chamado um representante da classe de equivalência. É também fácil verificar que

existe uma correspondência biunívoca entre o conjunto das classes laterais à esquerda

de H em G e o conjunto das classes laterais à direita de H em G. A cardinalidade do

conjunto das classes laterais à esquerda (ou à direita) de H em G é chamado o índice de

H em G, que denotamos por [G : H].

Teorema 1.1 (Lagrange) Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Então |G| =
|H|[G : H]. Em particular, se G é finito, então |H| | |G| e [G : H] | |G|. ¥

Um subgrupo H de um grupo G é chamado normal de G, em símbolos H E G, se

aha−1 ∈ H,∀a ∈ G,h ∈ H.

Neste caso, G
H
com a operação binária (aH)(bH) = abH é um grupo.

Sejam G e H dois grupos. Uma função ϕ de G em H é um homomorfismo de grupos

se

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b),

para todos a, b ∈ G. Neste caso, a imagem de ϕ é o conjunto

Imϕ = {h : h = ϕ(g) para algum g ∈ G}
= {ϕ(g) : g ∈ G} .

O núcleo de ϕ é o conjunto

kerϕ = {g ∈ G : ϕ(g) = e} .

É fácil verificar que Imϕ é um subgrupo de H e kerϕ é um subgrupo normal de G.

4



Um homomorfismo de grupos ϕ : G −→ H é um isomorfismo se ϕ é bijetora. Quando

existir um isomorfismo entre G e H dizemos que G e H são isomorfos e denotamos por

G ' H. Um endomorfismo de um grupo G é um homomorfismo ϕ : G −→ G. Denotamos

por

End (G) = {ϕ : G −→ G : ϕ é um homomorfismo}.

Um automorfismo de um grupo G é um isomorfismo ϕ : G −→ G. Denotamos por

Aut (G) = {ϕ : G −→ G : ϕ é um isomorfismo}.

Teorema 1.2 Sejam G, H dois grupos e ϕ : G −→ H um homomorfismo de grupos.

Então
G

kerϕ
' Imϕ.

¥

Seja Ω um conjunto finito e não vazio. Então o conjunto de todas as bijeções de Ω sobre

Ω, denotado por SΩ, com a operação de composição, é chamado o grupo de simetrias de Ω.

Qualquer subgrupo de SΩ é chamado de grupo de permutação. Quando Ω = {1, 2, . . . , n}
denotamos SΩ por Sn.

Uma permutação α ∈ Sn é chamada de r-ciclo se existirem elementos distintos

a1, . . . , ar ∈ {1, . . . , n}

tais que

α(a1) = a2, α (a2) = a3, . . . , α (ar−1) = αr, α(ar) = a1,

e

α (b) = b,∀b ∈ {1, . . . , n}− {a1, . . . , ar} ,

denotado por

α = (a1 · · · ar).

O número r é chamado o comprimento do ciclo. Os 2-ciclos são chamados de transposições.

Seja β ∈ Sn um s-ciclo, digamos

β = (b1 · · · bs).

Dizemos que α e β são disjuntas se

{a1, . . . , ar} ∩ {b1, . . . , bs} = ∅.

5



Proposição 1.3 Toda permutação σ ∈ Sn, σ 6= id, pode ser escrita de modo único, a

menos da ordem, como produto de ciclos disjuntos.

Demosntração. Para demonstrar a proposição usaremos indução sobre n.

(Existência) Se n = 1 nada há para ser provado. Suponhamos que o resultado seja

válida para todos os conjuntos com menos de n elementos e n > 1.

Como σ 6= id temos que existe

a1 ∈ {1, . . . , n}

tal que σ (a1) 6= a1. Definimos a2, a3, . . . por

σ (a1) = a2, σ (a2) = a3, . . . , σ (as−1) = as, . . . .

Sendo

σ (ai) ∈ {1, . . . , n}

temos que existe um menor inteiro m ≥ 2 tal que

σ (am) = ai

para algum i, com 1 ≤ i < m.

Afirmação: i = 1.

De fato, se i 6= 1, então
σ(am) = ai = σ (ai−1) .

Como σ é injetora temos que

am = ai−1,

o que é impossível.

Seja

S = {1, . . . , n}− {a1, . . . , am} .

Se S = ∅, então σ é um m-ciclo e acabou. Suponhamos que

S 6= ∅ e σ∗ = σ |S .

Então σ∗(a) = σ(a) ∈ S, para todo a ∈ S, σ∗ é uma permutação em um conjunto com

n−m elementos e n−m < n. Logo, pela hipótese de indução,

σ∗ = τ 1 · · · τ r−1,

6



onde τ 1, . . . , τ r−1 são ciclos disjuntos. Como σ = σ∗τ r, onde

τ r = (a1, . . . , am)

temos que σ é um produto de ciclos disjuntos.

(Unicidade) Suponhamos que

σ = τ 1 · · · τ r = γ1 · · · γs,

com s ≥ 2. Como
γ · · · γs (a1) = σ (a1) 6= a1

temos que existe um único γi tal que

γi (a1) = σ(a1),

pois os γj são disjuntos.

Afirmação: τ r = γi.

De fato, como σ (a1) = γi (a1) e os γj disjuntos temos que

γi (σ (a1)) 6= σ (a1) e γj (σ (a1)) = σ (a1) , j 6= i.

Portanto,

σ (σ (a1)) = γi (σ (a1)) ,

isto é, γi (a2) = a3. De modo análogo, obtemos que

γi (ak−1) = ak,∀k ≥ 2,

isto é, τ r = γi.

Re-enumerando, se necessário, podemos assumir que τ r = γs. Logo,

τ 1 · · · τ r−1 = γ1 · · · γs−1

Assim, pela hipótese indução, a seqüência τ 1, . . . , τ r−1 é no máximo uma re-ordenação da

seqüência γ1, . . . , γs−1. Portanto, r − 1 = s− 1, isto é, r = s e a decomposição σ é única

a menos da ordem ¥

Proposição 1.4 Seja Sn um grupo de permutação. Então:

7



1. Todo elemento de Sn é um produto de transposições, isto é, Sn = hT i, onde

T = {(ij) : 1 ≤ i < j ≤ n} .

2. Sn = hXi, onde

X = {(1k) : 1 < k ≤ n} = {(12) , (13) , . . . , (1n)}.

3. Sn = hY i, onde

Y = {(k − 1k) : 1 < k ≤ n} = {(12) , (23) , . . . , (n− 1n)}.

Demonstração. Para demostrar 1. basta notar que

id = (12) (12) ∈ hT i e (a1, . . . , ar) = (a1ar) (a1ar−1) · · · (a1a2) ∈ hT i ,

e usar a Proposição 1.3. Para demostrar 2., basta notar que

(ij) = (1i) (1j) (1i) , 1 ≤ i < j ≤ n,

e usar o item 1. Finalmente, para demostrar 3., basta notar que

(kk + 1) = (1k) (1k + 1) (1k)

e usar o item 2. ¥

1.2 Ações de Grupo

Sejam G um grupo e Ω um conjunto não vazio. Dizemos que G age sobre Ω se existir

uma aplicação

∗ : G× Ω −→ Ω,

com ∗(a, x) = ax, tal que as seguintes condições são satisfeitas:

1. a(bx) = (ab)x, para todos a, b ∈ G,x ∈ Ω;

2. ex = x, para todo x ∈ Ω.

A aplicação ∗ é chamado a ação de G sobre Ω e Ω é chamado um G-conjunto. Se

|Ω| = n, então n é chamado o grau do G-conjunto Ω.

8



Exemplo 1.2 Sejam G = Sn e Ω = {1, 2, . . . , , n}. Então Ω é um G-conjunto sob a ação

∗(σ, i) = σ(i), σ ∈ Sn, i ∈ Ω.

Observação 1.1 Existe uma correspodência biunívoca entre o conjunto de ações de G em

Ω e o conjunto de homomorfismo de G em SΩ. De fato, seja Ω um G-conjunto. Então

para cada a ∈ G fixado, a aplicação ϕa(x) = ax é uma permutação de Ω, pois

x = ex = (a−1a)x = a−1(ax) = ϕa−1(ax)

= ϕa−1(ϕa(x)) = ϕa−1 ◦ ϕa(x), ∀x ∈ Ω.

Logo, ϕa−1 ◦ϕa = id. De modo análogo, mostra-se que ϕa ◦ϕa−1 = id. Assim, a aplicação

ϕ : G −→ SΩ

dada por ϕ(a) = ϕa é um homomorfismo, pois

ϕab(x) = (ab)x = a(bx) = ϕa(bx) = ϕa(ϕb(x)) = ϕa ◦ ϕb(x), ∀x ∈ Ω.

Reciprocamente, suponhamos que ϕ : G −→ SΩ é um homomorfismo. Então é fácil

verificar que a aplicação

∗ : G× Ω −→ Ω,

definida por ∗(a, x) = ϕ(a)x é uma ação de G sobre Ω. Neste caso, dizemos que ϕ é uma

representação por permutação de G em SΩ.

Seja Ω um G-conjunto. Então

G0 = {a ∈ G : ax = x, ∀x ∈ Ω}

é um subgrupo normal de G. Dizemos que uma ação de G em Ω é fiel ou G age efetiva-

mente sobre Ω se ϕ : G −→ SΩ é um homomorfismo injetor ou, equivalentemente,

kerϕ = G0 = {e}⇔ ax = x,∀x ∈ Ω⇒ a = e.

Note que
G

G0

sempre age efetivamente sobre Ω.
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Seja Ω um G-conjunto não vazio. Então para cada x ∈ Ω o conjunto

Gx = {a ∈ G : ax = x}

é um subgrupo de G chamado o estabilizador ou subgrupo isotrópico de x. Note que

G0 =
\
x∈Ω

Gx.

O conjunto

O (x) = {ax : a ∈ G}

é chamado a órbita de x. Dados x, y ∈ Ω, definimos x ∼ y se, e somente se, existe a ∈ G

tal que y = ax. É fácil verificar que ∼ é uma relação de equivalência em Ω e que O (x)

são as classes de equivalências de Ω. Logo,

Ω =
·[

x∈Ω
O(x)

Dizemos que G age transitivamente sobre Ω ou Ω é um G-conjunto transitivo, se para

quaisquer x, y ∈ Ω, existir a ∈ G com ax = y ou, equivalentemente, Ω = O(x), ∀x ∈ Ω.

Dizemos que G age fortemente transitivo sobre Ω se dados x, y ∈ Ω, então existir um

único a ∈ G tal que y = ax. Neste caso, |G| = |Ω|.

Observação 1.2 G age transitivamente sobre cada órbita, pois se y, z ∈ O(x), então

existem a, b ∈ G tais que

y = ax e z = bx.

Logo, existe c = ba−1 ∈ G tal que z = cy.

Sejam Σ e Ω dois G-conjuntos. Um homomorfismo de G-conjuntos é uma função

ϕ : Σ→ Ω tal que

ϕ(ax) = aϕ(x),

para todo a ∈ G e x ∈ Σ. Um homomorfismo de G-conjuntos ϕ : Σ −→ Ω é um iso-

morfismo de G-conjuntos se ϕ é bijetora. Quando existir um isomorfismo de G-conjuntos

entre Σ e Ω, dizemos que Σ e Ω são isomorfos e denotamos por Σ ' Ω.

Proposição 1.5 Sejam Ω um G-conjunto transitivo. Então

Ω ' G

Gx
,∀x ∈ Ω.
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Demonstração. Para cada x ∈ Ω vamos definir

ϕ :
G

Gx
→ Ω

por ϕ(aGx) = ax, para todo a ∈ G. É fácil verificar que ϕ está bem definida e é injetora.

Agora, dado u ∈ G e aGx ∈ G
Gx
, obtemos que

ϕ(u(aGx)) = ϕ((ua)Gx) = (ua)x = u(ax) = ϕ(aGx),

isto é, ϕ é um homomorfismo de G-conjuntos. Finalmente, dado y ∈ Ω existe, por

hipótese, a ∈ G tal que y = ax = ϕ(aGx), isto é, ϕ é sobrejetora. Portanto,

Ω ' G

Gx
,∀x ∈ Ω.

¥

Corolário 1.1 Sejam Ω um G-conjunto e x ∈ Ω. Então

O(x) ' G

Gx
e |O(x)| = [G : Gx].

Em particular, se G é finito, então |O(x)| | |G|.

Demonstração. Basta observar que O(x) é um G-conjunto transitivo para cada x ∈ Ω.¥

Exemplo 1.3 Sejam G um grupo, H e K subgrupos finito de G. Então

|HK| = |H| |K|
|H ∩K| .

De fato, seja Ω = G
K
, então a aplicação

∗ : H ×Ω −→ Ω,

definida por ∗(a, gK) = agK é uma ação de H sobre Ω. Como

O(K) = {aK : a ∈ H} = HK

temos que

|HK| = |K| r,

onde r é o número de classes laterais aK em O(K). Por outro lado, pela Corolário 1.1,

|O(K)| = [H : HK ].
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e

HK = {a ∈ H : aK = K}
= {a ∈ H : a ∈ K} = H ∩K.

Logo,

r = [H : H ∩K] = |H|
|H ∩K| e |HK| = |H| |K|

|H ∩K| .

Teorema 1.3 Sejam G um grupo, H ≤ G e Λ = G
H
um G-conjunto. Seja πH a represen-

tação por permutação induzida por esta ação. Então:

1. G age transitivamente sobre Λ.

2. O estabilizador em G do ponto H ∈ Λ é o subgrupo H.

3. O núcleo da ação é dado por

kerπH =
\
b∈G

bHb−1

e ker πH é o maior subgrupo normal de G contido em H.

Demonstração.1. Para ver que G age transitivamente sobre Λ. Sejam aH, bH ∈ Λ e

c = ba−1 ∈ G. Então

caH = (ba−1)aH = bH.

2. O estabilizador do ponto H é

GH = {a ∈ G : aH = H} = H.

3. Por definição de πH temos que

kerπH = {a ∈ G : abH = bH,∀b ∈ G}
= {a ∈ G : b−1ab ∈ H, ∀b ∈ G}
= {a ∈ G : a ∈ bHb−1, ∀b ∈ G}
=

\
b∈G

bHb−1.

A segunda afirmação, segue do fato de que

kerπH C G e kerπH ≤ H.
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Finalmente, se N C G e N ⊂ H então

N = xNx−1 ≤ xHx−1, ∀x ∈ G.

Assim, N ≤ kerπH . ¥

Corolário 1.2 (Cayley) Todo grupo é isomorfo a um grupo de permutação. ¥

Sejam G um grupo, H e K dois subgrupos. Dizemos que G é um produto semidireto

de H por K, denotado por G = H oK, se as seguintes condições são satisfeitas:

1. G = HK;

2. H E G;

3. H ∩K = {e}.

Neste caso, K é um complemento de H e K ' G
H
, pois

K ' K

H ∩K ' HK

H
=

G

H
.

Teorema 1.4 Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. Então as seguintes

condições são equivalentes:

1. G é um produto semidireto de H por G
H
;

2. Existe um homomorfismo de grupos ϕ : G
H
−→ G, com

π ◦ ϕ = idG
H
,

onde π : G −→ G
H
é o homomorfismo canônico;

3. Existe um homomorfismo de grupos φ : G −→ G, com kerφ = H e φ(x) = x para

todo x ∈ Imφ.

Demonstração. (1. =⇒ 2.) Seja K um complemento de H em G, isto é, K ' G
H
. Então,

cada a ∈ G pode ser escrito de modo único na forma a = hk com h ∈ H e k ∈ K. Seja

ϕ :
G

H
−→ G
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definida por ϕ(Ha) = k. Então é fácil verificar que ϕ é um homomorfismo bem definido

com

π ◦ ϕ = idG
H
.

(2. =⇒ 3.) Vamos definir φ : G −→ G por φ = ϕ ◦ π. Se x ∈ Imφ, então existe a ∈ G

tal que x = φ(a). Logo,

φ(x) = φ(φ(a)) = ϕ ◦ (π ◦ ϕ)(π(a)) = ϕ ◦ π(a) = φ(a) = x,

isto é, φ(x) = x para todo x ∈ Imφ. Se a ∈ kerφ, então φ(a) = ϕ ◦π(a) = e. Logo, k = e

e a ∈ H, isto é, kerφ ⊆ H. Reciprocamente, se a ∈ H, então

φ(a) = ϕ ◦ π(a) = ϕ(Ha) = ϕ(H) = e,

e, assim, a ∈ kerφ.
(3. =⇒ 1.) Fazendo K = Imφ. Obtemos que G = HK, pois

a = ae = aφ(a)−1φ(a) = [aφ(a−1)]φ(a) ∈ HK,

para todo a ∈ G. Finalmente, se x ∈ H ∩K, então φ(x) = e e x = φ(x). Logo, x = e,

isto é,

H ∩K = {e}.

Como

K = Imφ ' G

H

temos que G é o produto semidireto de H por G
H
. ¥

Seja G o produto semidireto de H por K. Então, cada a ∈ G pode ser escrito de modo

único na forma:

a = hk, h ∈ H e k ∈ K.

Assim, dados a1, a2 ∈ G, digamos a1 = h1k1 e a2 = h2k2, com h1, h2 ∈ H e k1, k2 ∈ K,

obtemos que

a1a2 = (h1k1)(h2k2) = (h1k1h2k
−1
1 )(k1k2) = (h1h

k1
2 )(k1k2),

onde hk12 = k1h2k
−1
1 . Agora, seja K agindo em G por conjugação, isto é,

k · a = kak−1.

Então, para cada k ∈ K:
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1. σk : H −→ H, σk(h) = k · h é um automorfismo.

2. ϕ : K −→ Aut(H) ≤ SG definida por ϕ(k) = σk é um homomorfismo.

De fato 1.

σk ◦ σk−1(h) = σk(σk−1(h))

= σk(khk
−1)

= k(k−1hk)k−1 = h.

De modo análogo,

σk−1 ◦ σk(h) = h,∀h ∈ H.

Logo, σk−1 é a inversa de σk e σk é bijetora. Dados h1, h2 ∈ H,

σk(h1h2) = k(h1h2)k
−1

= (kh1k
−1)(kh2k−1)

= σk(h1)σk(h2).

Logo, σk ∈ Aut(H), ∀k ∈ K.

2. Basta demonstrar que σk1k2 = σk1 ◦ σk2, ∀k1, k2 ∈ K. De fato, dado h ∈ H,

σk1k2(h) = (k1k2)h(k1k2)
−1 = k1(k2hk

−1
2 )k

−1
1

= σk1(k2hk
−1
2 ) = σk1(σk2(h))

= σk1 ◦ σk2(h).

Assim, a multiplicação em G torna-se

a1a2 = (h1k1)(h2k2) = (h1ϕ(k2)h2)(k1k2).

Neste caso, G é o produto semidireto de H por K via ϕ, isto é, G = H oϕ K. Note que,

se ϕ 6= id, então G é não abeliano, pois existem h ∈ H e k ∈ K tais que

khk−1 = ϕ(k)h 6= h.

Exemplo 1.4 Sejam H um grupo abeliano qualquer e K = hki ' Z2m. Definimos o

homomorfismo ϕ : K −→ Aut(H) por ϕ(k)(h) = h−1. Então G = H oϕ K é um grupo

não abeliano. Note que

ϕ(k2)(h) = ϕ(k)(ϕ(k)(h)) = ϕ(k)(h−1) = h,
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isto é, k2hk−2 = h, para todo h ∈ H. Logo, k2 ∈ Z(G), onde

Z(G) = {g ∈ G : gh = hg, ∀h ∈ G}

é um subrgrupo normal de G chamado o centro de G. Agora, consideremos o seguinte

caso particulare: se

H = hhi ' Zn e K = hki ' Z2,

então G = HoϕK é um grupo não abeliano de ordem 2n isomorfo ao grupo diedral, que

denotamos por D2n :

D2n = hh, ki, e hn = k2 = e, hk = kh−1,

onde h é identificado com (h, e) e k é identificado com (e, k).

Sejam F um corpo e I = [e1 · · · en] a matriz n × n identidade sobre F , com vetores

colunas ei, i = 1, . . . , n. Uma matriz de permutação sobre F é uma matriz P obtida

permutando as colunas de I, isto é, existe σ ∈ Sn tal que

P = [eσ(1) · · · eσ(n)]

ou, equivalentemente, P é uma matriz na qual qualquer linha e coluna tem um único

elemento não nulo e todos os elementos não nulos são iguais a 1.

Afirmação: O conjunto Pn de todas as matrizes de permutação é um grupo.

De fato, dadosM,N ∈ Pn, digamos

M = (mij) eN = (nij) ,

Seja

MN = P = (pij) ,

onde

pij =
nX

k=1

miknkj.

Então para qualquer i existe um único k tal que

mik = 1

e existe um único j tal que

nkj = 1.
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Logo, fixado i, pij = 1 para um e somente um j. De modo análogo, fixado j, pij = 1 para

um e somente um i. Assim, pij = 1 se existir um único k tal que

mik = nkj = 1

e pij = 0, caso contrário. Portanto, P é uma matriz de permutação, isto é,

MN ∈ Pn.

Assim, temos a associatividade em Pn e I é elemento identidade de Pn. É fácil verificar

que

PPt = PtP = I.

Portanto, P−1 = Pt ∈ Pn.

Note que a aplicação f : Sn → Pn dada por

f(σ) = P = [eσ(1) · · · eσ(n)]

é um isomorfismo de grupos.

Seja G um grupo multiplicativo qualquer. Uma matriz monomial A sobre G é uma

matriz de permutação P cujas entradas não nulas são substituídas por elementos de G,

isto é, A = DP, onde

D = diag(a1, . . . , an),∀ai ∈ G,

é uma matriz diagonal de ordem n. Dizemos que P é o suporte de A. Logo, o conjunto

M(G,Pn) = {todas as matrizes monomiais A sobre G com suporte em Pn}

é claramente um grupo. Além disso,

Pn 'M({e}, Pn) ≤M(G,Pn) eM(G, {I}) ' Gn.

Teorema 1.5 Seja G um grupo multiplicativo qualquer e Pn o grupo de matrizes de per-

mutação. Então

M(G,Pn) =M(G, {I})oM({e}, Pn).

Demonstração. Por definição temos que

M(G,Pn) =M(G, {I})M({e}, Pn).
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Assim, basta mostrar que

M(G, {I}) EM(G,Pn) eM(G, {I}) ∩M({e}, Pn) = {eI}.

Dados A = DP ∈M(G,Pn) e D0 ∈M(G, {I}), temos que

AD0A−1 = D(PD0P−1)D−1

= DD00D−1 ∈M(G, {I}).

Finalmente, dado

A ∈M(G, {I}) ∩M({e}, Pn),

temos que A = DI e A = diag(e, . . . , e)P, isto é,

D = diag(a1, . . . , an) = diag(e, . . . , e).

Portanto, A = eI. ¥

Exemplo 1.5 Sejam G = {1,−1} um grupo multiplicativo e

P2 =


 1 0

0 1

 ,
 0 1

1 0


o grupo das matrizes de permutação. Então

M(G,P2) =



 1 0

0 1

 ,
 0 1

1 0

 ,
 −1 0

0 1

 ,
 1 0

0 −1

 , −1 0

0 −1

 ,
 0 −1
1 0

 ,
 0 1

−1 0

 ,
 0 −1
−1 0




é isomorfo ao grupo diedral D4.

1.3 Operadores Lineares

Nesta seção apresentaremos algumas definições e resultados básicos sobre Álgebra

Linear, que serão necessários para o entendimento dos capítulos subsequentes, o leitor

interessado em mais detalhes pode consultar [5].

Seja F um corpo. Um conjunto não vazio V equipado com duas operações (u,v) 7→
u+v e (α,u) 7→ αu, é um espaço vetorial sobre F se as seguintes condições são satisfeitas:
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1. (V,+) é um grupo comutativo;

2. α (βu) = (αβ)u, para todos α, β ∈ F e u ∈ V ;

2. (α+ β)u = αu+ βu, para todos α, β ∈ F e u ∈ V

3. α (u+ v) = αu+ αv, para todos u,v ∈ V e α ∈ F ;

4. 1u = u, para todo u ∈ V .

Um espaço vetorial V , salvo menção explicíta em contrário, significa um espaço vetorial

sobre R com dimensão dim(V ) = n. Um operador linear de V é uma aplicação T : V → V

tal que

T (αu+ v) = αT (u) + T (v),∀u,v ∈ V e α ∈ R.

Denotamos por L(V, V ) o conjunto de todos os operadores lineares de V . Neste caso,
L(V, V ) é um espaço vetorial com dim(L(V, V )) = n2. Denotamos por GL(V ) o conjunto

de todos elementos de invertíveis de L(V, V ).
Afirmação: GL(V ) é um grupo isomorfo ao grupo GL(n,R).

De fato, sejam T ∈ GL(V ) e
{u1, . . . ,un}

uma base fixada de V . Como T (uj) ∈ V , j = 1, . . . , n, temos que existem únicos aij ∈ R
tais que

T (uj) =
nX
i=1

aijui, j = 1, . . . , n.

Fazendo A = (aij), obtemos para cada T ∈ GL(V ) uma única matriz A. Assim, a
aplicação

ϕ : GL(V )→ GL(n,R)

definida por ϕ(T ) = A é um isomorfismo.

Um escalar λ ∈ R é um autovalor de T ∈ L(V, V ), se existir u ∈ V , u 6= 0 tal que

T (u) = λu.

O vetor u é chamado o autovetor de T associado ao autovalor λ.

Lema 1.1 Autovetores associados a autovalores distintos são sempre linearmente inde-

pendentes. ¥
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SejamW um subespaço de V e T ∈ L(V, V ). Dizemos que W é invariante em relação

a T se T (W ) ⊆W , isto é,

T (w) ∈W,∀w ∈W.

Seja V um espaço vetorial de dimensão n sobre R equipado com o produto interno

usual. A norma quadrática ou peso Euclidiano N(x) = ||x||2 de um vetor x ∈ V é a soma

dos quadrados de suas componentes, isto é,

N(x) = hx,xi = x · xt

A distância Euclidiana quadrática entre dois vetores x,y ∈ V é a norma quadrática de

sua diferença, isto é,

d2 (x,y) = N(x− y) .

Seja

B = {x1, . . . ,xn}

uma base para Rn. Dizemos que a base

{y1, . . . ,yn}

para Rn é uma base dual de B se
hxi,yji = δij,

pois existe um único funcional fx(y) = hx,yi associado com x ∈ Rn e, assim, podemos

identificar o espaço dual (Rn)∗ com Rn.

Uma isometria ou um movimento rígido em Rn é uma aplicação T : Rn −→ Rn que

preserva distância, isto é,

kT (x)− T (y)k = kx− yk ,∀x,y ∈ Rn.

Denotamos por Isom(Rn) o conjunto de todas as isometrias de Rn.

Afirmação: Isom(Rn) é um grupo.

De fato, sejam S, T ∈ Isom(Rn). Então

kS ◦ T (x)− S ◦ T (y)k = kS(T (x))− S(T (y))k
= kT (x)− T (y)k
= kx− yk , ∀x,y ∈ Rn.
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Logo, S ◦T ∈ Isom(Rn). Assim, a composição usual de aplicações é uma operação binária

em Isom(Rn). É claro que esta operação binária é associativa e

I ∈ F(Rn,Rn)

é o elemento identidade de Isom(Rn). Sejam x,y ∈ Rn e T ∈ Isom(Rn). Se T (x) = T (y),

então

0 = kT (x)− T (y)k = kx− yk⇒ x = y.

Logo, T é injetor. Para provar que todo elemento T ∈ Isom(Rn) é sobrejetor vamos

primeiro apresentar algumas definições:

Sejam x,y ∈ Rn. O segmento de reta de extremos x e y é o conjunto

[x,y] = {(1− t)x+ ty : 0 ≤ t ≤ 1} .

Um subconjunto não vazio S de Rn é chamado convexo se

[x,y] ⊆ S,∀x,y ∈ S.

Dados x,y, z ∈ Rn tais que

kx− zk = kx− yk+ ky− zk .

Então

kT (x)− T (z)k = kT (x)− T (y)k+ kT (y)− T (z)k ,

isto é, T (S) é convexo, para todo subconjunto convexo S de Rn. Seja

{x1, . . . ,xn}

uma base qualquer de Rn. Então

S0 ⊂ S1 ⊂ · · · ⊂ Sn,

onde

S0 = {0}, Si = hx1, . . . ,xii, i = 1, . . . , n− 1 e Sn = Rn.

Logo,

T (S0) ⊂ T (S1) ⊂ · · · ⊂ T (Sn) e dimT (Si+1) > dimT (Si), i = 0, . . . , n− 1,

pois os Si são convexos. Assim, dimT (Sn) ≥ n. Portanto, T (Sn) = Rn, isto é, T é

sobrejetora.
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Exemplo 1.6 Se t ∈ Rn, então a aplicação Tt : Rn −→ Rn, definida por

Tt(x) = x+ t, ∀x ∈ Rn,

é um movimento rígido, chamado a translação à direita por t. É claro que Tt(0) = t,

de modo que Tt não é um operador linear se t 6= 0. Se denotamos por T (Rn) o conjunto

de todas as translações à direita, então T (Rn) é um subgrupo de Isom(Rn) isomorfo ao

grupo aditivo (Rn,+), Tt ↔ t.

Uma operador linear S : Rn −→ Rn é ortogonal se

kSxk = kxk ,∀x ∈ Rn.

Note que todo operador ortogonal é um movimento rígido. Se denotamos por O(Rn) o

conjunto de todos os operadores ortogonais, então O(Rn) é um subgrupo de Isom(Rn).

Lema 1.2 Sejam S : Rn −→ Rn um operador linear e

{e1, . . . , en}

a base canônica de Rn. Então S ∈ O(Rn) se, e somente se,

{Se1, . . . , Sen}

é uma base ortonormal de Rn.

Demonstração: Suponhamos que S seja ortogonal. Se

x =
nX
i=1

xiei e y =
nX
i=1

yiei,

então

kx+ yk2 − kxk2 − kyk2 = 2 hx,yi = 2
nX
i=1

xiyi.

Em particular,

kS(x) + S(y)k2 − kS(x)k2 − kS(y)k2 = 2 hS(x), S(y)i .

Como

kx+ yk2 = kS(x+ y)k2 = kS(x)+S(y)k2
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temos que

hS(x),S(y)i = hx,yi ,∀x,y ∈ Rn.

Em particular,

δij = hei, eji = hS(ei), S(ej)i .

Assim,

{Se1, . . . , Sen}

é uma base ortonormal. Reciprocamente, se

x =
nX
i=1

xiei e y =
nX
i=1

yiei,

então

kS(x)− S(y)k2 = kS(x− y)k2

=

°°°°°
nX
i=1

(xi − yi)S(ei)

°°°°°
2

=
nX
i=1

(xi − yi)
2

= kx− yk2 .

Portanto, S é ortogonal. ¥

Lema 1.3 Todo movimento rígido que fixa a origem é um operador linear.

Demonstração. Seja T um movimento rígido tal que T (0) = 0. Suponhamos que

T (ei) = ei, i = 1, . . . , n.

Então

kT (x)k = kT (x)− T (0)k = kx− 0k = kxk , ∀x ∈ Rn.

Denotando T (x) por (y1, . . . , yn), obtemos que

y21 + · · ·+ y2n = x21 + · · ·+ x2n. (1.1)

Por outro lado,

kT (x)− e1k = kT (x)− T (e1)k = kx− e1k .

Logo,

(y1 − 1)2 + y22 + · · ·+ y2n = (x1 − 1)2 + x22 + · · ·+ x2n. (1.2)
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Assim, subtraindo a equação (1.1) de (1.2) e desenvolvendo, obtemos que

2y1 − 1 = 2x1 − 1 e y1 = x1.

De modo análogo, obtemos que yi = xi, para todo i = 2, . . . , n. Portanto, T (x)= x, isto

é, T é a aplicação identidade.

Suponhamos, agora, que T (ei) = ui, i = 1, . . . , n e que S : Rn −→ Rn seja um

operador linear tal que

S(ei) = ui, i = 1, . . . , n,

onde

{u1, . . . ,un}

é uma base ortonormal de Rn. É claro que S é invertível e S−1 ◦ T ∈ Isom(Rn). Como

S−1 ◦ T (0) = 0 e S−1 ◦ T (ei) = ei, i = 1, . . . , n

temos que T = S. ¥

Proposição 1.6 Todo elemento f ∈ Isom(Rn) pode se escrito de modo único como

f = T ◦ S,

onde T ∈ T (Rn) e S ∈ O(Rn).

Demonstração: Dado f ∈ Isom(Rn), sejam t = f(0) e S = f − t. Então é fácil verificar
que S ∈ Isom(Rn) e S(0) = 0. Logo, pelo Lema 1.3, S ∈ O(Rn). Portanto,

f = T ◦ S,

onde T (x) = x+ t, para todo x ∈ Rn. Agora, seja

f = T1 ◦ S1

outra decomposição. Então

T ◦ S = T1 ◦ S1.

Logo,

S ◦ S−11 = T−1 ◦ (T ◦ S) ◦ S−11
= T−1 ◦ (T1 ◦ S1) ◦ S−11
= T−1 ◦ T1.

Assim, T−1 ◦ T1(0) = 0 e t1 − t = 0, isto é, T = T1. Portanto, S = S1. ¥
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Corolário 1.3 Seja T ∈ Isom(Rn). Então T (0) = 0 se, e somente se,

hT (x),T (y)i = hx,yi ,∀x,y ∈ Rn.

Corolário 1.4 Isom(Rn) = T (Rn)oO(Rn).

Demonstração: Pela Proposição 1.6, basta demonstrar que

T (Rn) E Isom(Rn) e T (Rn) ∩O(Rn) = {I}.

Dados S ∈ O(Rn) e Tt ∈ T (Rn), obtemos que

S ◦ Tt ◦ S−1(x) = S(Tt(S
−1(x)))

= S(S−1(x) + t)

= x+ S(t)

= TS(t)(x),∀x ∈ Rn.

Logo,

S ◦ Tt ◦ S−1 = TS(t) ∈ T (Rn) e T (Rn) E Isom(Rn).

É fácil verificar que

T (Rn) ∩O(Rn) = {I}.

Sejam V um espaço vetorial com produto interno e S um subconjunto não vazio de

V . O conjunto

S⊥ = {u ∈ V : hu,vi = 0, ∀v ∈ S},

é um subespaço de V , chamado o complemento ortogonal de hSi. Além disso, se W é um

subespaço de V invariante com relação a T , então W⊥ é invariante com relação a T t.

Seja T ∈ Isom(Rn) tal que T (0) = 0. Dizemos que T é uma rotação (ou preserva

orientação) se detT = 1 e inverte orientação se detT = −1.
Sejam V um espaço vetorial e U , W subespaços de V tais que

V = U ⊕W.

Uma reflexão em U ao longo de W é um operador linear R : V −→ V definida por

R (u+w) = u−w

para todo u ∈ U e w ∈W .
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Proposição 1.7 Sejam V um espaço vetorial de dimenção finita sobre R e T ∈ L(V, V ).
Então as a seguintes condições são equivalentes:

1. T é uma reflexão;

2. V = ker (T − I)⊕ ker(T + I);

3. Existe uma base de V tal que T é representada pela matriz diagonal da forma I 0

0 −I

 ;
4. T 2 = I.

Demonstração: (1. ⇒ 2.) Suponhamos que T seja uma reflexão. Então existem U , W

subespaços de V tais que

V = U ⊕W.

Assim, é fácil verificar

U = ker (T − I) eW = ker(T + I).

(2. ⇒ 3.) Seja n a dimensão de V . Como ker (T − I) é um subespaço de V temos que

ker (T − I) contém uma base

{u1, . . . ,uk}

que é parte de uma base

B = {u1, . . . ,uk,vk+1, . . . ,vn}

de V . É fácil verificar que

{vk+1, . . . ,vn}

é uma base de ker (T + 1). Portanto, a representação matricial de T com relação à base

B tem forma desejada. (3.⇒ 4.) é claro da representação matricial de T.

Finalmente, (4.⇒ 1.) Suponhamos que T 2 = I, isto é,

(T − I)(T + I) = 0

Então é fácil verificar que

Im (T + I) ⊆ ker (T − I) e Im (T − I) ⊆ ker (T + I)
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Dado v ∈ V , obtemos que

v = 1 · v
= (

1

2
+
1

2
)v

=
1

2
v +

1

2
v

=
1

2
v +

1

2
T (v)+

1

2
v− 1

2
T (v)

=
1

2
(v + T (v))+

1

2
(v− T (v)) .

Logo,

V = ker (T − I) + ker (T + I) .

Por outro lado, se

v ∈ ker (T − I) ∩ ker (T + I) ,

então T (v) = v e T (v) = −v, assim, v = −v, ou seja, v = 0. Assim,

ker (T + 1) ∩ ker (T − 1) = {0} .

Portanto, tomando

U = ker (T − I) e V = ker (T + I) ,

obtemos que T é uma reflexão de U ao longo de W . ¥

Sejam V um espaço vetorial com produto interno e W subespaço de V . Dados u,v ∈
V , definimos u ∼ v se, e somente se, v − u ∈ W . É fácil verificar que ∼ é uma relação
de equivalência em V e que

W + u = {v ∈ V : u ∼ v}

são as classes de equivalências de V . Sejam V um espaço vetorial de dimensão n e W

subespaço de V de dimensão n− 1. Dizemos que H é um hiperplano em V se

H =W + u,∀u ∈ V,

isto é, H são as classes de W . Em particular, se u = 0, então H =W é um subespeço de

dimensão n− 1. Logo,
dimH⊥ = 1.
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Portanto, existe v ∈ V , v 6= 0 tal que

H⊥ = hvi e hv,hi = 0, ∀h ∈ H.

Assim, multiplicando por um escalar, se necessário, podemos sempre assumir que v é um

vetor unitário.

Sejam H um hiperplano em Rn tal que 0 ∈ H e R : Rn −→ Rn uma reflexão de H ao

longo de H⊥ = hui. Então, pela Proposição 1.7, R ∈ O(Rn) e

R(x) = h− au,

onde x = h+ au, h ∈ H e a ∈ R. Note que

R(H) = H e R(u) = −u.

Assim, R comporta-se como um espelho em relação a H. Como

R(x) = x− 2au,∀x ∈ Rn = H ⊕ hui,

e

hx,ui = hh+ au,ui = a hu,ui⇒ a =
hx,ui
hu,ui

temos que

R(x) = x− 2hx,uihu,uiu,∀x ∈ R
n. (1.3)

Portanto, toda reflexão R de O(Rn) deixa algum hiperplano invariante, pois dado r ∈ Rn,

r 6= 0, o conjunto H = hri⊥ é um hiperplano de Rn.

Lema 1.4 Sejam u,v ∈ Rn com hu,ui = hv,vi 6= 0. Então existe uma reflexão S ∈
O(Rn) tal que S(u) = v ou S(u) = −v.

Demonstração. Seja r = u+v. Então temos duas possibilidades: Se r 6= 0, então existe
uma reflexão Sr em hri⊥ ao longo de hri. Logo, Sr(r) = −r. Como

hu− v, ri = 0

temos que u− v ∈ hri⊥ e Sr(u− v) = u− v. Assim,

Sr(u) = Sr(r− v) = −v.
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Se r = 0, então s = u − v 6= 0. Logo, existe uma reflexão Ss em hsi⊥ ao longo de hsi.
Logo, Ss(s) = −s. Como

hu+ v, si = 0

temos que u+ v ∈ hsi⊥ e Ss(u+ v) = u+ v. Assim,

Ss(u) = Ss(s+ v) = v.

¥

Teorema 1.6 Toda aplicação ortogonal S ∈ O(Rn), S 6= I, pode ser escrita como um

produto de reflexões.

Demosntração. Para demonstrar o teorema usaremos indução sobre n.

Se n = 1, então S(x) = ax, com a ∈ R∗, pois S é linear. Como

|ax| = |S(x)| = |x|

temos que a = −1. Logo, S2 = I. Suponhamos que o resultado seja válido para todos os

subespaços com dimensão menor do que n e n > 1. Seja r ∈ Rn, r 6= 0. Então

hS(r), S(r)i = hr, ri 6= 0.

Assim, pelo Lema 1.4, existe uma reflexão T ∈ O(Rn) tal que T (S(r)) = ±r. Como hri⊥
é invariante sobre TS, pois

hTS(x), ri = hTS(x),±TS(r)i = ±hx, ri = 0,x ∈ hri⊥,

temos que TS ∈ O(hri⊥). Logo, pela hipótese de indução,

TS|hri⊥ = Sr2 · · ·Srk ,

onde ri ∈ hri⊥ e Sri ∈ O(hri⊥). Sendo Sri(r) = r, obtemos que as reflexões Sri são

elementos de O(Rn). Assim,

Sr2 · · ·Srk(r) = r = ±TS(r)

e temos duas possibilidades. Se

Sr2 · · ·Srk(r) = r = TS(r),
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então

Sr2 · · ·Srk = TS,

pois

Sr2 · · ·Srk(x) = TS(x),∀x ∈ hri⊥.

Portanto,

S = TSr2 · · ·Srk .

Se

Sr2 · · ·Srk(r) = r = −TS(r),

então

SrSr2 · · ·Srk(r) = Sr(r) = −r = TS(r).

Logo,

SrSr2 · · ·Srk = TS,

pois

SrSr2 · · ·Srk(x) = Sr(TS|hri⊥(x)) = TS(x), ∀x ∈ hri⊥.

Portanto,

S = TSrSr2 · · ·Srk .

¥

1.4 Grupos de reflexão finito

Nesta seção apresentaremos alguns grupos de reflexões finitos, o leitor interessado em

mais detalhes pode consultar [7, 9]

Um grupo de reflexão finito G é um grupo finito gerado por refexões de O(Rn). Seja

Rr ∈ O(R2) uma reflexão em Hr = hri⊥ ao longo de hri, onde

Hr = {au : a ∈ R e hr,ui = 0}

é o hiperplano que faz um ângulo de θ
2
com o eixo dos x. Então, pela Proposição 1.7, os

vetores

r = (cos
θ

2
, sen

θ

2
) e u = (− sen θ

2
, cos

θ

2
)
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são os autovetores de Rr associados aos autovalores 1 e−1, respectivamente. Por definição

B = {r,u}

é uma base ortonormal de R2. Portanto, Rr é representado em relação à base B pela
matriz

B =

 1 0

0 −1

 .
Proposição 1.8 Sejam R, T ∈ O(R2) tais que R2 = T 2 = I. Então H2 = hR,T i =
hRT i o hRi. Em particular, se H2 é finito, H2 ' D2n, para algum n ∈ N e donotamos
por Hn

2 .

Demonstração: Sejam H = hRT i e K = hT i . Então devemos demostrar que H E H2,

H ∩K = {I}, H2 = HK e R(RT ) = (RT )−1R. Note que

R(RT )R−1 = R(RT )R = TR = T−1R−1 = (RT )−1.

Logo, a última relação está satisfeita. De modo analogo, demonstra-se que T (RT )T−1 =

(RT )−1. Assim, H E H2. Como H2 = hR,T i temos que todo elemento de H2 é da forma

Rm1Tn1 · · ·RmkTnk , para algum k ∈ N e mi, ni ∈ Z.

Agora, R = R−1 e T = T−1 implica que cada elemento de H2 pode ser escrito na forma

Rm1Tn1 · · ·RmkTnk , para algum k ∈ N e 0 ≤ mi, ni ≤ 1.

Logo, cada elemento de H2 pode ser escrito em uma das formas

(RT )m, (RT )mR, (TR)m, ou (TR)mT para algumm ∈ Z+,

as quais, ainda, podem ser re-escritas sob as formas

(RT )m, (RT )mR, (RT )−m, ou (RT )−(m+1)R para algumm ∈ Z+,

Assim, H2 = HK. Agora, se R ∈ H ∩K, então existe m ∈ Z tal que R = (RT )m. Logo,

R = (RT )m = R(TR)m−1T ⇒ T = (TR)m−1

T = (TR)m−1 = T (RT )m−2R⇒ R = (RT )m−2,
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continuando assim, obtemos que R = I. Finalmente, se H2 é finito, então pelo Teorema

1.1 o elemento RT tem ordem finita, digamos n ∈ N. Portanto,

Hn
2 ' D2n.

¥

Sejam T ∈ O(R2) uma rotação em torno da origem 0 ∈ R2 e {e1, e2} a base canônica
de R2. Então, pelo Lema 1.2,

{T (e1), T (e2)}

é uma base ortonormal de R2. Logo, escolhendo T (e1) = (x, y), obtemos que T (e2) =

±(−y, x). Assim,
x2 + y2 = 1⇒ |x| ≤ 1 e |y| ≤ 1.

Como a função cos : R→ [−1, 1] é sobrejetora temos que existe θ = θ(T ) ∈ R, 0 ≤ θ < 2π,

tal que

cos θ = x e sen θ = y.

Portanto, T é representado em relação à base canônica de R2 pela matriz

Aθ =

 cos θ − sen θ
sen θ cos θ

 ,
pois det(T ) = 1. Portanto, cada rotação em torno da origem é uma rotação anti-horária

através de um ângulo θ = θ(T ). Vamos denotar por Ř o conjunto de todas as rotações de

O(R2).

Proposição 1.9 Sejam G um subgrupo finito de O(R2). Então K = Ř ∩ G é cíclico e

será denotado por C2.

Demostração. Se K 6= {I}, então existe T ∈ K, T 6= I, tal que θ = θ(T ), com

0 ≤ θ < 2π, seja mínimo.

Afirmação: K = hT i.
De fato, é claro que hT i ⊆ K. Por outro lado, seja S ∈ K. Então existe m ∈ Z tal que

mθ(T ) ≤ θ(S) < (m+ 1)θ(T ).

Logo,

0 ≤ θ(S)−mθ(T ) < θ(T ).

32



Assim, pela minimalidade de θ(T ), obtemos que θ(S) = mθ(T ). Como cos θ(S) − sen θ(S)
sen θ(S) cos θ(S)

 =

 cosmθ(T ) − senmθ(T )

senmθ(T ) cosmθ(T )


=

 cos θ(T ) − sen θ(T )
sen θ(T ) cos θ(T )

m

temos que S = Tm, para algum m ∈ Z. Portanto, K ⊆ hT i. ¥

Observação 1.3 1. Se a ordem de C2 é igual a m, para algum m ∈ N, dentotamos
C2 por Cm

2 . Neste caso,

θ = θ (T ) =
2π

m
.

2. Suponhamos que G 6= Cm
2 . Então existe R ∈ G tal que R2 = I. Então G = Hm

2 '
D2m, pois se S ∈ G e S2 = I, então

det (RS) = (detR) (detS) = (−1) (−1) = 1.

Logo, RS ∈ Cm
2 e hRSi ⊆ Cm

2 . Como

|hRSi| = |Cm
2 | = m

temos que hRSi = Cm
2 .

3. Portanto, pelas Proposições 1.8 e 1.9, todo grupo de reflexão finito de O(R2) é cíclico

Cm
2 ou diedral Hm

2 , para algum m ∈ N.

Já vimos que podemos identificar o grupo de permutação Sn+1 com um subgrupo de

O(Rn+1), pois toda matriz de permutação é um elemento de O(Rn+1). Pelo item 3 da

Proposição 1.4, todo elemento de Sn+1 é um produto de transposições da forma

τ = (kk + 1), k = 1, . . . , n.

Note que

τ ↔ Pkk+1 = In+1 −Ekk −Ek+1k+1 +Ekk+1 +Ek+1k.

Seja Rk ∈ O(Rn+1) a aplicação associada a τ ∈ Sn+1. Então

Rk(ek) = ek+1, Rk(ek+1) = ek e Rk(ej) = ej,∀j /∈ {k, k + 1}.
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Logo, R2k = I, k = 1, . . . , n. Portanto, Sn+1 é isomorfo a um subgrupo de reflexões H de

O(Rn+1).

É fácil vreificar que

Rk(ek+1 − ek) = −(ek+1 − ek) e Rk(ek+1 + ek) = (ek+1 + ek), k = 1, . . . , n.

Seja

X = {ei − ej : i 6= j e 1 ≤ i, j ≤ n+ 1}.

Então W = hXi é um subespaço de dimensão n em Rn+1. Portanto,

An = {Tk : Tk = Rk |W e Rk ∈ H}

é um subgrupo de O(Rn+1), pois

(Rk |W ) ◦ (Rm |W ) = (Rk ◦Rm) |W .

Proposição 1.10 O grupo An é isomorfo a Sn+1 e |An| = (n+ 1)!. ¥

Seja G = {1,−1} um grupo. Então, pelo Teorema 1.5,

Bn =M(G,Pn)

é um subgrupo de O (Rn) . Logo, identificando G com o subgrupo hRi, onde R ∈ O (Rn)

e R2 = I, temos que

Pn = hR2, R3, . . . , Rni,

onde, para k = 1, . . . , n− 1,

Rk+1(ek) = ek+1, Rk+1(ek+1) = ek e Rk+1(ej) = ej, ∀j /∈ {k, k + 1}.

Proposição 1.11 O grupo Bn é isomorfo a um subgrupo de reflexões de O (Rn) e |Bn| =
2nn!. ¥
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Capítulo 2

Sistema de Raízes

Neste Capítulo apresentaremos algumas definições e resultados básicas sobre Sistemas

de Raízes e Grupo Coxeter, o leitor interessado em mais detalhes pode consultar [7, 9]

2.1 Região Fundamental

O objetivo desta seção é descrever uma construção que produz uma região fundamen-

tal para qualquer subgrupo finito do grupo das transfomações invertíveis de um espaço

vetorial de dimensão finita. Daremos algumas definições topológicas necessárias para os

capítulos posteriores. O leitor interessado em mais detalhes pode consultar [10]

Seja Rn um espaço vetorial de dimensão n sobre R equipado com o produto interno

usual. Fixado x0 ∈ Rn e um número real ε > 0, o conjunto

S (x0) = {x ∈ Rn : d(x,x0) = ε}

é chamado a esfera de raio ε e centro x0 e o conjunto

B (x0) = {x ∈ Rn : d(x,x0) < ε}

é chamado a bola aberta de raio ε e centro x0.

Um subconjunto U de Rn é aberto se, e somente se, para cada x ∈ U existir ε > 0 tal

que

B (x) ⊆ U.

Note que, a interseção finita e a união de conjuntos abertos é aberto. Um subconjunto X

de Rn é fechado se, e somente se, o seu complementar U = Rn −X é aberto. Assim, a

intersecção e a união finita de conjuntos fechados é fechado.
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Sejam W um subconjunto de Rn fixado e

F = {Y ⊆ Rn :W ⊆ Y e Y é aberto em Rn}.

Então o conjunto

W 0 =
[
Y ∈F

Y

é chamado o interior de W . Sejam X um subconjunto de Rn fixado e

F 0 = {Y ⊆ Rn : X ⊆ Y e Y é fechado em Rn}.

Então o conjunto

X =
\
Y ∈F 0

Y

é chamado o fecho de X. A fronteira de X em Rn é dada por

∂X = X −X0.

Sejam X um subconjunto de Rn fixado e Y ⊆ X. Então Y é chamado aberto relativa-

mente a X se, e somente se, existir um aberto U de Rn tal que

Y = X ∩ U.

Uma cisão de um subconjunto X de Rn é uma decomposição

X = A ∪B,

onde A∩B = ∅ e os conjuntos A e B são ambos abertos emX. Note que todo subconjunto

X de Rn admite pelo menos a cisão trivial X = X ∪ ∅.
Um subconjunto X de Rn é conexo quando não admite outra cisão além da trivial.

Seja x ∈ Rn a componente conexa de x é a união Kx de todos os subconjuntos conexos

de Rn que contém x. Note que existe pelo menos um subconjunto conexo de Rn contendo

x, a saber: {x}. Logo Kx não é vazia. Além disso, Kx é o maior subconjunto conexo de

Rn que contém x e

Rn =
·[

x∈Rn
Kx.

Lema 2.1 Se n ≥ 2, então Rn contém infinitos subespaços de dimensão n− 1.
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Demonstração. Se n ≥ 2, então podemos escolher dois vetores linearmente indepen-
dentes v1,v2 ∈ Rn. Assim, para cada a ∈ R definimos o subespaço de Rn

Va = hv1 + av2i⊥

de dimensão n − 1. Logo, se a 6= b, então Va e Vb são subespaço distintos de dimensão

n− 1. ¥

Proposição 2.1 Rn não pode ser escrito como uma união de um número finito de sube-

spaços próprios.

Demonstração. Se n = 1, então {0} é o único subespaço próprio de Rn. Suponhamos,

como hipótese de indução, que o resultado seja válida para todo os espaços de dimensão

n− 1. Suponhamos, por absurdo, que

Rn = V1 ∪ · · · ∪ Vm,

onde cada Vi é um subespaço próprio deRn eW um subespaço qualquer deRn de dimensão

n− 1. Então

W = W ∩Rn

= W ∩ (
mS
i=1

Vi)

= (W ∩ V1) ∪ · · · ∪ (W ∩ Vm).

Por hipótese de indução, W = W ∩ Vi para algum i. Como dimW = n − 1 temos que
dimVi ≤ n− 1 e W ⊆ Vi implica que W = Vi. Portanto, todo subespaço W de dimensão

n− 1 ocorre como um dos subespaços V1, . . . , Vm, o que é uma contradição, pois Rn tem,

pelo Lema 2.1, infinitos subespaços de dimensão n− 1. ¥

Corolário 2.1 Se X é qualquer subconjunto finito de Rn e 0 /∈ X, então existe t ∈ Rn

tal que

ht,xi 6= 0, ∀x ∈ X.

Demonstração. Sejam

X = {x1, . . . ,xk}
e Vi = hxii⊥, i = 1, . . . , k. Então Vi é um subespaço próprio de Rn com dimensão n− 1.
Logo, pela Proposição 2.1, existe

t ∈ Rn −
k[
i=1

Vi
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tal que

ht,xi 6= 0, ∀x ∈ X.

¥

Seja G um grupo finito de O(Rn). Um subconjunto F de Rn é chamado uma região

fundamental ou um domínio fundamental para G em Rn se as seguintes condições são

satisfeitas:

1. F é aberto,

2. Se I 6= T ∈ G, então F ∩ T (F ) = ∅;

3. Rn =
S{T (F ) : T ∈ G}.

Mais geralmente, seW é um subespaço de Rn invariante sob G, então um subconjunto

F deW é uma região fundamental para G emW se as seguintes condições são satisfeitas:

1. F é aberto relativamente a W ;

2. Se I 6= T ∈ G, então F ∩ T (F ) = ∅;

3. W =
S{T (F ) : T ∈ G}.

Como cada T ∈ G é uma transformação linear temos que o conjunto

VT = {x ∈ Rn : T (x) = x}

é um subespaço de Rn e VT = ker(T − I). Se T 6= I, então VT é um subespaço próprio de

Rn. Logo, pela Proposição 2.1, temos que

Rn 6=
[
{VT : T 6= I ∈ G}.

Assim, podemos escolher um ponto x0 ∈ Rn − VT . Portanto, Gx0 = {I} e pelo Corolário
1.1,

|O(x0)| = [G : Gx0] = |G|.

Se

G = {T0, T1, . . . , TM−1},
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com T0 = I e Ti(x0) = xi, então

O (x0) = {x0,x1, . . . ,xM−1}.

Se i 6= 0, então o segmento de reta de extremos x0 e xi é

Li = [x0,xi] = {x0 + λ(xi − x0) : 0 ≤ i ≤ 1}.

Logo, xi − x0 é um vetor paralelo a Li. Como o ponto médio é o vetor
1

2
(x0 + xi) temos

que

d(x0,
1

2
(x0 + xi)) = d(xi,

1

2
(x0 + xi)), ∀i = 0, . . . ,M − 1.

Se Hi = hx0 − xii⊥ , então 1
2
(x0 + xi) ∈ Hi, pois

h1
2
(x0 + xi),x0 − xii =

||x0||2 − ||xi||2
2

=
||x0||2 − ||Tix0||2

2

=
||x0||2 − ||x0||2

2
= 0.

Portanto, Hi é o “bissector perpendicular” de Li.

Seja x ∈ Rn. Então x ⊥ (x0 − xi) se, e somente se, d(x,x0) = d(x,xi). Assim, como

Tix0 = xi temos que

Hi = {x ∈ Rn : d(x,x0) = d(x,xi)}.

O conjunto

Xi = {x ∈ Rn : d(x,x0) ≤ d (x,xi)}, 1 ≤ i ≤M − 1.

é chamado semi-espaço de Rn determinado por Hi e pode ser pensado como o conjunto

de todos os pontos que estão no mesmo lado de Hi como x0.

Teorema 2.1 Com as notações acima, o conjunto

F =
M−1\
i=1

X0
i

é uma região fundamental para G em Rn.

Demonstração. Como cada X0
i é aberto temos que F é aberto. Se Ti 6= I, então

Ti(F ) = Ti

Ã
M−1\
j=1

X0
j

!
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ou

Ti(F ) = Ti({x : d(x,x0) < d (x,xj) , 1 ≤ j ≤M − 1})
= {Ti(x) : d(Ti(x), Ti(x0)) < d(Ti(x), TiTj(x0)), 1 ≤ j ≤M − 1}
= {y : d (y,xi) < (dy, Tk(x0)), 0 ≤ k ≤M − 1, k 6= i}

pois

{TiTj : 1 ≤ j ≤M − 1} = G− {Ti}.

Assim,

Ti(X
0
j ) = {x : d (x,xi) < d (x,xj)}

para todos i e j, com j 6= i. Se x ∈ F ∩ Ti(F ), então

d(x,x0) < d (x,xi) e d(x,xi) < d (x,x0) ,

o que é impossível. Assim, F ∩ Ti(F ) = ∅, para todo Ti 6= I. Finalmente, se x ∈ Rn,

escolha um índice i para o qual d (x,xi) seja minima e, portanto, d (x,xi) ≤ d (x,xj) para

todo j. Como

Ti(F ) = {x : d (x,xi) ≤ d (x,xj)}, 0 ≤ j ≤M − 1.

temos que x ∈ Ti(F ). Portanto,

Rn =
S{Ti(F ) : 0 ≤ i ≤M − 1}

e F é uma região fundamental para G em Rn. ¥

Seja

V0 = V0(G)

= {T ∈ G : T (x) = x,∀x ∈ Rn}
=

\
{VT : T ∈ G}.

Então V0 é um subespaço de O(Rn) tal que T (x) = x, para todo x ∈ V0 e T ∈ G, isto é,

T |V0 = I. Em particular,

T (V0) = V0, ∀T ∈ G.

Assim,

T (V ⊥0 ) = V ⊥0 ,∀T ∈ G.
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Como

Rn = V0 ⊕ V ⊥0

temos que T = I ⊕ T⊥, para todo T ∈ G, onde T⊥ = T |V ⊥0 . É fácil verificar que o grupo

G⊥ = {T⊥ : T ∈ G} ≤ O(V ⊥0 )

é isomorfo ao grupo O(Rn) e V0(G⊥) = {0}. Como todo elemento G⊥ pode ser estendido
a um elemento de G, não há perda de generalidade em adimitir, no que segue, que

V0(G) = {0}, isto é, G age efetivamente em Rn,

∗ : G×Rn → Rn, ∗(T,x) = T (x).

2.2 Sistema de Raízes

Sejam G um grupo de reflexão finito e r ∈ Rn. Considere Sr ∈ O(Rn) uma reflexão

no hiperplano Hr = hri⊥ ao longo de hri. Então, pela Equação (1.3),

Sr(x) = x− 2hx, rihr, ri r,x ∈ R
n.

Neste caso, dizemos que Sr é uma reflexão de Hr determinada por r. Será escolhido,

para cada reflexão S (e, portanto, para cada hiperplano H) um único vetor normal r com

comprimento fixado. O vetor normal r e seu oposto −r são chamados raízes de G. O
conjunto ∆ de todas as raízes de G é chamado o sistema de raiz de G, isto é,

∆ = {±r ∈ Rn : Sr ∈ G}.

Proposição 2.2 Se r ∈ Rn é uma raiz de G, então T (r) é uma raiz de G, para todo

T ∈ O(Rn). Além disso, se T (r) = x0, então

Sx0 = TSrT
−1 ∈ G,∀T ∈ O(Rn). (2.1)

Demonstração. Seja Hr = hri⊥ o hiperplano em Rn. Então

hr,hi = 0,∀h ∈ Hr.

Logo,

hT (r), T (h)i = 0, ∀h ∈ Hr,
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isto é,

hT (r),ki = 0,∀k ∈ T (Hr).

Assim, T (Hr) = hT (r)i⊥ é um hiperplano em Rn, para todo T ∈ O(Rn).e T (r) é uma raiz

de G. Finalmente, como Rn = Hr ⊕ hri temos que

TSrT
−1(x) = TSr(T

−1(x))

= T

µ
T−1(x)− 2hT

−1(x), ri
hr, ri r

¶
= x− 2 hx, T (r)i

hT (r), T (r)iT (r)

= x− 2 hx,x0ihx0,x0ix0
= Sx0(x),∀x ∈ Rn.

Portanto,

Sx0 = TSrT
−1 ∈ G,∀T ∈ O(Rn).

¥

Corolário 2.2 Seja ∆ um sitema de raiz para G. Então:

1. ∆ ∩ hri = {r,−r}, para todo r ∈ ∆;

2. Sr(∆) = ∆, para todo r ∈ ∆.

Exemplo 2.1 Pela Proposição 1.8, obtemos que

H3
2 = hSr1 , Sr2i
= {I, Sr1Sr2 , (Sr1Sr2)2, Sr1, Sr2, Sr1(Sr1Sr2)2},

onde Sr1 e Sr2 são reflexões de Hr1 e Hr2 determinadas pelas raízes

r1 = (0, 1) e r2 = (

√
3

2
,−1
2
).

Como H3
2 contém mais uma reflexão

Sr3 = Sr1(Sr1Sr2)
2 = Sr2Sr1S

−1
r2
= SSr2 (r1),

determinada pela raiz

r3 = Sr2(r1) = (

√
3

2
,
1

2
)
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temos que

∆ = {±r1,±r2,±r3}

é o sistema de raízes de H3
2 .

Exemplo 2.2 Pela Proposição 1.11

Bn = hS, S2, S3, . . . , Sni,

onde, S2 = I e, para k = 1, . . . , n− 1,

Sk+1(ek) = ek+1, Sk+1(ek+1) = ek e Sk+1(ej) = ej,∀j /∈ {k, k + 1}.

Um vetor r ∈ Rn é uma raiz para Bn se, e somente se, S(r) = −r e Sk+1(r) = −r,
k = 1, . . . , n− 1. Como

r =
nX
i=1

xiei

temos que

Sk+1(r) = −r⇔ xk+1 = −xk e xj = 0,∀j /∈ {k, k + 1}.

Assim,

∆ = {±ei, 1 ≤ i ≤ n} ∪ {±(ei − ej), 1 ≤ j < i ≤ n}

é o sistema de raízes para Bn.

Exemplo 2.3 Pela Proposição 1.10

An = hT1, T2, . . . , Tn+1i,

onde Tk = Sk|W , W = hXi com

X = {ei − ej : i 6= j e 1 ≤ i, j ≤ n+ 1}

e

Sk(ek) = ek+1, Sk(ek+1) = ek e Sk(ej) = ej, ∀j /∈ {k, k + 1},

com , k = 1, . . . , n. É fácil verificar que

{e1 − en+1, . . . , en − en+1}

é uma base de W . Logo,

W = h(1, 1, . . . , 1)i⊥.
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Assim, de modo análogo ao Exemplo 2.2,

∆ = {±(ei − ej), 1 ≤ j < i ≤ n+ 1}

é o sistema de raízes para An.

Lema 2.2 Sejam U e W subespaços de Rn. Então:

1. U⊥⊥ = U ;

2. (U +W )⊥ = U⊥ ∩W⊥;

3. (U ∩W )⊥ = U⊥ +W⊥.

Demonstração. Vamos demonstrar apenas o item 3. Como U ∩W ⊆ U,W temos que

U⊥,W⊥ ⊆ (U ∩W )⊥ e U⊥ +W⊥ ⊆ (U ∩W )⊥. Por outro lado,

dim(U ∩W )⊥ = n− dim(U ∩W )
= n− dim(U)− dim(W ) + dim(U +W )

= −n+ dim(U +W ) + dim(U⊥) + dim(W⊥)

= −dim(U +W )⊥ + dim(U⊥) + dim(W⊥)

= −dim(U⊥ ∩W⊥) + dim(U⊥) + dim(W⊥)

= dim(U⊥ +W⊥).

Portanto, (U ∩W )⊥ = U⊥ +W⊥. ¥

Proposição 2.3 Suponhamos que

G = hSr1 , . . . , Srki,

onde

∆ = {r1, . . . , rk}

é um sistema de raízes para G e Sri são reflexões de Hri determinadas pelas raízes ri,

i = 1, . . . , k. Então G age efetivamente sobre Rn se, e somente se, ∆ contém uma base

para Rn.
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Demonstração. Seja

W =
k\
i=1

Hri .

Como Sri(h) = h, para todo h ∈ Hri, i = 1, . . . , k, temos que T (w) = w, para todo

w ∈W e T ∈ G, isto é, T |W = I. Assim,

W ⊆ V0 (G) .

Por outro lado, se x ∈ V0(G), então Sri(x) = x, i = 1, . . . , k, isto é, x ∈ Hri, i = 1, . . . , k.

Logo, x ∈W e

W = V0 (G) .

Portanto, G age efetivamente sobre Rn se, e somente se, W = {0} se, e somente se,
W⊥ = Rn. Pelo Lema 2.2,

W⊥ =

Ã
k\
i=1

Hri

!⊥

=
kX
i=1

H⊥
ri
,

Logo, W⊥ = h∆i, pois H⊥
ri
= hrii, i = 1, . . . , k. Portanto, G age efetivamente sobre Rn

se, e somente se, Rn = h∆i. ¥

Já vimos que todo grupo de reflexão finitoG é gerado por reflexões Sr, com r ∈ ∆. Note

que nem todas as raízes r são necessárias para gerar o grupo G, pois r e −r determinam
a mesma reflexão. Isto nos conduz a uma partição do conjunto ∆ em conjunto de raízes

“positivas” e “negativas.”

Como∆ é finito e 0 /∈ ∆ temos, pelo Corolário 2.1, que existe t ∈ Rn tal que ht, ri 6= 0,
para todo r ∈ ∆. Então os subconjuntos

∆+
t = {r ∈ ∆ : ht, ri > 0}

e

∆−t = {r ∈ ∆ : ht, ri < 0}

são chamados sistema de raízes positivas e negativas, em relação a t, respectivamente.

Note que,

r ∈ ∆+
t ⇔ −r ∈ ∆−t ,
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pois ht,−ri = − ht, ri. Logo,

∆ = ∆+
t

·[
∆−t e

¯̄
∆+
t

¯̄
=
¯̄
∆−t
¯̄
=
1

2
|∆| .

Dizemos que o subconjunto minimal Π de ∆+
t é uma base-raiz ou uma t-base para ∆

se para cada r ∈ ∆+
t temos que

r =
X

airi,

onde ri ∈ Π e ai ∈ R+. Neste caso, dizemos que os ri ∈ Π são raízes simples e Sri são

reflexões simples.

Exemplo 2.4 Sejam H3
2 o grupo diedral e

∆ = {±r1,±r2,±r3}

o sistema de raízes de H3
2 dado no Exemplo 2.1. Então tomando t = r3, obtemos que

∆+
t = {r1, r2, r3} e ∆−t = {−r1,−r2,−r3}.

Assim,

Π = {r1, r2}

é uma t-base para ∆.

Exemplo 2.5 Sejam A2 o grupo de reflexão e

∆ = {±r1,±r2,±r3}

o sistema de raízes de A2 dado no Exemplo 2.3. Então tomando t = r3 = (−1, 0, 1) ∈ R3,
obtemos que

∆+
t = {r1, r2, r3} e ∆−t = {−r1,−r2,−r3}.

Assim,

Π = {r1, r2}

é uma t-base para ∆. Note que A2 é isomorfo a H3
2 .

Proposição 2.4 Sejam ri, rj ∈ Π , com i 6= j , e ai, aj ∈ R∗+. Então x = airi−ajrj /∈ ∆+
t

e x = airi − ajrj /∈ ∆−t .
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Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que x ∈ ∆+
t . Então existem bk ∈ R+ tais

que

x = airi − ajrj

=
mX
k=1

bkrk

onde

Π = {r1, . . . , rm}.

Assim, se ai ≤ bi, então

(bi − ai) ri + (bj + aj) rj +
X
k 6=i,j

bkrk = 0.

Logo,

0 =

*
t, (bi − ai) ri + (bj + aj) rj +

X
k 6=i,j

bkrk

+
= (bi − ai) ht, rii+ (bj + aj) ht, rji+

X
k 6=i,j

bkht, rki

≥ ajht, rji > 0,

o que é uma contradição. Se ai > bi, então

(ai − bi) ri = (bj + aj) rj +
X
k 6=i,j

bkrk. (2.2)

Assim, dividindo a Equação (2.2) por ai − bi, obtemos que

ri =
(bj + aj)

(ai − bi)
rj +

X
k 6=i,j

bk
(ai − bi)

rk,

e, assim, Π− {ri} ⊂ Π seria uma t-base para ∆+
t , o que contradiz a minimalidade de Π.

Portanto, x /∈ ∆+
t . De modo análogo, demonstra-se que x /∈ ∆−t , pois x ∈ ∆+

t ⇔ −x ∈
∆−t . ¥

Proposição 2.5 Sejam ri, rj ∈ Π , com i 6= j. Sejam Si e Sj as reflexões ao longo de

hrii e hrji, respectivamente. Então Si(rj) ∈ ∆+
t e hri, rji ≤ 0.

Demonstração. Pela Proposição 2.2, temos que Si(rj) ∈ ∆. Logo, Si(rj) ∈ ∆+
t ou

Si(rj) ∈ ∆−t . Como

Si(rj) = rj − 2hrj, riihri, rii
ri
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temos, pela Proposição 2.4, que
hrj, rii
hri, rii

≤ 0.

Assim, 
ri, rj

® ≤ 0,
pois hri, rii > 0. Portanto, Si(rj) ∈ ∆+

t . ¥

Observação 2.1 Geometricamente

ri, rj

® ≤ 0 significa que o ângulo entre os vetores ri
e rj é obtuso.

Proposição 2.6 Suponhamos que existam x1,x2, . . . ,xm ∈ Rn tais que

hxi,xi > 0, 1 ≤ i ≤ m,

para algum x ∈ Rn. Se

xi,xj

® ≤ 0, para i 6= j, então

{x1,x2, . . . ,xm}

é linearmente independente.

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que

{x1,x2, . . . ,xm}

seja linearmente dependente. Então existem c1, . . . , cn escalares não todos nulos tais que

mX
i=1

cixi = 0.

Re-enumerando, se necessário, podemos supor que

kX
i=1

aixi =
mX

i=k+1

bixi

com todos ai ≥ 0, bi ≥ 0 e algum ai > 0. Então

0 ≤
°°°°°

kX
i=1

aixi

°°°°°
2

=

*
kX
i=1

aixi,
kX

j=1

ajxj

+

=

*
kX
i=1

aixi,
mX

j=k+1

bjxj

+
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=
kX
i=1

mX
j=k+1

aibj hxi,xji ≤ 0.

Logo,
kX
i=1

aixi = 0.

Assim,

0 =

*
kX
i=1

aixi,x

+

=
kX
i=1

ai hxi,xi > 0,

o que é uma contradição, pois ai > 0 e hxi,xi > 0, para algum i. ¥

Teorema 2.2 Sejam G um grupo de reflexões finitas de O(Rn) e

∆ = {r1, . . . , rk}

um sistema de raízes para G. Se Π é uma t-base para ∆, então Π é uma base para Rn.

Demonstração. Pela Proposição 2.3, Rn = h∆i. Como cada r ∈ ∆ é uma combinação

linear das raízes em Π, temos que Rn = hΠi. Finalmente, pelas Proposições 2.5 e 2.6,
temos que Π é linearmente independente. Portanto, Π é uma base para Rn. ¥

Proposição 2.7 Existe apenas uma t-base para ∆.

Demonstração. Sejam

Π1 = {r1, . . . , rn} e Π2 = {s1, . . . , sn}

duas t-bases para ∆. Então, pelo Teorema 2.2, Π1 e Π2 são bases para Rn. Logo, existem

únicos bij ∈ R+ tais que
sj =

nX
i=1

bijri, 1 ≤ j ≤ n.

De modo análogo, existem únicos aij ∈ R+ tais que

rj =
nX
i=1

aijsi, 1 ≤ j ≤ n.

49



Logo,

rj =
nX
i=1

aijsi

=
nX
i=1

Ã
aij

nX
k=1

bkirk

!

=
nX

k=1

Ã
nX
i=1

aijbki

!
rk.

Assim,
nX
i=1

aijbki =

 1 se j = k

0 se j 6= k.

Se A = (aij) é a matriz de mudança da base Π2 para a base Π1 e B = (bij) é a matriz de

mudança da base Π1 para a base Π2, então

AB = BA = I. (2.3)

Sejam

ai = (ai1, . . . , ain) e bj = (b1j, . . . , bnj)

as linhas e as colunas de A e B, respectivamente. Então, pela Equação 2.3,

ha1,bji = 0, j = 2, . . . , n,

em Rn. Assim, existe no máximo um i tal que bij = 0, j = 2, . . . , n, pois caso contrário,

b2, . . . ,bn seria linearmente dependentes, o que é impossível. Logo, a1 tem no máximo

um a1j 6= 0, j = 1, 2, . . . , n. De modo análogo, demonstra-se que ai tem no máximo um

aij 6= 0, j = 1, 2, . . . , n. Como A é invertível temos que existe exatamente um elemento

positivo em cada linha e coluna de A, Logo,

rj = aijsi, aij ∈ R∗+, 1 ≤ i ≤ n,

ou seja, toda raiz de Π1 é um múltiplo positivo de uma raiz de Π2. Pelo item 1. do

Corolário 2.2, obtemos que aij = 1, assim, A é uma matriz de permutação. Portanto,

Π1 = Π2. ¥

Proposição 2.8 Sejam

Π = {r1, . . . , rn}

a t-base para ∆ e Si a reflexão ao longo de hrii. Se r ∈ ∆+
t , com r 6= ri, então Si(r) ∈ ∆+

t ,

isto é, Si(Π− {ri}) = Π− {ri}.
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Demonstração. Se r ∈ Π, então pela Proposição 2.5 Si(r) ∈ ∆+
t . Se r /∈ Π, então pelo

Teorema 2.2, Π é um base para Rn. Logo, existem únicos ai ∈ R+ tais que

r =
nX
i=1

airi

e pelo menos dois ai são estritamente positivos. Assim, podemos assumir que ri 6= r1 e
a1 > 0. Logo,

Si(r) =
nX

j=1

ajSi(rj)

=
nX

j=1

aj

µ
rj − 2hrj, riihri, riiri

¶

= a1r1 +
nX

j=2

ajrj − 2
Ã

nX
j=1

aj
hrj, rii
hri, rii ri

!
.

Como Si(r) ∈ ∆ temos que Si(r) ∈ ∆+
t ou Si(r) ∈ ∆−t . Mas a1 > 0 implica que todos os

coeficientes de Si(r) são positivos, isto é, Si(r) ∈ ∆+
t . ¥

Corolário 2.3 Sejam ∆+
1 e ∆

+
2 sistemas de raízes positivas para ∆, relativo a um vetor

t. Então existe S ∈ G tal que

∆+
2 = S(∆+

1 ).

Demonstração. Sabemos que

¯̄
∆+
1

¯̄
=
¯̄
∆+
2

¯̄
=
1

2
|∆|

Para demonstrar o corolário, vamos usar indução sobre

k =
¯̄
∆+
1 ∩ (−∆+

2 )
¯̄

Se k = 0, então ∆+
2 = ∆+

1 e nada há para ser demonstrado. Suponhamos que o resultado

seja válido para k − 1 e k > 0. Seja Π uma t-base para ∆+
1 . Então

Π ∩∆+
2 6= Π,

pois ∆+
1 ∩ (−∆+

2 ) 6= ∅. Assim, podemos escolher r ∈ Π tal que r ∈ −∆+
2 . Logo, pela

Proposição 2.8, obtemos que

¯̄
Sr(∆

+
1 ) ∩ (−∆+

2 )
¯̄
= r− 1.
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Logo, pela hipótese de indução, existe T ∈ G tal que

∆+
2 = T (Sr(∆

+
1 )).

Portanto, existe S = TSr ∈ G tal que

∆+
2 = S(∆+

1 ).

¥

Seja

Π = {r1, . . . , rn}

uma t-base para ∆ e Si a reflexão ao longo de hrii. Vamos denotar por Gt o grupo gerado

por S1, . . . , Sn, isto é,

Gt = hS1, . . . , Sni.

Proposição 2.9 Seja x ∈ Rn um vetor fixado. Então existe T ∈ Gt tal que hT (x), rii ≥
0, para todo ri ∈ Π.

Demonstração. Seja

x0 =
1

2

X
r∈∆+

t

r

Como G é um grupo finito temos que existe T ∈ G tal que hT (x),x0i seja maximal. Seja
Si é reflexão ao longo de hrii, onde ri ∈ Π ⊆ ∆+

t . Então, pela Proposição 2.8, temos, para

r 6= ri, que Si(r) ∈ ∆+
t e

Si(x0) = Si

1
2
ri +

1

2

X
r∈∆+

t

r


=

1
2
Si(ri) +

1

2

X
r∈∆+

t

Si(r)


= −1

2
ri +

1

2

X
r∈∆+

t

r

= −1
2
ri − 1

2
ri +

1

2
ri +

1

2

X
r∈∆+

t

r

= −ri + x0.
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Assim, pela maximilidade de hT (x),x0i, obtemos que

hT (x),x0i ≥ hSiT (x),x0i
= hT (x), Si(x0)i
= hT (x),x0 − rii
= hT (x),x0i− hT (x), rii .

Portanto,

hT (x), rii ≥ 0, ∀ri ∈ Π.

¥

Proposição 2.10 Seja r ∈ ∆+
t . Então T (r) ∈ Π, para algum T ∈ Gt.

Demonstração. Como Π ⊆ ∆+
t temos que r ∈ Π ou r /∈ Π. Se r ∈ Π, então existe

T = I ∈ Gt tal que T (r) = r ∈ Π. Se r /∈ Π, então pelas Proposições 2.5 e 2.6 e pelo

Teorema 2.2, obtemos que

hr, ri1i > 0

para alguma raiz ri1 ∈ Π, caso contrário, Π ∪ {r} seria linearmente independente, o que
é impossível pois Π é uma base de Rn. Seja

a1 = Si(r)= r− 2

r, ri1

®
hri1, ri1i

ri1.

Então, pela Proposição 2.8, obtemos que a1 ∈ ∆+
t e

ha1, ti = hr− 2

r, ri1

®
hri1, ri1i

ri1, ti

= hr, ti− 2

r, ri1

®
hri1, ri1i

hri1 , ti
< hr, ti

Se a1 ∈ Π, então existe

T = Si1 ∈ Gt.

tal que T (a1) ∈ Π. Se a1 /∈ Π, aplicando o processo acima para a1, obtemos ri2 ∈ Π e

a2 = Si2(a1) = Si2Si1(r) ∈ ∆+
t

com ha2, ti < ha1, ti. Se a2 ∈ Π, então existe

T = Si2Si1 ∈ Gt
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tal que T (a2) ∈ Π. Continuando o processo acima (em no máximo
¯̄
∆+
t

¯̄
etapas) obtemos

ak ∈ Π e

ak = Sik(ak−1) = Sik · · ·Si1(r)

com

hak, ti < · · · < ha2, ti < ha1, ti .

Portanto, existe

T = Sik · · ·Si1 ∈ Gt

tal que T (ak) ∈ Π. ¥

Proposição 2.11 G = Gt.

Demonstração. Como

G = hSr : r ∈ ∆i e S−r = Sr

basta demonstrar que se r ∈ ∆+
t , então Sr ∈ Gt. Suponhamos que r ∈ ∆+

t . Então, pela

Proposição 2.10, existe T ∈ Gt tal que T (r) ∈ Π. Escolhendo

T (r)= ri

obtemos pela Proposição 2.2 que

Sr = T−1SiT ∈ Gt

¥

Proposição 2.12 Sejam

Π = {r1, . . . , rn}

uma t-base para ∆ e ri, rj ∈ Π. Então existe um inteiro pij ≥ 1 tal que
ri, rj

®
krik krjk = − cos

µ
π

pij

¶
,

onde (SriSrj)
pij = I.

Demonstração. Se i = j, então existe pij = 1. Suponhamos que i 6= j e W o subespaço

gerado por ri e rj. Então W é um subespaço de Rn com dimW = 2. Sejam Si = Sri e

Sj = Srj as reflexões ao longo de hrii e hrji, respectivamente. Seja

H = hSi, Sji ≤ G.
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Como

Si|W⊥ = Sj|W⊥ = I

temos que

H ' Hm
2 × {I},

onde Hm
2 é um grupo diedral em O (W ). Seja

t = t1 + t2,

com t1 ∈W e t2 ∈W⊥.

Afirmação: {ri, rj} é uma t1-base para Hm
2 en W .

De fato, se {ri, rj} não for uma t1-base para Hm
2 en W , então podemos escolher uma raiz

r de Hm
2 em W tal que {r, rj} seja uma t01-base para Hm

2 , para algum t01 ∈W , onde r, ri

e rj são todos t01-positivo. Considerado como um espaço vetorial em Rn, r é uma raiz de

H e, assim, de G. Logo, existem ai, aj ∈ R∗+ tais que

r = airi − bjrj,

o que é impossível, pela Proposição 2.4.

O menor dos ângulos entre os vetores duais de ri e rj em W deve ser 2π
2m
, pois o cone

gerado por eles é uma região fundamental para Hm
2 . Se θ é o menor dos ângulos entre ri

e rj, então θ = π − ϕ. Seja pij = m. Então
ri, rj

®
krik krjk = cos θ

= cos (π − ϕ)

= − cosϕ
= − cos

µ
π

pij

¶
.

Finalmente, pelo item 2. da Observação 1.3, obtemos que (SriSrj)
pij = I. ¥

Observação 2.2 Pelas Proposições 2.11 e 2.12, obtemos que

G =
D
Sri : ri ∈ Π e S2ri = I, S2rj = I, (SriSrj)

pij = I
E
.

Pela Observação 2.2, todo elemento de S ∈ G pode ser escrito na forma

S = Sr1 · · ·Srk , ri ∈ Π, i = 1, . . . , k.
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Definimos o comprimento de S ∈ G, denotado por l (S), como o menor inteiro positvo k,

para o qual uma expressão

S = Sr1 · · ·Srk
exista. Convencionamos que l (I) = 0. Note que l (S) = 1 se, e somente se, T = Sr, para

algum r ∈ ∆. É fácil verificar que

l (S) = l
¡
S−1

¢
det(S) = (−1)l(S).

Assim, l (ST ) e l (S) + l (T ) têm a mesma paridade, isto é,

l (ST ) ≤ l (S) + l (T ) e l (S) + l (T ) ≡ l (ST ) (mod 2).

Seja ∆ um sistema de raízes para G. O número de raízes positivas enviadas em raízes

negativas por S ∈ G, denotado por n(S), é definido como

n(S) =
¯̄
∆+
t ∩ S−1(∆−t )

¯̄
.

Note que n(S) = n(S−1), pois

∆+
t ∩ S−1(∆−t ) = S−1(S(∆+

t ) ∩∆−t )
= −S−1(∆+

t ∩ S(∆−t ))

Teorema 2.3 (Iwahori) Sejam

Π = {r1, . . . , rn}

uma t-base para ∆ e Si = Sri as reflexões ao longo de hrii, respectivamente. Se S ∈ G,

Então

n(SSi) =

 n(S) + 1 se , S(ri) ∈ ∆+
t

n(S)− 1 se , S(ri) ∈ ∆−t
e

n(SiS) =

 n(S) + 1 se , S−1(ri) ∈ ∆+
t

n(S)− 1 se , S−1(ri) ∈ ∆−t
.

¥

Observação 2.3 Pode ser demonstrado que n(S) = l(S), para todo S ∈ G.

A presentação de G obtido na Observação 2.2, demonstra que G é determinado, a

menos de isomorfismo, pelos inteiros pij, associados a ri, rj ∈ Π. Um maneira conveniente

para decodificar estas informações em uma figura é a construção de um gráfico Γ, o qual

é chamado um gráfo Coxeter de G.
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Capítulo 3

Códigos de Grupo Ótimos

Neste capítulo descreveremos como a cardinalidade M = |C| e a distância mínima
Euclidiana dmin de um “código de grupo” de um grupo de reflexão finito pode ser calculada

facilmente. Estes resultados são a chave para a construção de códigos de grupo ótimos.

3.1 Introdução

Neste seção apresentaremos algumas definições e reultados básicos sobre códigos de

grupo, o leitor interessado em mais detalhes pode consultar [1].

Um (M,n)-código esférico é um subconjunto

S = {x1,x2, . . . ,xM}

de vetores distintos de Rn tais que:

1. S gera Rn como um espaço vetorial (n ≤M);

2. Todos os vetores de S tem a mesma norma, isto é, estão sobre uma esfera de raio r.

Um (M,n)-código de grupo C é um (M,n)-código esférico tal que existe um subgrupo

finito G de O(n,R) (O(Rn)) e um vetor unitário x ∈ Rn tal que

O(x) = {Oxt : O ∈ G} = C

ou, equivalentemente, C é a órbita de x. Neste caso.

|O(x)| = |G|
|Gx| .

57



O código de grupo C é dito gerado pelo vetor inicial x e o grupo G. Além disso, a taxa

normalizada do código de grupo C é dada por

R =
1

n
log2M

bits por dimensão.

Dado x ∈ C, a região de decisão associada a x é dada por

V (x) = {z ∈ Rn : kz− xk ≤ kz− yk , ∀y ∈ C}
= {z ∈ Rn : hz,x− yi ≥ 0, ∀y ∈ C}.

Note que, V (x) satisfaz às seguintes condições:

1. V (x) + V (x) ⊆ V (x);

2. R+V (x) ⊆ V (x);

3. V (x) = V (x).

Além disso, W = V (x) ∩ (−V (x)) é o maior subespaço de Rn contido em V (x).

Observação 3.1 Uma das vantagens de usar um código de grupo é que todas as palavras

código têm a mesma probabilidade de erro e a mesma disposição de palavras código vizin-

has.

Teorema 3.1 Seja C um (M,n)-código de grupo em Rn. Então:

1. Todas as regiões fundamentais de C são congruentes, isto é, OV (x) = V (Ox), para

todo O ∈ G;

2. Todas as palavras código têm a mesma probabilidade de erro;

3. O grupo G é isomorfo a um subgrupo transitivo do grupo das permutações em SM .

Demonstração. 1. Seja C = {x1, . . . ,xM} um código de grupo em Rn. Sejam xi e xj

∈ C com i 6= j. Por hipótese, existe O ∈ G tal que Oxi = xj. Dado x ∈ Ri, temos que:

N(Ox− xj) = N(Ox−Oxi)
= N(x− xi)
≤ N(x− xk)
= N(Ox−Oxk)
= N(Ox− xl),
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onde j 6= l e xl = Oxk,∀xk ∈ C. Logo, Ox ∈ Rj. Portanto, Fj = O(Fi), onde O ∈ G. 2.

Segue de 1. Finalmente, vamos demonstrar 3. Dados xi e xj ∈ C. Então existe O ∈ G tal

que Oxi = xj, isto é, O corresponde a uma permutação σ ∈ SM tal que σ(i) = j. Logo,

G é isomorfo a um subgrupo transitivo de SM , pois

C = {Ox : O ∈ G},

para algum x ∈ C. ¥

3.2 Determinação do Vetor Inicial Ótimo

Nesta seção apresentamos as condições para a determinação do vetor inicial ótimo x0

para um código de grupo, restrito aos grupos de Coxeter irredutíveis. Mostraremos que

as regiões de decisão são unicamente determinadas pelo estabilizador Gx0, que assegura

a existencia de uma única solução para o problema do vetor inicial. O Corolário do

Teorema 3.3 determina a distância mínima do código C em função do vetor inicial. O

leitor interessado em mais detalhes pode consultar [7, 9].

Seja G um grupo de reflexão finito com sistema de raízes fixado ∆. Em todo este

capítulo

V∆ = h∆i.

denota o subespaço de Rn gerado por ∆, no qual G age efetivamente. Seja

Π = {r1, . . . , rn}

uma t-base fixada para G. Então a cada hiperplano Hri, ri ∈ Π, está associado dois

semi-espaços abertos

H+
ri
= {x ∈ V∆ : hx, rii > 0} e H−

ri
= {x ∈ V∆ : hx, rii < 0} .

Então, pelo Teorema 2.1, o conjunto

FΠ =
n\
i=1

H+
ri

(3.1)

= {x ∈ V∆ : hx, rii > 0, i = 1, . . . , n}

é uma região fundamental para G.
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Seja

{s1, . . . , sn}

a base dual para a base Π, isto é,

hri, sji = δij.

Assim, uma caracterização alternativa para FΠ é dada por

FΠ =

(
x ∈ V∆ : x =

nX
i=1

xisi e xi ∈ R+
)
, (3.2)

pois se x ∈ FΠ, então hx, rii ≥ 0, i = 1, . . . , n. Como

{s1, . . . , sn}

é uma base para Rn temos que existem únicos xi ∈ R tais que

x =
nX
i=1

xisi.

Logo,

hx, rji =

*
nX
i=1

xisi, rj

+

=
nX
i=1

xihsi, rji

=
nX
i=1

xiδij

= xj,

isto é, xi ∈ R+, i = 1, . . . , n.

Exemplo 3.1 É fácil verificar que a base dual para a t-base Π = {r1, r2} dada no Exemplo
2.4 é formada pelos vetores

s1 = (
1√
3
, 1) e s2 = (

2√
3
, 0).

Logo,

x ∈ FΠ ⇔ x = x1s1 + x2s2 e x1, x2 ∈ R+,

isto é,

x = (
1√
3
x1 +

2√
3
x2, x1) e x1, x2 ∈ R+.
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Portanto,

FΠ =

½
(
1√
3
x1 +

2√
3
x2, x1) ∈ R2 : x1, x2 ∈ R+

¾
é uma região fundamental para G = H3

2 , a qual é caracterizado pela Equação (3.1) ou

(3.2). Além disso, pelo item 2. da definição de região fundamental, o estabilizador de todo

x ∈ FΠ, é dado por

Gx = {S ∈ G : S(x) = x} = {I},

Lema 3.1 Seja Π a t-base de G. Então para cada y ∈ Rn existem S ∈ G e x ∈ FΠ tal

que x = S(y). Além disso,

x− y =
nX
i=1

airi,

onde ri ∈ Π e ai ∈ R+.

Demonstração. Dados x,y ∈ Rn, vamos definir

y ≤ x⇔ x− y =
nX
i=1

airi,

onde ri ∈ Π e ai ∈ R+. Então é facil verificar que ≤ é uma relação de ordem parcial em

Rn. Seja

Xy = {z ∈ Rn : y ≤ z e z = S(y), para algum S ∈ G}.

Então Xy 6= ∅, pois y ∈ Xy. Assim, Xy contém um elemento maximal, digamos x ∈ Xy,

isto é, y ≤ x e x = T (y), para algum T ∈ G. Se ri ∈ Π, então

Sri(x) = x− 2
hx, rii
hri, riiri,

ou seja, Sri(x) ∈ Xy, pois

y ≤ x = Sri(x) + 2
hx, rii
hri, riiri e Sri(x) = (SriT )(y).

Logo, pela a maximalidade de x, obtemos que Sri(x) ≤ x. Assim,

x− Sri(x) = 2
hx, rii
hri, riiri ⇒ hx, rii ≥ 0, i = 1, . . . n.

Portanto, x ∈ FΠ. ¥

Teorema 3.2 Seja Π a t-base de G. Então:

1. Se x,y ∈ FΠ e T (x) = y, para algum T ∈ G, então x = y e T é um produto de

reflexões simples fixando x. Em particular, se x ∈ FΠ, então Gx = {I};
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2. Se y ∈ Rn, então Gy é gerado por Sr ∈ Gy, com r ∈ ∆;

3. Sejam W um subespaço qualquer de Rn e

H = {S ∈ G : S(x) = x, ∀x ∈W}

=
m\
i=1

Gxi ,

onde {x1, . . . ,xm} é uma base de W . Então H é gerado por Sr ∈ H, com r ∈ ∆.

Demonstração. Para demonstrar 1., usaremos indução sobre

l(T ) = n(T ) =
¯̄
∆+
t ∩ T−1(∆−t )

¯̄
.

Se n (T ) = 0, então T = I e nada há para demonstrar. Se n (T ) > 0, então T (r) ∈ ∆−t ,

para algum r ∈ Π, pois ∆+
t ∩ T−1(∆−t ) 6= ∅. Pelo Teorema 2.3, obtemos que

n (TSr) = n (T )− 1.

Além disso, como x,y ∈ FΠ e com T (r) < 0, temos que

0 ≥ hy, T (r)i = T−1(y), T−1T (r)® = hx, ri ≥ 0.
Assim, hx, ri = 0 e Sr(x) = x. Portanto,

TSr (x) = y.

Logo, pela hipótese de indução, x = y e TSr é um produto de reflexões simples fixando

x, de modo que T também é um produto de reflexões simples fixando x.

2. Dado y ∈ Rn, pelo o Lema 3.1, existe T ∈ G tal que x = T (y) ∈ FΠ. Assim, pelo

item 1, Gx é gerado por Sr ∈ Gx, com r ∈ ∆. É fácil verificar que

T−1GxT = Gy

Como o conjugado de reflexões simples são novamente reflexões simples, com respeito as

raízes, temos que Gy é gerado por Sr ∈ Gy, com r ∈ ∆.

Finalmente, para provar 3., usaremos indução sobrem. Se m = 1, então segue do item

2. Suponhamos que o resultado seja válido para m− 1 e m > 1. Conhecemos que Gx1 é

gerado por Sr ∈ Gx1 , com r ∈ ∆1 ⊆ ∆ e r,−r ∈ ∆1. Logo, pela Proposição 2.8, obtemos
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que S(r) = r, para todo r ∈ Π1 e S ∈ Gx1. Assim, fazendo W´= h∆1i um subespaço de

Rn, obtemos, pela hipótese de indução, que

H́ =
m\
i=2

Gxi

é gerado por Sr ∈ H́, com r ∈ Π1. Portanto,

Gx1 ⊆
m\
i=1

Gxi

e H = H́. ¥

Seja x ∈ FΠ. Então Gx é um grupo de reflexões finita. Assim, existe um único, a

menos de isomorfismo, gráfo de Coxeter ΓP associado a Gx, o qual é um subgráfo do gráfo

de Coxeter Γ para G. Neste caso, o conjunto de vértices ΠP de ΓP é dado por

ΠP = {r ∈ Π : Sr(x) = x}

e será chamado de raízes passivas ou, equivalentemente,

ΠP = {r ∈ Π : hr,xi = 0} ,

pois

x = Sr(x) = x− 2hx, rihr, ri r⇒ hr,xi = 0.

O subgráfo ΓP decompõe-se em componentes conexas Γi, isto é,

ΓP = Γ1
·∪ Γ2

·∪ · · · ·∪ Γl.

Assim, Gx é isomorfo ao produto direto dos grupos de reflexões finitas Gi, determinados

por Γi. Em particular,

|Gx| = |G1| · · · |Gl| (3.3)

Corolário 3.1 Seja

C = {T (x) : T ∈ G}

um código de grupo. Suponhamos que o gráfo de Coxeter ΓP para Gx seja decomposto em

subgráfos de Coxeter Γi , i = 1, . . . , l, e seja Gi associados aos Γi . Então

|C| = |G|
|Gx| =

|G|
|G1| · · · |Gl| .

¥
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Lema 3.2 Sejam Π uma t-base para G e Sri as reflexões simples, com ri ∈ Π. Sejam x ∈
FΠ e y ∈ V∆ tal que y ∈ T (FΠ), para algum T ∈ G. Suponhamos que ri ∈ Π satisfaça

l (SriT ) = l (T )− 1.

Então Sri(x) = x ou Sri(y) = y, ou caso contrário,

d (x,y) > d (x, Sri(y)).

Em particular,

d (x,y) ≥ d (x, Sri(y)) .

Demostração. Seja T ∈ G. Então

d2(x, T (y)) = kx− T (y)k2

= hx,xi+ hT (y), T (y)i− 2 hx, T (y)i
= hx,xi+ hy,yi− 2 hx, T (y)i

e

d2 (x, Sri(y)) = kx− Sri(y)k2

= hx,xi+ hSri(y), Sri(y)i− 2 hx, Sri(y)i
= hx,xi+ hy,yi− 2 hx, Sri(y)i .

Logo,

d2(x,y)− d2 (x, Sri(y)) = 2 hx, Sri(y)i− 2 hx,yi
= 2 hx, Sri(y)− yi .

Como

Sri(y)− y = −2
hy, rii
hri, riiri.

temos que Sri(y) = y se hy, rii = 0, acabou. Se hy, rii 6= 0, então y não pertence ao

hiperplano hrii⊥. Sendo t ∈ FΠ, obtemos que

T (t) ∈ T (FΠ).
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Assim, T (t) e y estão no mesmo lado do hiperplano hrii⊥, pois (T (FΠ))
0 ∩ hrii⊥ = ∅ e

T (FΠ) é um conjunto convexo. Logo,

hy, rii e hT (t), rii =

T−1(ri), t

®
têm o mesmo sinal. Como

n (SriT ) = n (T )− 1

temos, pelo Teorema 2.3, que S−1ri (ri) ∈ ∆−t . Assim, Sri(y)− y = ari, a ∈ R∗+. Portanto,

d2(x,y)− d2 (x, Sri(y)) = 2a hx, rii .

Finalmente, como hx, rii ≥ 0 temos que Sri(x) = x se hx, rii = 0 ou

d (x,y) > d (x, Sri(y)).

se hx, rii > 0. ¥

Exemplo 3.2 Pelo Exemplo 3.1, obtemos que

x0 = r3 = (

√
3

2
,
1

2
) ∈ FΠ,

pois basta tomar

x1 = x2 =
1

2
.

Escolhendo T = Sr2Sr1Sr2 ∈ G, obtemos y = −x0 ∈ V∆ tal que y ∈ T (FΠ), pois

T (x0) = Sr2Sr1Sr2(x0)

= Sr2Sr1(r1)

= Sr2(−r1) = −x0.

Como

2 = l (SriT ) = l (T )− 1

temos, pelo Lema 3.2, que

d (x0,y) > d (x0, Sri(y)),

pois Sri(x0) 6= x0 e Sri(y) 6= y, i = 1, 2. Portanto, y é o ponto com a maior distância de

x0
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Seja

C = {T (x0) : T ∈ G} = {x0,x1, . . . ,xM−1}

um código de grupo. Pela item 3. da definição de região fundamental podemos assumir,

sem perda de generalidade, que o ponto inicial x0 ∈ FΠ. Assim,

x0 =
nX
i=1

xisi, xi ∈ R+, (3.4)

ou, equivalentemente, resolver as n equações

hx0, rii =
 0 se ri ∈ ΠP

xi se ri ∈ Π−Πp

.

Pelo Teorema 3.1, para determinar a distância mínima do código C, é suficiente de-

terminar a distância de uma vizinhança do vetor inicial x0. A prova do próximo teorema

demonstra que a vizinhamça mais próxima é obtida pela aplicação de uma reflexão sim-

ples no ponto inicial x0. Assim, a distância mínima é obtida aplicando reflexões simples

no ponto inicial x0 ∈ FΠ e escolhendo o mais próximo dos pontos resultantes, digamos

Srj(x0). Logo,

d2(x0, Srj(x0)) = d2(x0,x0 − 2hx0, riihri, rii ri)

= 4
hx0, rji2
krjk2

,

ou ainda,

d(x0, Srj(x0)) =
2xj
krjk . (3.5)

Teorema 3.3 Sejam

Π = {r1, . . . , rn}

a t-base para G e

x0 =
nX
i=1

xisi ∈ FΠ

Então a distância mínima do código C = O(x0) é dada por

dmin(C) = min

½
2xi
krik : xi > 0, 1 ≤ i ≤ n

¾
Demonstração. Seja T ∈ G tal que

dmin(C) = d(x0, T (x0)).
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Podemos assumir que T foi escolhido, de modo que

l(T ) = min {l(S) : S ∈ G} .

É claro que T 6= I, assim, existe ri ∈ Π tal que

l(SriT ) = l (T )− 1 < l (T ) .

Assim, pela minimalidade de l(T ), obtemos que Sri(x0) 6= x0 e Sri(T (x0)) 6= T (x0) e,

assim, pelo Lema 3.2,

d(x0, Sri(T (x0))) < d (x0, T (x0)) = dmin(C).

Logo, x0 = SriT (x0) e T = Sri. Portanto, pela Equação (3.5), obtemos que

dmin(C) = min

½
2xi
krik : xi > 0, 1 ≤ i ≤ n

¾
¥

Observação 3.2 A solução para o problema do vetor inicial ótimo agora é imediata, pois

Hri é o bissector perpendicular do segmento de reta

[x0, Sri(x0)],

isto é,

d(x0,y) = d(Sri(x0),y),

onde y ∈ Hri.

Corolário 3.2 Sejam Π a t-base para G e

H = hSr ∈ G : r ∈ ΠP i.

Então o vetor inicial ótimo x0 do código de grupo C = O(x0), com Gx0 = H e distância

mínima d = dmin(C) é dado por

x0 =
X

ri∈Π−ΠP

d krik
2

si.

Demonstração. Como

d = d(x0, Sri(x0)) =
2xi
krik e x0 =

nX
i=1

xisi

temos que

x0 =
X

ri∈Π−ΠP

d krik
2

si.

¥
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Observação 3.3 A fórmula da distância mínima quadrática para um vetor inicial x0,

com kx0k = 1, é dada por

d2min(C) =
4P

ri∈Π−ΠP

P
rj∈Π−ΠP

(krik krjk) hsi, sji .

Teorema 3.4 Sejam Π uma t-base fixada para G e x0 ∈ FΠ o vetor inicial do código de

grupo

C = {S(x0) : S ∈ G}.

Então a região de decisão para x0 é dada por

V (x0) =
[

T∈Gx0
T (FΠ)

onde

T (FΠ) = {y ∈ V∆ : hT (y), ri ≥ 0, ∀r ∈ Π} .

Demonstração. Vamos provar primeiro que

FΠ ⊆ V (x0).

Dado y ∈ FΠ e suponhamos, por absurdo, que y ∈ V (x1), com x1 ∈ C e x1 6= x0.

Escolhendo S ∈ G tal que

l(S) = min {l(R) : R ∈ G} e x1 = S(x0).

É claro que T 6= I, assim, existe ri ∈ Π tal que

l(SriS) = l (S)− 1 < l (S) .

Logo, pela minimalidade de S, obtemos que Sri(y) 6= y e Sri(x1) 6= x1 e, assim, pelo

Lema 3.2,

d(x1, Sri(y)) < d (x1,y) ,

o que é uma contradição. Como V (x0) é um conjunto fechado temos que FΠ ⊆ V (x0).

Se y ∈ V (x), então T (y) ∈ V (T (x)), para todo T ∈ G. Em particular, T (FΠ) ⊆
V (x0), para todo T ∈ Gx0 .

Para provar a inclusão inversa é suficiente mostrar que: dado y ∈ V (x0)
0 temos que

y ∈ T (FΠ), pois T (FΠ) é fechado. Seja T ∈ G tal que y ∈ T (FΠ). Note, pelas observações
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acima, que podemos trocar y por algum vetor S(y), desde que S ∈ Gx0 . Isto significa

que podemos escolher T tal que

l(S) = min{l(R) : R ∈ G}

e, além disso, para todo ri ∈ ΠP ,

l (SriT ) > l (T )

seja satisfeita.

Afirmação: T = I.

De fato, se T 6= I, então existe uma reflexão simples Sri tal que

l (SriT ) = l (T )− 1.

Logo, ri /∈ ΠP e Sri(x0) 6= x0 e, assim, pelo Lema 3.2, obtemos que

d (y, Sri(x0)) = d (Sri(x0),x0) ≤ d (y,x0) ,

o que é uma contradição, pois y ∈ V (x0)
0. ¥

Observação 3.4 O Teorema 3.4 mostra que as regiões de decodificações são unicamente

determinadas pelo estabilizador Gx0. Esta propriedade assegura que existe uma única

solução para o problema do vetor inicial, quando o estabilizador é fixado. Em partic-

ular, quando Gx0 = {I}, o Teorema 3.4 implica que a região fundamental F de um grupo

de reflexão finito é única, a menos de isometria.

Exemplo 3.3 Seja G o grupo das reflexões do retângulo (não quadrado) em R2 com as

raízes simples

r1 = (1, 0) e r2 = (0, 1),

isto é,

G = hSr1 , Sr2i
= {I, Sr1 , Sr2 , Sr1Sr2},

onde Sr1 e Sr2 são reflexões de Hr1 e Hr2 determinadas pelas raízes r1 e r2. Logo,

∆ = {±r1,±r2}
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é um sistema de raízes de G. Escolhendo t = (1, 1) ∈ R2, obtemos que

Π = {r1, r2}

é uma t-base para G. Neste caso,

FΠ = {(x1, x2) ∈ V∆ : x1 ≥ 0 e x2 ≥ 0},

pois Π é uma base autodual, e pela Equação (3.4) e normalizando, obtemos que

x0 =
1√
2
(1, 1) ∈ FΠ,

também, pelo item 2. da definição de região fundamental, o estabilizador de todo x ∈ FΠ,

é Gx = {I}. O código de grupo de comprimento 2

C = O(x0) = { 1√
2
(1, 1),

1√
2
(−1, 1), 1√

2
(−1,−1), 1√

2
(1,−1)}

com distância mínima (cf. Observação 3.3)

d2min(C) =
4

kr1k2 ks1k2 + kr2k2 ks2k2

=
4

2

= 2

e taxa normalizada

R =
1

2
log2 4 = 1

bits por dimensão. Além disso, a região de decisão é dada por

V (x0) =
[

T∈Gx0
T (FΠ)

= FΠ.

Note que, G é isomorfo a Z2 × Z2 .

Exemplo 3.4 Seja A2 dado no Exemplo 2.5 com

Π = {r1, r2}

uma t-base para G e base dual

s1 = (−2
3
,
1

3
,
1

3
) e s2 = (−1

3
,−1
3
,
2

3
).
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Neste caso,

V∆ =
©
x ∈ R3 : hx,(1, 1, 1)i = 0ª

= hr1, r2, r3i.

Assim,

FΠ =

(
x ∈ V∆ : x =

2X
i=1

xisi e xi ∈ R+
)

=

½µ−2x1 − x2
3

,
x1 − x2
3

,
x1 + 2x2

3

¶
: x1 ≥ 0 e x2 ≥ 0

¾
.

Pela Equação (3.4) e normalizando, obtemos que

x0 =
1√
6
(−2, 1, 1) ∈ FΠ

e Gx0 = {I, Sr2}, pois

Sr2(x0) = x0 − 2hx0, r2ihr2, r2i r2
= x0.

O código de grupo de comprimento 3

C = O(x0) = { 1√
6
(−2, 1, 1), 1√

6
(1,−2, 1), 1√

6
(1, 1,−2)}

com mínima distância (cf. Observação 3.3)

d2min(C) =
4

kr1k2 ks1k2

=
4

2
3
· 2

= 3

e taxa normalizada

R =
1

3
log2 3

bits por dimensão. Além disso, a região de decisão é dada por

V (x0) =
[

T∈Gx0
T (FΠ)

= FΠ ∪ Sr2(FΠ),

onde

Sr2(FΠ) =

½µ−2x1 − x2
3

,
x1 + 2x2

3
,
x1 − x2
3

¶
: x1 ≥ 0 e x2 ≥ 0

¾
.

Observação 3.5 O leitor interessado em algoritmos de decodificações para os códigos de

grupos gerados por grupos de Coxeter irredutíveis pode consultar [12, 14].
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