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Resumo

Geodésicas fechadas associadas a classes de conjugacao de matrizes hiperbdlicas em
SL(2,Z) podem ser codificadas de duas maneiras diferentes. O cédigo geométrico, com
respeito a uma dada regiao fundamental é obtido por construcao universal para grupos
Fuchsianos; ja o cédigo aritmético, dado por fracoes continuas menos, resulta da teoria
de redugao de Gauss e é especifico para o SL(2,7Z). Nesta dissertagdo apresentamos uma

descricao completa das geodésicas fechadas para as quais estes dois cédigos coincidam.
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Abstract

Closed geodesics associated to conjugacy classes of hyperbolic matrices in SL(2, Z) can
be in two different ways. The geometric code, with respect to a given fundamental region,
is obtained by a construction universal for all Fuchsian groups, while the arithmetic code,
given by minus continued fractions, comes from the Gauss reduction theory and is specific
for SL(2,7Z). In this dissertation we give a complete description of all closed geodesics for

which the two codes coincide.
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Notacao

Z.,, - Anel dos inteiros médulo n

Ory iy - Angulo entre v, e v,

B, (0) - Bola aberta centrada em 0 de raio r
B, 0] - Bola fechada centrada em 0 de raio r
aH - Classe lateral & esqueda de H em G
h(7y) - Comprimento da curva

= - Congruéncia

M>(R) - Conjunto das matrizes 2 x 2 sobre R
C - Conjunto dos niimeros complexos

N - Conjunto dos niimeros naturais

Z - Conjunto dos nimeros inteiros

R - Conjunto dos niimeros reais

det(A) - Determinante de A

DT - Diferencial de T

A - Discriminante

p(z,w) - Distancia hiperbdlica entre z e w

| - Divide

C(T) - Eixo da transformacao de T

C - Esfera de Riemann

T, H - Espago tangente

G - Grupo

Isom(H) - Grupos das isometrias de H

G - Grupo das transformagoes de Mobius
SL(2,R) - Grupo linear especial

GL(2,R) - Grupo linear geral

PSL(2,R) - Grupo linear projetivo especial
I' - Grupo modular

- Grupo quociente de G por H

R =

- Isomorfo
—1

1 0

A,, - Matriz do tipo
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mdc(a, b) - Maximo dividor comum de a e b
ds - Métrica hiperbdlica

|£] - Parte inteira do nimero real &

w - Ponto fixo atrator

w,, - Ponto fixo atrator da matriz A,

u - Ponto fixo repulsor

u, - Ponto fixo repulsor da matriz A,
D,(T") - Regiao de Dirichlet para I" centrada em p
F' - Regiao fundamental

[z, w] - Segmento geodésico que une z a w
‘H - Semi plano superior

(g) - Subgrupo ciclico de G gerado por g
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Introducao

As curvas Geodésicas podem ser codificadas por dois tipos de cddigos: O cédigo ge-
omeétrico, com respeito a uma dada regiao fundamental, é obtido por construgao universal
para grupos Fuchsianos. O cédigo aritmético, dado por fracoes continuas menos, vem
da teoria de reducao de Gauss e é especifico para SL(2,7Z). O principal objetivo desta
dissertacao é apresentar condigoes necessdrias e suficientes para que esses dois cédigos
coincidam.

Antes de apresentarmos o grupo Fuchsiano que trabalharemos durante toda esta dis-
sertacao, descreveremos abaixo como ocorre a codificagao para um grupo Fuchsiano fini-
tamente gerado qualquer.

Sejam I' um grupo Fuchsiano finitamente gerado e D uma regiao fundamental de
Dirichlet para I', conforme Figura 1. Temos que tal regiao tem um nimero par de lados
identificados pelos geradores de I' que denotamos por {v,}. Rotularemos os lados de D
por elementos do conjunto {7,;} da seguinte forma: Se um lado s de D ¢ identificado
em D com o lado 7,(s), rotulamos s por 7;. Rotulando todas as imagens de s sobre I'
pelo mesmo gerador 7, obtemos o rétulo do reticulado inteiro N da imagem dos lados
de D, tal que, cada lado em N tenha dois rétulos correspondentes as imagens de D
compartilhadas por este lado. Qualquer geodésica orientada em H pode ser codificada
por uma seqiiéncia de geradores de I', tal geodésica rotula os lados sucessivos de N por
ela cortados. Para cada corte escolhemos o rétulo correspondente a imagem da geodésica
que entra. Esta seqiiéncia descrita é considerada de tal forma que a geodésica nao passa
através dos vértices de N. Podemos assumir que a geodésica intercepta D e escolher um
ponto inicial sobre o interior de D. Saindo de D, a geodésica entra na imagem vizinha de
D através do lado rotulado, digamos, por 7y, conforme Figura 1. Portanto, esta imagem é

~1(D), e o primeiro simbolo do c6digo é 7,. Se ela entra na segunda imagem de D através

x1



do lado rotulado por v,, entao a segunda imagem é

(117271 ) (11(D)) = 7172(D),

e o segundo sfmbolo é 7, e, assim por diante. Consequentemente, obtemos uma seqiiéncia

de todas as imagens de D cruzadas por nossa geodésica na direcao de suas orientagoes:

D.71(D),7172(D), - - ..

Se uma geodésica é o eixo de um elemento hiperbdlico primitivo v € I', entao

T="1720 T

para algum n € N. Neste caso, a seqiiéncia é periédica com perfodo minimo

[,717/727"'77%] :

AL A
AfW

Figura 1. A regiao de Dirichlet e suas imagens
Mapeando os segmentos da geodésica orientada entre todos os cortes consecutivos
do reticulado N, chega-se novamente a D, conforme a Figura 1. Assim, obtemos uma
geodésica em D.
A seqiiéncia de codificacao descrita acima também pode ser obtida tomando os inversos

dos geradores de I, isto &,
Y=
O eixo de um elemento hiperbdlico primitivo C(7) torna-se uma geodésica fechada em D.
Se a geodésica passa através de um vértice de D, surge ambigiiidade em encontrar um
codigo para ela. Neste trabalho nada foi elaborado a este respeito.
Se dois elementos sao conjugados em I', suas geodésicas fechadas coincidem e, conse-

quentemente, o periodo de suas seqiiéncias codificada diferem por uma permutacao ciclica.
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Reciprocamente, se dois elementos hiperbélicos primitivos tem perfodos em suas seqiién-
cias codificadas que diferem por uma permutacao ciclica, entao eles sao conjugados em I,

e consequentemente, suas geodésicas fechadas coincidem.

D Y,(D) vY.v,(D)

"

Figura 2. Levantamento da Figura 1. para o plano hiperbélico

Chamaremos o periodo da seqiiéncia codificada de C(v) com respeito a uma dada
regiao de Dirichlet D, a menos de permutagao ciclica, o cddigo de Morse de uma geodésica

fechada associada a classe de conjugacao de v e denotaremos por

[’Y] = [717727"'7771] :

O eixo da transformagao inversa, C'(y™!), ¢ o mesmo de C(v), mas com dire¢ao oposta.

Além disso,
[7_1} = [7;1a77i1> e a%} .
O cédigo de Morse da matriz A, denotado por [A], é o cédigo de Morse da transfor-

macao de Mobius correspondente.

Veremos mais tarde que o grupo Fuchsiano considerado nesta dissertacao é
' =PSL(2,2)

e que os geradores sao

T(z)=z+1e S(z):—%.

Assim, as geodésicas serao codificadas por uma seqiiencia de T’s e S’s.

Grosseiramente falando, o cédigo geométrico nada mais é do que uma seqiiéncia de
nimeros inteiros, onde cada niimero representa o quantidade de T”’s entre os S’s do cédigo
de Morse. Enquanto que o cédigo aritmético é dado pela expansao em fragoes continuas
do ponto fixo atrator.

Esta dissertacao ¢ contituida de quatro capitulos. No capitulo 1 apresentamos um
pouco da teoria de fragoes continuas, que serd utilizada aqui, para representar o c6digo

aritmético associado a uma matriz de SL(2, Z).
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Algumas adaptacoes foram feitas para que essa teoria se encaixasse no nosso problema,

ou seja, a expansao em fracoes continuas de um nimero £ € R, que seria

1
f = Qo + 1
T e ——
onde
1
ap = [§] e § = —
e indutivamente
1
a=ga] e b= ——
' L 1J §io1— Qi
serd considerado aqui como segue
1
5 =ag — 1
ay — —————
a2
R
com
€] +1 e &= —
ag = e {g=———
0 ag —¢§
e, indutivamente,
1
g =[Gl +le &= ai—& 4
i~ Si-1

O que chamaremos de fracao continua “menos.” Essa modificacao foi feita com o tinico
proposito de deixar um elemento «, que tem uma expansao em fragao continua “puramente

periédica” no seguinte intervalo
a>lel<ad <1,

onde o é conjugada a «. Desta forma teremos que uma matriz serd “reduzida” se, e
somente se, seu ponto fixo atrator tem expansao em fracao continua puramente periédica.

No capitulo 2, falamos um pouco sobre teoria de grupos e além disso, tratamos sobre
o grupo modular PSL(2,Z).

No capitulo 3, estudamos um pouco de geometria hiperbdlica, regiao fundamental.

E por fim, no capitulo 4, tratamos sobre o ponto central da nossa dissertacao, que é

mostrar as condigoes necessdrias e suficientes para que esses dois cédigos coincidam.
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Capitulo 1

Fracoes Continuas

Neste capitulo apresentaremos uma outra representagao de um numero real, a qual
fornece um visao que nao é revelada pela representacao decimal. Mais precisamente,
a teoria das fragoes continuas “menos” estd relacionada a teoria da reducao de Gauss
para formas quadratica inteiras indefinidas de um ponto de vista matricial. Para maiores

informagdes o leitor pode consultar [9)].

1.1 Fracoes continuas “menos”

Dado qualquer nimero

50 € R?
definimos
1
ag = +le&§ =——+,
0 |_§OJ gl ao — gO
€ 0 préximo
1
a1 = +1e =
1= &) ) -
e, assim, recursivamente, definimos
FEEEY: . (1.1)
a; = i € G = 3 .
+ a; — 51
onde
€] =max{n € Z:n < &}
Como
¢ ¢ !
=aqy— — € =a; — —
oy T g



temos que

1
§o = ao — 1
ap — g
Assim, repassando &,,&5,&,, . .., obtemos que
1
ay — —— 71—

a—
1

Isto é uma expansio em fra¢ao continua “menos” de &,. Note que, a; > 2, para todo

1 € N, pois se &; é inteiro, entao
a;—§& =1,VieN e q; =2.
Se ¢; nao ¢ inteiro, entao

a1—1 < ¢ 1<ai1=>0<a;1—-&_,<1=

1
& = ———>1VieNea =& +1>2
aifl_fi—l

Usaremos a notagao

goz(ao,al,...,ak,...)

para designar a fra¢ao continua menos dada por (1.1). Neste caso,

1
(ao,al,...,ak):ag— 1 .
ay — P —
_1
af
Note que,
1
(ag,a1,...,ar) = (ag,a1,...,a5 2,051 ——)
Qg
1
—= an —
0 (a17a27"'7ak‘>
= (ap, (ay,az,...,ax)).
Mais geralmente,
(ag, a1, ... ,ax) = (ag,a1,...a;_1, (a;,...,a;)), para 1 <i < k.

Exemplo 1.1 Ezpandir em fra¢do continua menos o nimero racional

3
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Solugao. Como

ag = 1e§1:i—z
ap :2e§2:%
as :2e§3:18—1
a3:2e§4:§
a4:2e§5=g
as = 3 e g=2

ag = 3eé =1

temos que

3
— =(1,2,2,2,2,3,3,2,2,...).
17 (’777’777’ )

Agora, vamos definir duas seqiiéncias
{aw} e {64}
indutivamente com segue:

a_s = 0,a_1=1¢e€ a; =a;0;_1 — a;_o para 1 >0 (1.2)

By = —1L,B_1=0e fB;=aB;_; — B;_y para i > 0.
Note que, 5, =1, B = a18, > By, B2 > B, etc., de modo que,
1:60§61<62<63<"'<5k<"'
e, assim, limy_,, 3, = 00, pois (3, é uma seqiiéncia crescente de inteiros.

Proposicao 1.1 Para qualquer 0 € R7,

Oag—1 — a2

" 051 — Brs

Prova. A prova serd feita por inducao sobre k. Se k = 0, o resultado serd interpretado

(ao,al,...,ak_l,ﬁ) ,\V/]{?GZ+.

€omo
Qo1 — oy

0B~ By
3

0



o qual é verdadeiro pelas equagoes (1.2). Se k = 1, o resultado é

1 fayg—a_
(a0,0) = ag — = = —2 9L

0 0By —F

Suponhamos que o resultado seja vélido para

(ao,al, e ,ak,l,e).

Logo,

1
(ag,ay,...,a5,0) = (ag,a1,...,a5 1,0, — 5)
(ak - %) Q1 — Qg2
(Clk - %) Br-1 = Br—2
0 (GkOékq - ak72) — Qg1
0 (akﬁkq - 51%2) — By

Qo — oy

0By — Bra

Proposigao 1.2 Seja
xr = (ao, a1, ...,a), vk € Z,.

Entao
873

=5

Prova. Pela Proposicao 1.1 e as equagdes (1.2), obtemos que

Ty

. = (ag,as,...,ax)
_ QpQp—1 — Qg2
B a1 = Br—2
— Oék;
B

Proposicao 1.3 Para todo i > 1 temos que

1
BiBi

041;151' - a¢5¢_1 =lewiq—x =

Qg

5 ¢ irredutivel.
K3

Além disso, a fracao



Prova. Pelas equagoes (1.2), obtemos que
aaf_y — P g =1
Suponhamos que o resultado seja vélido para ¢ — 1, isto é,
Q201 — @i—1f;_y = 1.
Assim, pelas equagoes (1.2), obtemos que
Q1B — b = i (aiﬁifl - 5172) — Bio1 (@i — a2)

= Oézez@i_l - Oézelﬁi_z

= 1

Assim, provamos a primeira parte do teorema. Dividindo por 3, _,[3,;, obtemos que

1
Ti—1 —X; = .
' " Biab
Finalmente, se d = mdc(ay, 3;), entao d divide 1 e, portanto, d = 1. Portanto, a fracao
% é irredutivel. [ ]

Observagao 1.1 Note que

B
= (akvak—lu ceey 2, al)a\V/k S N7
Br-1
pots
By
Bo ’
& _ a251_50:a2_i
51 51 ai
B _ akBr_1 — Prs = — 1
Br-1 Br-1 g:*;
e se ag > 0, entao
Qg
= (a/ka Ag—1y--- 70’17CL0)7Vk 2 17
A1
pots
a1 1
— = a——,
Qo Qo
Qi aa0r1 — Qg 1
— — - = a2 R —
(651 (03] 3—(1)
ap QR — Qg 1
= =0k — @1
Q-1 Q1 o



Proposigao 1.4 Os valores xy, definidos na Proposicao 1.2 satisfazem
T; < Tj_1.
Além disso, limy,_., x), existe e
—0Q

Prova. Como

1
Ti—1 — T; = >0
BiBi-1
temos que
T <ZTj-1 €Tj;>ap— 1,Vj € Z+.
Assim, a seqiiéncia xg, x1, T2, ... € decrescente e limitada inferiormente por ag — 1. Logo,

limy,_ o 2 existe. Como

1
lim (z;—; — ;) = lim =0,
1—00 1—00 ﬁiﬁi—l
pois 3; < 3,41, temos que
[ |
Proposicao 1.5 Temos que limy_.o 1, = &,.
Prova. Pela Proposicao 1.1, obtemos que
§ = (ao,an,...,a5-1,&;) (1.3)
$rQp—1 — Qg2
EeBror — Bra’
com os «; e 3; dados pelas equagoes (1.2). Pela Proposi¢ao 1.2, obtemos que
Qg1
T — & = —&o
Br-1

et EpQh—1 — Q2
Br—1 SkBro1 — B2
(-1Bp_s + ar—284_1)
Br-1(§xBr—1 + Bi_s)
1

Br-1(ExBr-1 + Br2)
1

Bra’
6
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pois 3, < 8.1 € &, > 0. Como limy_,, 5,,_; = 0o temos que
Jim (71 — &) =0,
Portanto,

& = lim z
k—o0

= lim (ag,a1,...,ax)
k—o0

= (ag,a1,az,...).

[ |
Uma seqiiéncia infinita de inteiros ag, a1, as, ... com a; > 2, para todo i € N, determina

uma fracao continua menos infinita

(ao,al,ag, .. )

O valor

(ag,ay,ag,...) = klijilo(ag,al,aQ, CeAg).

Este limite, sendo o igual limy_, ., x5, existe. Assim, uma outra maneira de escrever este

limite é
. Qg
(ao, ay, ag, . . ) = lim —.
k—oo ﬁk
O ntmero racional
673
(a07a1aa27"'>ak) = =Tk
By

é chamado o k-ésimo convergente da fragao continua menos infinita. Neste caso, dizemos

que a fracao continua menos infinita converge para o valor

lim zy.
k—o00

Lema 1.1 Seja

0= (ao,al,ag, .. )

uma fragao continua menos infinita. Entao ag = |0] + 1. Além disso, se

91 = (al,ag,ag, .. .),

entao

1
0:@0—9—1.

Assim, indutivamente, obtemos a equagéio (1.1).

7



Prova. Pela Proposicao 1.4, obtemos que
r1 < 6 < x,
isto é,

1
ag— — < 0 < ag.
aq

Como a; > 2 temos que
a—1<bl0<aysa<i+1<ag+1

Logo, ag = |#]| + 1. Finalmente,

0 = lim (ag,a1,aq,...,ax)
k—oo
. 1
= lim (ap—
k—o0 (CLl, as, ..., ak‘)
1
= Qap — 72
limy o0 (aq, ag, ..., ag)
1
= ag— —.
01

Proposicao 1.6 Duas fracoes continuas menos infinitas distintas convergem para valores

diferentes.

Prova. Suponhamos que

0= ((1,0,(11,(12, .. ) = (bo,bl,bg, . )

Entao, pelo Lema 1.1, [0 +1 =ag = by e

1 b 1
an — ———— —= _—
° (a,az,..) 0 (bi,ba,...)

implica que

((1,1, as, . . ) = (bl, bg, .. )
Assim, por inducao a; = by, para todo k € Z,.. ]
Conclusao 1.1 FExiste uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos nimeros reais

e o conjunto das seqiiéncias infinitas ay,as,...ag,..., com a; € Z e a; > 2, para todo

t€N.



Exemplo 1.2 Awaliar a fragao continua menos infinita

(2,2,2,...).
Solugao. Seja
0=1(2,22,...).
Entao, pelo Lema 1.1, obtemos que
1
0 = 2—
(27 272’ )
B 0
e #* —20 +1 = 0. Logo,
=1

Proposicao 1.7 Seja &, € R tal que

50 = (ag,al,ag, . )

Entao &, é um nimero racional se, e somente se, existir n € N tal que ay, = 2, para todo

k> n.

Prova. Suponhamos que , seja um nimero racional. Se ;, = a € Z, entao, pela equacao

(L.1),
Eo=(a+1,2,2,...).

Se &, €Qe&, ¢ 7Z, digamos

_%
gO_d()?

com mdc(cg, dy) = 1, entdo, pela equacao (1.1),

51; = (ai7az‘+1,ai+27 .. ) = — c @7

com mdc(c¢;, d;) = 1, para todo i > 1.
Afirmacgao. ¢, € Z, para algum n € N.

De fato, suponhamos, por absurdo, que &,, ¢ Z, para todo n € N, isto &, d,, > 1, para
todo n € N. Além disso,

;—n>1,‘v’n€N,

n



pois a, > 2, para todo n € N. Como

Co a 1 a dl
— =ap— — 0— —
d() d—i (&1
temos que
co  dy
— + — = ayp.
do
De modo geral,
Cn dn+1
— + =a,,vn € N,
dn Cn+1

ou ainda,

dpdpi1 + CrCpr1 = apCpi1d,, Vn € N
Desde que ¢4, divide c¢,c,41 € apcni1d,, para todo n € N, obtemos que ¢, ; divide
dydp 1. Como mde(cyi1,dnt1) = 1 temos que ¢, divide d,, ou seja, ¢,11 < d,. Sendo
dpi1 < Cni1, Obtemos que
dpi1 < dp,Vn € N,
o que é uma contradi¢ao. Reciprocamente, suponhamos que exista n € N tal que a, = 2,

para todo k > n. Entao

& = (ag,a1,az,...a,-1,2,2,...)

= (ao,al,ag, e Qp_1, 1) - Q

Seja
0= (CL(), ai,as, . . )
uma fragao continua menos infinita. Dizemos que ela é periddica se existirem ko e m tais
que
A = Apym, Yk > ko.
O menor destes m’'s é chamado o periodo desta fragdo. Neste caso, denotaremos esta

fragao continua menos infinita por

(CL(), A1y vvy Qlg—1, Ay Afg415 - - - 7ako+m—1) .

Quando ko = 0, dizemos que ela é puramente periddica.

Seja 0 € R. Dizemos que 6§ é uma irracionalidade quadrdtica se 0 é raiz irracional de

um polinémio quadrético com coeficientes em Z.
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Exemplo 1.3 Seja § = /5 € R. Entdo 0 é uma irracionalidade quadratica, pois 0 é raiz

irracional de um polindémio quadrdtico
2? -5 € Zlx].

Teorema 1.1 Seja & € R. Entao £ é uma irracionalidade quadrdtica se, e somente se,
sua expansao em fracao continua menos infinita é periddica, exceto o caso em que a parte

periodica for 2.

Prova. Suponhamos que a expansao em fracao continua menos infinita de £ seja periédica

52(bO7b17‘"7bk7a’07a17"’7am71)-

Seja

0 = (ao,arn, -, am1)

= (GOaala cee 7am—176)

Entao, pela equagao (1.3), obtemos que

0 = (ag,a1,...,am,_1,0)
Octyy—1 — s
T 0By B
Assim,
B, 0% — (B, 5+ Qm1)0 + s = 0.
Como

Bmfﬂ'2 — Bz + 1) + g € Z2]

temos, pela Proposi¢ao 1.3, que 6 é uma irracionalidade quadrética. Agora, vamos escrever

¢ em termos de 0,

& = (bo,b1,...,0x,0)
((bo, b1, ...bi—1), (biy...,bk),0)
= (b07b17" — 1)+

(pr + gs)0 + ps
qrf + qs

I

onde

r
]—? = (bo,bl, . .,bifl) € g = (bi;biJrl; e ,bk)

11



Sendo ¢ da forma

b
ﬂ,a,b,cez com b>0e c#0,

temos que & é semelhante a 6. Portanto, £ é uma irracionalidade quadratica.
Reciprocamente, suponhamos que £ seja uma raiz de um polinémio quadratico. Entao
¢ é da forma
%\/E,a,b,cez com b>0 e c#D0.
Note que, b nao é um quadrado perfeito, pois  é irracional. Multiplicando o numerador

e o denominador por |c|, obtemos que

ac + Vbc? —ac + Vbc?
£= — ou § = ——op—.

—c
Assim, podemos escrever £ na forma

S:Trl()‘i‘\/a

q0

onde

Qo | (mg—d) e d,my,qo € Z com qg # 0

e d nao é um quadrado perfeito. Definimos £, = £ e indutivamente

aiztfiJ+1e§i+1: ,i€Z+.

1
aj — gz
Vamos provar que

fA:mi‘f‘\/E mi, —d

y M1 = Q¢ — MMy € Qi1 = ———. (]‘4)
qi qi

Para concluir que a fracao continua menos infinita é periédica, basta encontrar r e s tais
que &, = &,. Vamos dividir a prova em alguns passos:
12 Passo. m; e ¢; sao inteiros nao nulos.

De fato, se « = 0, entao mg e gy sao inteiros por construgao. Suponhamos que o

resultado seja vilido para 7, isto é, m; e ¢; sao inteiros nao nulos e
2
gi | (mi —d).

Note que, m; 1 = a;q; — m; &€ um inteiro nao nulo. Entao a equacao

hy = M d
q;
_ (aiq; — mi)2 —d
qi
m2 —d

2
= - — 2a;m; + a;q;

q;

12



prova que ¢;11 ¢ um inteiro. Além disso, g;41 # 0, pois se ¢;+1 = 0, entdo d = a?,4, 0 que

¢é impossivel, visto que d nao é um quadrado.

1
Sip1”

22 Passo. a; — &; =

De fato,

a; =& = a

qi
a;iq; —m; — Vd
qi
M1 — \/E
qi

mi, —d
Qz'(mi—I—l + \/E)

i1
mi1 + Vd
1

£i+1 '

Assim, pela equagao (1.1), obtemos que

5 = 50 = (ao,al,ag, .. )

Pela Proposicao 1.2, obtemos que

5k06k71 — Q9
50 =

8B — B
Se definimos o conjugado de &€ = a + bv/d como & = a — b\/d, entdo

€/ _ 520%—1 — 02
O - .
EeBr-1 = Bra

Resolvendo para &, obtemos

I Qg2
/ Br_s So Br—2
gk - !/ (o777 | :
Br-1 \ o — 5,
Como
. (67 . O
lim = lim —— =&
k—oo E_2 k—oo Bk 1
temos que

/ Ak —2
. 0 B_
lim <—a) ~1.
k—o0 — —
0 Br1

Assim, existe ky € N tal que

5’_061«—2
(;—52_ S0e0<& <1,V >k,
0 Bi

13



pois
Bz <1
Br-1

Assim, &, — &, > 0, para todo k > kg, pois &, > 1 para todo k > 1. Pela equagao (1.4),

obtemos que

2v/d

fk—§;=—>0 e qk>0,‘v’k2k0.
qk
Como
—Vd d
0 mm Ve —mk+\/_>1,Vk2k0,
dk qk
temos que
]mk — qk| < \/8 (15)

Como d é um nimero inteiro positivo fixado temos que a equagao (1.5) tem somente um

numero finito de possiveis valores para k > kq. Assim,
d— (mg — qx)* >0
tem somente um nimero finito de possiveis valores para k > kqy e pela equagao (1.4)
d— (mi — @)* = Ge(—@—1 — @ + 2m) = @, | d — (Mi — q1)°.

Assim, ¢, tem somente um nimero finito de possiveis valores e, assim, m;. Logo, existem
inteiros j e [ distintos tais que my = m; e q; = ¢. Portanto, podemos escolher 7 e s de

modo que r < s. Pela equacao (1.4), obtemos que &, = &, e, portanto,

f - 50 - (CL07 a1,a2,...,0,r-1,Qr, Qr41, Qr42, - - - 7as—1)7
além disso, a parte periddica nao pode ser apenas 2, pois & é irracional. |

Corolario 1.1 Seja £ € R uma irracionalidade quadrdtica. Se

f: (ao,al,ag, . ,CL]{;,l),V/{? > 1,

entao
1

g

Prova. Como ¢ e &' sdo raizes do polindmio

= (kabakd, cee 7(11,@0)-

f(x) = B 128 — (By_a + 1)z + ap_y € Z[x]
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temos que

cre = Brata)
B
a - —
_ Skt + B 2
Be1  Bra
Logo,
— = lim Frs
k—o0 ﬁk72
Pela Observacao 1.1,
B
3 - (ak—17ak—2a~--,a1,ao>,V/€> 1.
k—2
Assim,
1
g = (a'k—l? ak—27 e ,al,ao),

Teorema 1.2 Seja £ € R uma irracionalidade quadrdtica. Entao & tem uwma expansao
em fracdo continua menos puramente periddica se, e somente se, £ > 1 e0 < & < 1,

onde &' denota o conjugado de €.

Prova. Suponhamos que £ > 1 e 0 < £ < 1. Entao, fazendo &, = &, obtemos, pela

equacao (1.1), que

=a; — §;.

§in

Como &, > 1 temos que a; > 2, para todo ¢ € Z,. Segue, indutivamente, que

0<&<1,VieZ,,

pois
1
0<éy<lyag=2=ap—& >1e f—,>1.
1
Entao
1 1
0<CLL’—,— <leai: - +1,
i1 §it1
pois
1
€= ai—
i

Por hipétese, existem j e k, com j < k, tais que &; = &;. Logo, {; =&} e

e[ 1o

15



1 1
j—1 9 fj €k k—1
Assim, §; = §, implica que §; ; = §;,_;. Portanto, depois da j-é¢sima iteragao desta

implicagao, obtemos que

§o = fk—j e { =&, = (ao,a1,az,--- Jak*jfl)'

Reciprocamente, suponhamos que ¢ tenha uma expansao em fracao continua menos pu-

ramente periédica, digamos

f = (ao,al,ag, ce ,ak_l),

onde a; > 2, para todo 1 <7 < k — 1. Entao £ > ay > 1 e pela Proposicao 1.2, obtemos

que
5 = (a07a17a27"'7a’k?717€)
g1 — Qg2
EBr—1 — Br—2

Assim, £ é raiz do polindémio
f(x) = Bp12® — (By_a + i1)® + g_s € Z[2)].
Como £ > 1 basta provar que f tem uma raiz entre 0 e 1. Note que,
f(0) = g2 >0,
pois a; > 1, para todo 7 € Z, e

f1) = (Beor —ar1) = (Brz — ar—2)

1 (-1 Br_a Qi
- 1 Shty Pk=2 _
T an) G T B
_g, (Pr2 k2
< 6k_1(5k—1 ﬁk—l) < 0.

Entao, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, f contém uma raiz &' tal que 0 < ¢ < 1. 1

1.2 Algoritmo

Nesta secao apresentaremos um algoritmo para determinar a expansao em fragao con-

tinua de um nimero real §,, quando £, ¢ uma irracionalidade quadrética.
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Pela equacao (1.4), temos

2
ms.., —d
Gis1 = e o S
qi
_ (aiq; — mi)2 —d
qi
2 _ g
= — 2a;m; + a?qi
qi
= ¢i—1 — 2a;m; + a;(mis1 +m;)
= @1+ ai(mip —my).
Iniciando com
mo +Vd
§o=———— e qo| (mj—d),
qo
obtemos, para i > 1, que
mo +Vd m? —d
gy = — | +1, my = apqo —mo, ¢1 =
do qo
my + Vid
a; = q— +1, ma =a1q1 — M1, G2 = qo+ a1(mg —my)
1
mi_1 +Vd
a1 = q— +1, my = ai1¢i1 — M1, ¢ = Gi—a + a1 (m; —my_q).
i—1

Exemplo 1.4 Ezpandir em fra¢do continua menos o nimero irracional
o =4+ V12

Solucao. Como
mg + \/a

e qo | (mg — d)
qo

§o =
temos que mg =4 e qo = 1. Logo,
a = 8 mi=4, ¢ =4
ay = 2, m2:4, q2:1
az = 8, mg=4, g3=4

as = 2, m4:4, Q4:]_

Portanto,



Capitulo 2

Grupos

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados classicos da teoria dos grupos, bem

como um pouco da teoria do grupo modular I' = PSL(2,Z), que “age” no semi-plano

superior H pela transformacao de Mobius. Estes resultados serao necessdrios para a

compreensao desta dissertacao. O leitor interessado em mais detalhes deve consultar

[1, 4,9, 14].

2.1 Grupos

Um conjunto G equipado com uma operacao bindria

x: GxG—GG

(a,b) — ax*b

é um grupo se as seguintes condicoes sao satisfeitas:
1. ax (bxc) = (ax*b)x*c, para todos a,b,c € G.
2. Existe e € GG tal que e x a = a * e = a, para todo a € G.
3. Paratodoa € G, existe b € G tal que axb=bxa =e.
O grupo é abeliano ou comutativo se também vale a condi¢ao
4. a *b= b a, para todos a,b € G.

Com o objetivo de simplificar a notacao usaremos ab em vez a * b. A ordem

cardinalidade de um grupo G ¢ o nimero de elementos de G e denotaremos por |G]|.
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Exemplo 2.1 Seja M(R) o conjunto de todas as 2 X 2 matrizes sobre R. Entao
GL(2,R) = {A € My(R) : det(A) # 0}

com a operac¢ao usual de multiplicagao de matrizes é um grupo nao abeliano, chamado

grupo linear geral.
Solugao. Sejam A, B € GL(2,R). Entao, pelo Teorema de Binet,
det(AB) = det(A) det(B) # 0.

Logo, AB € GL(2,R). Assim, o produto usual de matrizes é uma operagao bindria em

GL(2,R). E claro que esta operacio bindria é associativa e

10
I = € My(R)
01

¢ o elemento identidade de GL(2,R). Finalmente, se

a b
c d
¢ tal que D = det(A) # 0, entao
. 1 d —b
D\ _¢ ¢
é a inversa de A e
1
A = .
det(A™) = Gy 7 °

Assim,

AT eGL(2,R) e A TTA=AAT =T

Exemplo 2.2 Seja G o conjunto de todas as transformacoes T : C — C definidas por

az+b
cz+d’

T(z) =

onde a,b,c,d € R e ad — bc # 0. Entio G com a operagio usual de composi¢cdo de
fungoes é um grupo nao abeliano, chamado grupo das transformagoes lineares fraciondrias

ou grupo das transformacoes de Mobius.
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Sejam G um grupo e H um subconjunto de GG. Dizemos que H é um subgrupo de G,

em sfmbolos H < G, se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. H#0;

2. ab~! € H, para todos a,b € H.
Exemplo 2.3 Seja
SL(2,R) = {A € GL(2,R) : det(A) = 1}.
Entao SL(2,R) é um subgrupo de GL(2,R), chamado grupo linear especial.

Sejam G um grupo e X um subconjunto de G. Seja F a familia de todos os subgrupos
de G contendo X, isto é,
F={K<G:XCK}.

Como G € F temos que F # (). Seja

H= (K.

KeF

E facil verificar que H ¢ o menor subgrupo de G que contém X, chamado o subgrupo

gerado por X, e serd denotado por (X). Se

X:{gla"'agn}a

entao

<X> - <glu R agn>
Proposigao 2.1 Sejam G um grupo e X um subconjunto ndo vazio de G. Entao
(X)={z1--z,:neENex; € XUX 1,

onde

Xt1={z1:2e X}
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Seja g € G. Entao
{9) ={g" :n e},
chamado de subgrupo ciclico de G gerado por g. Um grupo G é chamado ciclico se existir
g € G tal que G = (g).

Sejam GG um grupo e H um subgrupo de GG. Dado a € G, o conjunto
aH = {ah :Yh € H}

é chamado a classe lateral a esquerda de H em G determinada por a. De modo semelhante,

podemos definir a classe lateral a direita Ha de H em G. O conjunto de todas as classes

(€3
-

laterais & esquerda de H em G formam uma particao de G, que denotamos por

Dados a,b € G, dizemos que a é congruente a b mdédulo H se a='b € H, que denotamos
por a = b (mod H). E fécil verificar que = é uma relacao de equivaléncia em G e que a
classe de equivaléncia determinada por a é igual a classe lateral & esquerda aH. O elemento
a ¢ chamado um representante da classe de equivaléncia. E também facil verificar que
existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto das classes laterais a esquerda
de H em G e o conjunto das classes laterais & direita de H em G. A cardinalidade do
conjunto das classes laterais a esquerda (ou a direita) de H em G é chamado o indice de
H em G, que denotamos por (G : H).

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Dizemos que H é um subgrupo normal
de GG, em simbolos H < G, se

Ha =aH,Va € G,
isto &,
aHa™' = H,Va € G.

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entao % é um grupo com operacao
aHbH = abH, para todos a,b € G, se, e somente se, H é um subgrupo normal de G.
Neste caso, % ¢ chamado o grupo quociente de G por H.

Sejam G e K dois grupos. Uma aplicagao o : G — K é um homomorfismo de grupos

se

o(ab) =0 (a)o (b),Va,beG.

Um homomorfismo de grupos o : G — K é um isomorfismo se o ¢é bijetora. Quando

existir um isomorfismo entre G e K dizemos que G e K sao isomorfos e denotaremos por

G~K.
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Teorema 2.1 Seja o : G — G’ um homomorfismo de grupos. Entao kero < G e

~Imo <G

ker o

Sejam G um grupo e X um conjunto nao vazio. Uma a¢ao de G sobre X é uma funcao

x: Gx X —X

(g, 7) — gxx

tal que sa seguintes condigoes sao satisfeitas:

l.exx =z, Vr e X,

2. (1g2) *xx=g1 % (g2 xx), Ve € X e Vg1, g2 € G.

Para cada g € G, a fungao o, : X — X definida por o4(x) = g*z, ¢ uma permutagao
de X, isto é, o, ¢ um elemento do grupo simétrico Sx. A fungao ¢ : G — Sx definida por
¢(g) = 0, € um homomorfismo de grupo chamado de uma representa¢io de G em Sy.

Reciprocamente, qualquer homomorfismo ¢ : G — Sy define uma agao, gr = ¢(g)(z).

Exemplo 2.4 Sejam G = (Z,+) e X = R. Entdo a funcio x : G x X — X definida
por

x(n,x) = (—=1)"x

¢ uma agao de G em X.

Proposigao 2.2 Sejam K = {—I,1} < SL(2,R) e G o grupo das transformagées de

Mdébius. Entao
SL(2,R)
—x =

Prova. Vamos definir ¢ : SL(2,R) — G por

_az+b
oz +d]

p(A)
onde

a b
A= € SL(2,R).
c d
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Entao ¢é claro que ¢ esta bem definida e ¢ um homomorfismo de grupos sobrejetor. Assim,

pelo Teorema 2.1,

SL(2,R) G
ker o

Dado A € SL(2,R), temos que

Ackerp < p(A) =1.

Assim,

d

az+b:z<:>czg+(d—a)z—b:0,VzE(C com z # ——
c

cz+d

Como esta equagao tem no méximo duas raizes temos que ¢ =b =0 e a = d. Logo,
ad—bc=1=ad>=1= a==+lI.

Portanto,

Ackerps A=1 ou A=—1,
isto é, ker p = K. [

Dados A, B € SL(2,R), dizemos que A estd relacionado com B, em simbolos A ~ B,

se, e somente se, B = A ou B = —A. Portanto,

~ SL(2,R)
= —{—I,]} =

é chamado o grupo linear projetivo especial. Neste caso, nao faremos distingao explicita

PSL(2, R) U{A,—A},A € SL(2,R),

entre o grupo PSL(2,R) e o grupo das transformagoes de Mobius G.

Note que apesar de serem algebricamente iguais, PSL(2,R) e G tém comportamento
geométrico totalmente diferentes, quando ambos sao considerados como transformacoes
de R? em R? (Identificando C com R? mediante a aplicagao natural = + iy — (z,7)).

Por exemplo, a matriz
0 1

-1 0

A:

aplicada ao vetor
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nos da o vetor

1
1/’
enquanto que
1
T(z)=—-
()=
transforma z = 1 + 7 no nimero complexo
1 n 1.
—=+ =1.
2 2

2.2 Grupo modular
Consideremos um elemento co ¢ C. O conjunto
C =CuU{oo}

serd chamado de esfera de Riemann. Os pontos de C C C seriio denotados de pontos
finitos. Diremos que V' C C 6 uma vizinhanga do co, se oo € V e existe r > 0 tal que
C-B.[0]CV.

O plano complexo C obtido de C pela adjuncao de oo é também chamado plano

complexo estendido. As regras de cdlculo para o oo sdo as seguintes:
Z+00=00+2=00,2:-00=00"2 = 0Q,
para z # 0 em C . Convencionaremos escrever

E:oo,i:O se z # 0.
0 00

No caso em que a transformagao de Mobius 7' se estende a C, teremos:

T (-%) =00, se c#£0

C

T(o0)=4,sec#0

T (00) =00, se ¢ =0

Teorema 2.2 Se T € PSL(2,R) e T # Id, entao T possui um ou dois pontos fixos.
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Prova. Suponhamos que

az+b
T(z) = cz+d’

onde ad — bc = 1. Um ponto fixo de T é uma solugao da equacao
T(z) = z.

Assim, hé dois casos a ser considerado:

12 Caso. ¢ = 0, neste caso ad = 1. Logo,
T(z) = a*z + ab = a(az + b).
Assim, T'(00) = o0, isto é, T' fixa co. Os pontos fixos finitos de T sao dados pela equagao
a’z +ab = z.

Se a # +1 esta equagao possui apenas uma solugao

B ab
1 —q2

)

e, neste caso, T possui dois pontos fixos, a saber oo e zy. Por outro lado, se a = =41,
devemos ter ab # 0, pois T # Id. Neste caso, a equagao T'(z) = z possui uma unica
solucao, a saber z = cc.

22 Caso. ¢ # 0, neste caso,

T(x0) = % # 0.

Logo, se T'(z) = z, entao z ¢ finito e, além disso,

az+b
cz+d

=28+ (d—a)z—b=0.
Esta equacao possui uma solucao, se
D=(a+d?—4=0
ou duas solugoes, se
D= (a+d)?—-4#0.
[ |
Duas matrizes A, B € SL(2,R) sao chamadas equivalentes se elas sao conjugadas, isto
é, se existir P € SL(2,R) tal que B = PAP~!. Os autovalores de

a b
c d

A—
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sao as rafzes do polinoémio nao nulo

da(r) = det(xl — A)

= 2% — (d+ a)z + ad — bc,
o qual depende unicamente da classe de equivaléncia de A.

Exemplo 2.5 Sejam

15 -8 13 6
A= e B=
2 -1 2 1
Entao existe
-1
P = € SL(2,R)
0 1
tal que
B = PAP .

Neste caso, \y =7 —4v/3 e Ay = 7+ 4V/3, sdo os autovalores de A e B.

Teorema 2.3 As classes de equivaléncia de matrizes de SL(2,R) com autovalores distin-

tos \1 e Ay contém exatamente duas matrizes diagonais, a saber:

A 0O Ay 0O
0 )\2 0 )\1

e sao caracterizadas pelo par (A1, Az2).

Prova. Suponhamos que

x1 T2
hn Y2
sao autovetores associados aos autovalores \; e A\, respectivamente. E claro que v e v

sao linearmente independentes e

AVj = >\jVj,j = 1,2
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Assim, a matriz

p— 1 T2
Y1 Y2
transforma A em
A0
pApt=|( "
0 X
e a caracterizacao fica clara. [ |

Uma transforma¢ao modular é uma transformacgao de PSL(2,R) cujos elementos da
matriz associada sao inteiros. O conjunto de todas as transformacoes modulares forma
um grupo,

I'={T4:AecSL(272)} = PSL(2,Z),

que chamaremos de grupo modular.

Seja
a b
7= ca,b,c,deZ e ad—bc=1
c d
Pela prova da Proposicao 2.2
Iy r
{-1,1}
Se
A= € SL(2,Z),
c d
entao
a—x b .
O () = det =z —(a+d)z+ 1.
c d—u=x

Logo, os autovalores sao

(a+d) £+ (a+d)2—4.

Ao = 5

Claramente A\; Ay = 1. Consequentemente \;  sao inteiros algébricos. Além disso, A; 2 sao

unidades no corpo

Qv (a+d)? —4).
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Como A\ Ay = 1 temos que

1 se a+d=2
Al =Ny = )
-1 sea+d=-2

Assim, A2 ¢ Q se |a + d| # 2. Como resultado temos a seguinte classificacao:
Uma matriz A em I' é parabélica se

la+d| =2

e, consequentemente, A\g = 1 ou A\g = —1 & o unico autovalor de A.

Uma matriz A em I' é eliptica se
la+d| =0 ou |a+d| =1.
e, consequentemente,

)\1’2 =41 € Q(l) ou )\172 = LZ\/__?) € Q(\/—_3)

Neste caso o multiplicador

Ao —1lsea+d=0

N =22 _
A1 —71*2‘/7_3 se la+d| =1

Finalmente, o caso que trataremos em nossa dissertacao.

Uma matriz A em I" é hiperbdlica se
la+d| > 2

e, consequentemente,
(a+d)£+/(a+d)?—4

Ao = 5

pertencem ao corpo quadrético real

Q(v/(a +d)? —4),

pois (a + d)? — 4 > 0. Neste caso o multiplicador

A= —=);.
A 2

Teorema 2.4 O grupo modular I' é gerado pelos elementos

T(z)=z+1c¢e S(z):—%.
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Prova. Seja
_az+b

PSL(2,7Z).
9(2) ——— SL(2,2)
Entao
 —cz—d . (a4 ke)z+b+kd
Sog(z) = P e TMog(z) = o d Yk € Z.

Mostraremos que g pode ser representada como composicao de um niimero finito de trans-
formacoes T, T! e S. Como ad — bc = 1, os inteiros a e ¢ sao relativamente primos ou
um deles é igual a 0. Se a = 0, entao b = —1 e ¢ = 1 ou vice-versa. No primeiro caso
ficamos com

T 9Sog=1
e, portanto, g = S o T% no segundo caso g = S o T~%. Analogamente, se

c=0,9(2) =24+0b ou g(2) =2 —0,

isto &, g=T" ou g=T7".
Suponhamos que a # 0 e ¢ # 0. O algoritmo de fatoracao da matriz correspondente
a g ¢ essencialmente o algoritmo Euclidiano para achar o mdc {|a|, |c|}, que neste caso &

igual 1. Podemos assumir que ¢ > 0. Se |a| > ¢, escreveremos
la| = gc+r, onde 0 <r <c

Se a > 0, entao aplicamos 1T~ ¢ a g para obtermos

rz+ 0
T = —
°9(2) cz+d’
e aplicando S, obtemos que
—cz—d
SoTlT™1 = —
° °9(2) rz 4+
Se a < 0, entao aplicando S o T? a g, obtemos que
—cz—d
T1 = —.
SoTtog(z) rz —b"

Em ambos os casos, depois do primeiro passo, obtemos

a1z + b1

o d, com |ai| > |c1] e |ai] < al.

Em um ntmero finito de passos, encontraremos

anz + by,

m com anzzlzlecn:(]

que j4 foi considerado anteriormente. Por fim, se |a| < |c|, aplicamos a transformacao S

e o problema se reduz ao caso ja considerado. |
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Exemplo 2.6 Seja
() = 2228 C pgi2,2)
=5 )

Entao
g=T"0SoT20SoT ™

Além disso,

_ 13246
h(z)=T 1ogoT(Z):—22+1,

ou ainda,

h=T%0SoT206S8.

Portanto, g e h sao conjugadas em PSL(2,7Z).
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Capitulo 3

Geometria Hiperbdlica

Neste capitulo apresentaremos algumas definigoes e resultados clédssicos sobre geome-

tria hiperbdlica. O leitor interessado em mais detalhes pode consultar [14].

3.1 Plano hiperbélico

O semiplano superior

H={2€C:Imz>0} CcC

equipado com a métrica

N
ds = % (3.1)

¢ chamado de plano hiperbolico. A métrica dada pela Equagao (3.1) é chamada métrica
hiperbdlica.
O espaco tangente a 'H em um ponto z de H ¢é definido como o espago de vetores

tangentes a z, ou seja,
T.H ={7'(0) : 7(0) = z},

onde
v:[0,1] —H
¢ um caminho diferenciavel por partes em H.
A métrica dada pela Equacao (3.1) é induzida pelo seguinte produto interno em 7, H:
para ¢y = §; + 11y € Cp = & + 1),

(€)= S,
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Além disso, a norma ||-|| em 7,H corresponde ao produto interno (-, ). O dngulo entre (;
e (5 € definido como

<<17 C2>

cosf) = ——=—

GG

Seja 7y : [0, 1] — H um caminho diferencidvel por partes,
v(t) ={z(t) = x(t) +wy(t) e H:t €[0,1]}.

O comprimento da curva v é dado por
@ @
h(~) = / dt w7t 3.2
A AT 32

Definimos ainda a distdncia hiperbdlica entre os pontos z e w de H como

p(z,w) = inf h(7), (3.3)
onde o infimo é tomado sobre todas as curvas diferencidveis por partes conectando z e w.

Proposicao 3.1 Toda transformagao de Mobius Ty aplica H em H, onde

a b
A= € SL(2,R).

c d
Prova. Como
w = Ta(z)
_ (az+b)(cz+d)
|z + d|?
ac|z)® 4 adz + bz + bd
ez + d|?
temos que
—w d—>b -z I
mw= =T _(ed-b)z—7) __Imz (3.4)
21 2i|cz +d| lcz + d|
Portanto, Im z > 0 implica que Imw > 0. [ |

Seja 7y : [0,1] — H uma curva. Dizemos que v é uma geodésica se
t /(9% 2 + (% 2
(v(s),7(1)) =/ (dt)y(t) () dt,¥s,t € [0,1], (3.5)

ou seja, se v minimizar a distancia entre os pontos do seu tragado. Além disso, a geodésica

¢ chamada fechada se v(0) = y(1).

p
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Uma transformagao g de H sobre H é chamada uma isometria se ela preserva a
distancia hiperbdlica em H, isto é,
p(9(z),9(w)) = p(z,w) ,Vz,w € 1.
Denotaremos por Isom(H) o grupo das isometrias de H.

Teorema 3.1 As transformacdes de Mobius sao isometrias.

Prova. Seja T' € PSL(2,R). Entao, pela Proposicao 3.1, T" aplica H sobre H. Seja

v : I — 'H uma curva diferencidvel por partes dada por

2(t) = (@), y(1)) = x(t) +iy(t).

Se
az+b

cz+d’

entao

ao longo da curva 7. Logo,

dw a(cz+d) — c(az +b)

dz (cz+d)?
B 1
 (cz+d)?
Pela Equagao (3.4), obtemos que
v=—=L
lcz + d|?
Logo,
dwl _ v
dz| vy’
Assim,
gira
h(T(v)) = / dt
To) = [
_ [2E]
1 dt
o u(t)
' ||
= dt = h(~y
/0 y(t) )
Portanto,
p(T(v(s), T(v(t)) = p((s),7(t)) ,
para todo T" € PSL(2,R). [ |
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Proposigao 3.2 Seja C' um semicirculo ou uma semi-reta ortogonal ao eixo real que toca

o eixo real no ponto xy. Entao

1
T(z2) = — +wp € PSL(2,R)
Z — X

aplica C' no eizo imagindrio positivo, para um valor adequado de wy. |

Teorema 3.2 As geodésicas em 'H sao semicirculos ou semi-retas ortogonais ao eizo R.

Prova. Sejam 21, 2o € H. Suponhamos que

z1=1a e 29 =1b com b > a.

Se v : I — 'H é um caminho diferencidvel ligando ia a ib, com

entao

Assim, este é exatamente o comprimento hiperbdlico do segmento do eixo imaginério que
une za e tb, consequentemente, a geodésica que une ia e tb ¢ o segmento do eixo imaginario
que os une.

Consideremos agora z; e zo arbitrarios. Seja L o semicirculo Euclidiano tinico ou
semi-reta que une z; a zp. Assim, existe, pela Proposi¢ao 3.2, uma transformacao em
PSL(2,R) que mapeia L no eixo imagindrio positivo, o que reduz o problema ao caso
particular acima. Logo, pelo Teorema 3.1, concluimos que a geodésica entre z; e 25 é 0

segmento de L que une z; a 2. [ |

Coroldrio 3.1 Quaisquer dois pontos z,w € 'H podem ser unidos por uma tunica geodésica,
e a distancia hiperbolica entre z e w € igual ao comprimento hiperbdlico do segmento da

geodésica que une esses pontos, que denotamos por [z,w]. |

Teorema 3.3 Toda isometria de H, em particular toda transformagio em PSL(2,R),

transforma geodésica em geodésica.
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Prova. Sejam

T € PSL(2,R),

z, t pontos distintos em H e € € [z,t]. Entao, pelo Teorema 3.1 e o Coroldrio 3.1, temos
que

T(e) € [T'(2), T(t)],

isto é, T' mapeia o segmento [z,t] no segmento [T(z),T(t)] e, portanto, geodésicas em

geodésicas. [ |

Vimos no Teorema 3.1 que as transformagoes de PSL(2,R) sao isometrias do plano
hiperbélico H.

Seja

a b
A= € SL(2,R).
c d

O sinal do determinante da matriz A determina a orientacao da isometria, ou seja, se
ad — bc =1,
entao as transformagoes correspondentes sao isometrias que preservam orientacao. Se
ad — bc = —1,

entdo a isometria tem orientacdo oposta. Assim, as transformagoes em PSL(2,R) sao

isometrias preservando orientagao.

Se

a b
A= € SL(2,R)
c d

for hiperbdlica, a transformacao T4 terd dois pontos fixos, que sao obtidos resolvendo

_az+b ) 9 B
¢= g ousdacz +(d—a)z—b=0.
Assim, obtemos que
_ 7 _ ) — 7 _
wl:(a d) 4+ +/(a+d) 4ouw2:<a d) (a+d) 4.
2c 2c

O ponto fixo w; de T pode ser expresso em termos do autovetor

Z;
vV, =

Yi
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associado ao autovalor \;, ou seja,
Z;
W; — —.
Yi

Em termos do autovalor \; a derivada do ponto fixo w; pode ser escrita como

1 1

T'(w;) = —— = —.

Sejam w e u pontos fixos de uma transformagao

T:H— H.
Dizemos que w ¢é atrator se
T'(w) <1,
e u é repulsor se
T (u) > 1.

Uma geodésica em H unindo os dois pontos fixos w e u de uma transformagao hiper-
bélica T' é chamada eizo de T' e serd denotada por C(T). Neste caso, C'(T) ¢ a semicir-

cunferéncia de centro

a—d

(“5==00)
e raio

2 _
. (a+d) 47

2c
ou seja,

a—d 9 9

- =recz+y’)+(d—a)z—-0b=0.

Seja T' uma transformagao de Mobius. A diferencial de T', denotada por DT, em um
ponto z é uma transformacao linear que leva o espago tangente T,’H sobre Tr(,)H e é por

definicao a matriz

ou  du
DT = or Jy
o
or Oy

Teorema 3.4 Seja T' € PSL(2,R). Entao DT preserva norma em cada ponto no espaco

tangente.

Prova. Para ¢ € T.H, temos DT(¢) = T"(z)¢. Como

- ITE) 1
7O =T =
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escrevermos

(DT _ [Tl _ ¢

[ |
Corolario 3.2 Toda transformagiao em PSL(2,R) preserva dngulo.
Prova. E ficil verificar que,
1 2 2 2
(€1, Co) = §(||C1” + 16" = 1161 = Call"), V¢1, ¢ € TLH.
Logo,
<C17C2>
cosf) = ————=—
lieyiyirey|
(DT'(¢y), DT(C5))
= ,VT' € PSL(2,R),
DT DT 8
pois T preserva orientacao. |

3.2 Regiao fundamental

Seja 2 um subgrupo de Isom(H). Um subconjunto F' de H é uma regido fundamental

para {2 se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. F' é uma regiao fechada em H limitada por um nimero finito de geodésicas;

2. As imagens T'(F') cobrem todo o plano hiperbélico H, isto é,

JT(F) =H;

TeEQ

3. Para Ty # T, as imagens T3 (F') e T5(F') ndo tém pontos interiores em comum, isto
¢,
FNT(F)=oNT € Q—{I},

onde F é o interior da regiao fundamental F'.

A familia

{T(F):TeQ}
¢é chamada de tesselacao de H.
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Note que, SL(2,R) pode ser identificado com o seguinte subconjunto de R*:
X ={(a,b,c,d) eR*:ad —bc =1} .

Assim, a norma em SL(2,R) ¢ induzida de R* do seguinte modo: dado

a b
A= € SL(2,R)
c d

definimos a norma em SL(2,R) como

|A|l = Va2 4 b2 + 2 + d>.

Além disso, temos a métrica

d(A, B) = [|[A—-BJ|.

A convergéncia em PSL(2,R) pode ser expressada em linguagem de matrizes como
segue: se

gn — g em PSL(2,R),
entao existem matrizes A,, e A representando g, e g, respectivamente, tais que
Tim [|A, — Af = 0.
Um subgrupo € de Isom(H) é chamado discreto se

T, — 1

?

entao existe ng € N tal que

T, = 1,Yn > ny.

Um subgrupo discreto de PSL(2,R) é chamado grupo Fuchsiano.

Exemplo 3.1 O grupo modular " é um subgrupo discreto de PSL(2,R), isto é, um grupo

Fuchsiano. De fato, seja

Entao

a, — 1,b, - 0,¢, — 0 e d, — 1.
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Como ay,, b,, ¢, ed, sdo inteiros temos que existe ng € N tal que
a,=1,b0,=0,¢,=0 e d, =1,Yn > nyg.

Logo,

Sejam {2 um grupo Fuchsiano e p € 'H tal que

T(p) # p,VT € Q—{I}.

Definimos a regidgo de Dirichlet para €) centrada em p como sendo o conjunto

D,(Q) ={ze€H:p(z,p) < p(z,T(p)),VT € Q}, (3.6)
ainda podemos escrever a equagao (3.6) como sendo

Dp(Q2) ={z € H: p(z,p) < p(T(2),p), VT € O},

pois a métrica hiperbélica é invariante sob PSL(2, R).

Para cada T) € PSL(2,R) fixado,
Dp(Ty) ={z € H: p(z,p) < p(z,T1(p))}
é o conjunto de pontos z que estdo mais préximos a p do que de Ti(p).
Teorema 3.5 A regido de Dirichlet Dy(I"), com p=Fki ek > 1, é o conjunto
F:{zeHz|z|21 e |Re(z)|§%}.

Prova. E facil verificar, conforme Figura 3, que p = ki, com k > 1, ndo ¢é fixado por

nenhum elemento diferente da identidade de I'. Além disso, as isometrias

T(z)=2+1 e S(z):—é

estao em I' e os lados geodésicos de F' sao bissectores dos segmentos

p. T(), [p. T ()] e [p.SP)],

respectivamente. Logo, pelo Teorema 2.4, D,(I') C F. Suponhamos, por absurdo, que
D,(T") # F. Entao existem z € FegeT tais que g(z) € F. Como

(Z)_az—i-b
g ez +d
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temos que

lcz+d> = |z +2Re(2)cd + d?
> 4+ d* —|cd

= (le| = [d])* + |ed| > 0,
pois |z| > 1, Re(z) > —3 e ad — bc = 1. Logo,
lcz +d| >1

e, consequentemente,
Img(z) = %’2)2 < Im(z),
lcz + d|
o que ¢ uma contradigao. O mesmo argumento com z e g substituidos por g(z) e g~! nos
dé a desigualdade contraria,

Imz < Img(z).

Portanto, D,(I") = F. [ |

-1 -1/2 0 1/2 1

Figura 3. Regiao fundamental F'
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Capitulo 4

Cédigos Geométrico e Aritmético

Neste capitulo apresentaremos uma construcao de cédigos geométricos e aritméticos,
em especial daremos condigoes para que estes c6digos coincidam. Salvo mencgao explicita

em contrario, T e S representam as transformacoes
1

z+1le ——,

z

respectivamente.

4.1 A superficie modular e geodésicas fechadas
Pela Proposicao 3.1, a fungao * : I' x H — H definida por
H(T, 2)) = Ta(2)
¢ uma acgao do grupo I' sobre H. Dados z,w € H, definimos
z ~w < existe g € I' tal que w = g(2).
Entao ~ é uma relacao de equivaléncia em H e

H= UO(2),

zeF

onde
O(z) ={g(2) : g €T}
é a classe de equivaléncia determinada por z ou a drbita de z. Para cada z € H o conjunto
I'.={g€el:g(2) ==z}
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é¢ um subgrupo de I' chamado o estabilizador de z. Além disso, o conjunto quociente ou

espaco das érbitas

H H
?:::{0(2)2267{}
é chamado de superficie modular.
F )  TF) . TE) . THE)
3 : ;
2 4
p-1
1
5
-1 -1/2 0 u 12 1 3./2 2 52 3 7./2 w4 92

Figura 4. Codificagao geométrica

Seja F' uma regiao fundamental para I', com o ponto ¢ dividindo dois lados circulares,

conforme Figura 5. Sobre a projecao

o lado vertical esquerdo ¢é identificado com o lado vertical direito via a transformagao
T(z)=2z+1

e o lado circular esquerdo ¢ identificado com o lado circular direito pela transformagao

que fixa 1.

c(4)

°5

-1 -1/2 0 % 1/2 14 1

Figura 5. Confinamento da Figura 4. & regiao F
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O fibrado tangente a 'H & definido por
TH=A{(2,():z€H, (€T, H},
e o fibrado tangente unitdrio é definido por
SH=A{(z,¢): 2 e H,¢ e T.H,||C]| = 1}.

Proposigao 4.1 Geodésicas fechadas sobre a superficie modular % estdao em correspondén-

cia biunivoca com as classes de conjugacao de elementos hiperbolicos em T.

Prova. Sejam u,w € RU {oo} os pontos fixos repulsor e atrator de uma transformacao
hiperbdlica qualquer 7' € PSL(2,Z). Sejam z € C(T') e ¢ um vetor tangente unitdrio a
C(T') no ponto z. Entao T'(z) € C(T). Assim, basta provar que DT'(¢) é o vetor tangente
unitdrio a C(T") no ponto 7'(z). De fato, pelo Teorema 3.4,

IDTO)] = lI¢ll = 1.
Portanto, C'(T') ¢ uma geodésica fechada em Z.
Reciprocamente, suponhamos que C' seja uma geodésica fechada sobre % Vamos

levantd-la para H, e assumirmos que ela intercepta a regiao fundamental F' caso contrario,
aplicaremos uma transformacao de PSL(2,Z) para mové-la. Seguindo a geodésica em
sua dire¢ao de u para w ela alcancard um lado de OF, aplicamos uma transformagcao
identificando este lado com sua imagem. Consequentemente, obtemos uma geodésica
sobre F', que torna-se fechada depois de um nimero finito de passos. O que significa que
existe uma seqiiéncia de geradores de PSL(2,Z), a saber T', T~! e S, tal que depois de suas
aplicagoes sucessivas retornamos a nossa geodésica original, isto é, para v, € PSL(2,7Z)
temos que

70(C) = C.

Segue da classificagdo dos elementos de PSL(2,7Z) que 7, ¢ hiperbdlico e C' é seu eixo. Se
z € (', entao

lim vq(z) = .

n—oo
Consequentemente, se quizermos um elemento hiperbdlico cujo eixo é uma geodésica ori-

entada C, devemos tomar v = 7,'. Eixos de transformacdes conjugadas em PSL(2,7Z)

produz a mesma geodésica fechada em % |
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O periodo da seqiiéncia de C(7y), com respeito a uma dada regiao de Dirichlet, a menos
de permutagao ciclica, é chamado o cddigo de Morse de uma geodésica fechada associada
a classe de conjugacao de 7.

O elemento 7, descrito anteriormente, que fixa uma geodésica orientada, é uma “palavra”
nos geradores T, T~! e S. Pode-se observar que a seqiiéncia contém pelo menos um S;
um S nao pode ser seguido por outro S, e um T nao pode ser seguido por um 7! e

vice-versa. Se escolhemos um ponto inicial na parte circular
aq U (05}

da fronteira OF, vemos que a seqiiéncia sempre termina por um S. A cada bloco de
T's associamos um inteiro positivo igual ao seu comprimento e a cada bloco de T s
associamos um inteiro negativo cujo valor absoluto é igual ao seu comprimento. Assim,

obtemos uma seqiiéncia finita de inteiros
[n17n27 s 7nm] )

definida, a menos de permutacoes ciclicas, chamada o cddigo geométrico da classe de
conjugagao de 7y, que serd denotado por [v].

Além disso, temos que

y=T™ST™S .. TS

Uma outra maneira de se obter o cédigo geométrico de uma geodésica fechada C' é contar
o nimero de vezes que C' toca o lado vertical da fronteira de F, um inteiro positivo é
associado ao nimero de toques que a geodésica da sobre o lado vertical direito, e um
inteiro negativo para cada bloco de toques dado no lado vertical esquerdo. Na Figura 6,

temos a geodésica fechada em F' correspondendo a classe de conjugacao da matriz

15 =8
2 -1

e o seu c6digo geométrico é
[A] =16,—-2].
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Figura 6. Segmentos geodésicos

Exemplo 4.1 O eizo de

4 -1
A4 - )
1 0

passando pelo vértice p, correspondendo a geodésica fechada
ClAy) =2 +y* —4x +1=0
em F', sdo mostrados na Figura 5. O seu cddigo de Morse é dado por
[T, T,T,T,S]

e o seu codigo geométrico é dado por

[4]

A idéia de fragoes continuas menos que estudamos no Capitulo 1, sera utilizada agora
para determinar outro cédigo classificando geodésicas fechadas a partir de superficie mod-
ular, que resulta da teoria de reducao de Gauss. Este cédigo é uma seqiiéncia finita de
inteiros

(ny,...,ny), com n; > 2,

definidos a menos de permutacao ciclica, que é a expansao em fragoes continuas menos
do ponto fixo atrator w associado a uma transformacao de PSL(2,Z). Esse codigo serd

chamado cddigo aritmético da classe de conjugacao de A e serd denotado por
(4).

Proposicao 4.2 Duas irracionalidades quadrdticas sao obtidas uma da outra por apli-
cagao de uma transformagao de PSL(2,7) se, e somente se, 0s seus perfodos nas expansoes

em fragoes continuas menos sao permutagoes ciclicas uma da outra.
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Prova. Suponhamos que duas irracionalidades quadriticas tenham seus periodos na
expansao em fragoes continuas menos que sejam permutacoes ciclicas um do outro. Entao
um pode ser obtido do outro por aplicagoes sucessivas das transformacoes

T(x) =2+ 1,7 (z) =21 ¢ S(z) = ~.

z

Portanto, elas sdo obtidas uma da outra por aplicagao de uma transformacao de PSL(2,Z),
pois T' e S geram PSL(2,7Z).

Reciprocamente, suponhamos que duas irracionalidades quadraticas sejam obtidas
uma da outra por aplicagdo de uma transformacao de PSL(2,Z). Como T e S geram
PSL(2,7Z), provaremos a afirmagao usando apenas essas duas transformagoes.

Seja w uma irracionalidade quadratica, digamos

w = (aﬂyala"'aakaakJrla'"7ak+m) .

Entao

T (w) = (ag £ 1,a1, ..., Q0 Trrt, oo Torm) -

No caso de S, primeiro observamos que se ag > 2, entao

S(w) = (0,a9,a1,...,05 Gt Chrm)
que é uma legitima expansao em fracées continua menos. E fcil verificar que
S?=Te (ST =1
ou, equivalentemente,
S?=1e STSTST =1 (4.1)

Note que,
STSTST =1= STS=T7'ST' e ST'S=TST

e para n > 2

ST™"S =TST?S---T?ST.
D
(n—1)-Vvezes

Se ag < —1, entao

S(w):(17 27"'72 ,CL1+1,@2,...,ak,ak+1,...,ak+m).

(—ap—1)—Vvezes

46



Se ag = 0, entao

S(w) = (a1, ..,k i1, Ckrm) -

Finalmente, se ap = 1 e a; > 3, entao

S(w) = (=1,a1 — 1,as,...,a%, 011, - Chim) -

Como w é irracional temos, pela Proposicao 1.7, que existe pelo menos um a; no periodo

que é maior do que ou igual a 2. Assim, suponhamos que

as>3ea;=21<1<s—1.

Entao S(w) = (—s,as — 1, ..., Qg Gort, -~ Qhtm)- [ |

Exemplo 4.2 Sejam

S

3+
2

w1:3—|—\/7 € Wy =

duas irracionalidades quadrdticas. Entao existe g € SL(2,R) tal que

g(wy) = ws.

De fato, ¢é facil verificar que expansio em fracdes continuas menos de wy e wy $Go:

respectivamente. Logo,
S(wy) = (0,6,2,6,2,...) = T?S(w;) = (2,6,2,6,...),
isto ¢, existe g = T%S € SL(2,R) tal que

g(wi) = wa.

4.2 Teoria da redugao para SL(2,7Z)

Considere um conjunto de elementos com uma relagao de equivaléncia. De maneira
geral, a teoria da reducao ¢ um algoritmo que tem por objetivo encontrar representantes
canodnicos em cada classe de equivaléncia. Tais representantes sao chamados elementos

“reduzidos”. Cada classe de equivaléncia contém um conjunto canénico de elementos
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reduzidos que formam um ciclo de modo natural, e seguindo o algoritmo da reducao pode-
se passar de um dado elemento dentro de sua classe de equivaléncia para um elemento
reduzido por um nimero finito de passos. Aplicando o mesmo algoritmo para um elemento
reduzido, obtemos todos os elementos reduzidos em seu ciclo.

No algoritmo da redugao para grupos Fuchsianos, todos elementos que interceptam os
eixos de uma dada regiao fundamental F' sao chamados reduzidos. O ciclo I'-conjugado de
elementos reduzidos consiste de todos elementos reduzidos com o mesmo cédigo Morse,
e a intersecao de seus eixos com F' cerca a geodésica fechada associada a esta classe de

conjugacao particular.

Proposicao 4.3 Cada matriz hiperbélica

a b
A= € SL(2,Z)
c d

corresponde a uma forma quadrdtica bindria inteira indefinida
Qa(z,y) = cx® + (d — a)zy — by?
€ vice-versa. |
Duas formas quadréticas bindrias inteiras
Q1(z,y) = A1x? + Bioy + C1” e Qa(x,y) = A2 + Bywy + Oy

sao ditas equivalentes no sentido estrito se existir

a

c d

€ SL(2,Z)

tal que
Qg((lﬂ? + by7 cT + dy) - Ql(xa y)

Exemplo 4.3 As formas quadrdticas
Qi(z,y) = 22° — 12zy — 6> e Qa(z,y) = 22° — 16zy + 8y

sao equivalentes no sentido estrito, pois existe

€ SL(2,Z)
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tal que

Qa(z+y,y) = 2(x+y)* —16(z +y)y + 8y°
= 222 + 4oy + 2% — 162y — 163° + 8y°
= 2% — 122y — 6y°
= Ql (l’, y)
Proposicao 4.4 Duas matrizes hiperbélicas com o mesmo trago sio conjugadas em SL(2, Z)

se, e somente se, as formas quadrdticas correspondentes (com o mesmo discriminante)

sao equivalentes no sentido estrito. |

Uma matriz hiperbélica em SL(2,7Z) é chamada reduzida se seus pontos fixos atrator

e repulsor w e u satisfazem

w>lelO<u<l (4.2)
Exemplo 4.4 A matriz
15 -8
A= € SL(2,Z)
2 -1

¢é reduzida, pois

w:4—|—2\/§ eu:4—2\/§

satisfazem a equagdo (4.2).

O conjunto de matrizes reduzidas conjugadas a uma dada matriz A é chamado de
A—ciclo.

Seja F' uma regiao fundamental para SL(2,7Z). Uma matriz hiperbélica A € SL(2,7Z)
¢ chamada F—reduzida se ela é reduzida e seu eixo intercepta F. Além disso, ela é dita

totalmente F—reduzida se todas as matrizes do A-ciclo sao F'—reduzidas.

Observagao 4.1 Sejam

N —

F:{ZGH:|2]21 e |Re(z)| <

|



com |a+d| > 2, ¢ # 0 e reduzida. Entao A é F—reduzida se
1 V3

Zy> Ye

v(3) 25

onde

y = ylz) = \/b%—(a—d)x—caﬂ.

C

conforme figura 7.

-1 -1/2 0 1/2 1

Figura 7.

Uma matriz hiperbdlica A € I" é chamada primitiva se ela nao pode ser escrita como

poténcia de uma outra matriz hiperbdlica.

Exemplo 4.5 A matriz hiperbdlica

. 4 -1
A=T"S = el

é primitiva.

Lema 4.1 Se v,,7, € I' sao elementos hiperbdlicos que possuem um ponto fixzo em co-
mum. Entao o outro ponto fizo também coincide. Consequentemente, eles tém os mesmos

etxos e ambos sao poténcia de uma matriz primitiva com o mesmo eizo.

Prova. Por uma conjugagao canonica podemos assumir que 7y, e 7, fixam co. Supon-

hamos, por absurdo, que

N(2) =Az A>1) e yp(z) =pz+k (p# 1Lk #0).

Assim,

1"t (2) = pz + A"k
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Logo, a matriz que representa puz + A"k é

oA "k
0 1

Hv?WfﬁH=:v%2+A‘%k”+l

¢é limitado com n — oo, consequentemente, a seqiiéncia

{27} en

contém uma subseqiiéncia convergente de termos distintos, o que ¢ uma contradicao, pois

I’ é discreto. Assim, k = 0 e, portanto, v, e 7, fixam o zero. |

Proposicao 4.5 Duas matrizes hiperbdlicas A e B em SL(2,7) com o mesmo trago, sio
conjugadas em SL(2,7) se, e somente se, seus pontos fixos atratores (repulsores) tém
periodos nas suas expansoes em fragoes continuas menos que sao permutagoes ciclicas um

do outro.

Prova. Sejam w4 e wp os pontos fixos atratores de A e B, respectivamente, tais que seus
perfodos nas suas expansoes em fragoes continuas menos diferem por uma permutacgao

ciclica. Entao, pela Proposicao 4.2, existe C' € SL(2,Z) tal que
wy = Cwpg.

Entao as matrizes CBC~! e A tém o mesmo ponto fixo atrator wy. Assim, pelo Lema
4.1,
CBC™'=Aou CBC'=A",

pois elas tém o mesmo traco. Como w4 é um ponto atrator para CBC~! e A temos que
CBC~! = A.

Reciprocamente, suponhamos que duas matrizes em SL(2,7Z) sao conjugadas. Entao
seus pontos fixos atratores w4 e wp sao obtidos um do outro por aplicagao de uma matriz
C € SL(2,Z). Assim, pela Proposi¢do 4.2, o periodo nas suas expansdes em fragoes

continuas menos de w, e wg diferem por uma permutacao ciclica. |

Exemplo 4.6 As matrizes

15 -8 13 6
A= ,B = € SL(2,Z)
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sao conjugadas, pois 0s pontos fixos atratores
wA:4+2\/§ e wB:3+2\/§

tém expansao em fragdes continuas menos

wa = (8,2) e wg =(7,2,8).

O lema seguinte nos dd uma descrigao de matrizes reduzidas em termos de suas en-
tradas.
Lema 4.2 Seja

a b
A= € SL(2,7)
c d

coma+d > 2. Entao A € reduzida se, e somente se,
c>0, a+b—c—d>0eb<0.
Além disso, se A é reduzida, entdo

1.a>0,c+d>0ed<0;

atb a
2. od Sw < <.

Prova. Suponhamos que A seja reduzida, ou seja,
w>1leO<u<l.

Como a + d > 2 temos que os pontos fixos atrator e repulsor w e u sao dados por

(a —d)++vD o _(a—d)—-VD

2c 2c ’
onde D = (a+ d)* — 4. Assim,
a—d++vD a—d—2c++vVD
— > 1= > 0.
2c 2c
Logo,
a—d—2c+VD>0ec>0
ou

a—d—20+\/5<0ec<0.
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Por outro lado,
a—d—~D a—d—2c—+D
— < 1= < 0.
2c 2c

Logo,
a—d—2c—vVD>0ec<0

ou

a—d—2c—vVD<0ec>0.
Portanto, analizando estas inequacgoes, obtemos que
c>0e la—d—2¢ < VD

Além disso,

la—d—2¢| < VD e (a—d—2¢)? < (a+d)°—4

e, depois de alguns célculos e usando ad — bc = 1, chegamos a
a+b—c—d>0.

Finalmente, como
a—d—~D
_ >
2c

temos que bc < 0. Logo, b < 0, pois ¢ > 0.

0

Reciprocamente, as duas primeiras condi¢oes implicam que
la —d—2¢| < VD
e, portanto, w > 1 e u < 1. A primeira e a terceira condi¢ao implicam que
la —d| < VD.

Logo, u > 0, pois

a—d>c—b>0.

Portanto, A é reduzida. Agora vamos provar a segunda parte do lema, como
a—d>VD e g >w > 1
c
temos que a > 0. Assim,
a+b a+b\> a+0b\’
1) = d— —b
a(im) - (1) ~e-o (53)
—a—b+c+d

= <0
(c—i—d)2
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e, pela equacao (4.2),
a+b <
w.
c+d

Além disso,

1
:g—a+b>0:>c+d>0.
c+d ¢ c+d

Finalmente,

bce<—-lead=1+bc<0=d<0.

Coroldrio 4.1 Seja A uma matriz reduzida. Entao A(x) é uma fungdo crescente sobre
R U {0}, para x > 1. Para qualquer nmimero x > 1 a seqiiéncia {A™(x)} (convergindo

para w) é decrescente se x > w e é crescente se 1 < x < w.

Prova. Seja

ar +b
A —
(z) cx +d
_ a4z
¢ x—I—%
Se
d
z>——2>0,
c

entdo A(x) é uma fungdo crescente com concavidade voltada para baixo e tem uma as-

sintota horizontal

a
y=-
c
Pelo item 1. do Lema 4.2, obtemos que
d
=<1
c
Note que,
24 (d— —b
x>w(:)—ca:+( )z <0&s Alzr) <z
cx +d
e
2
+ (d — -b
l<z<we —— [d=a)x >0 A(z) > .
cr+d
Portanto, a seqiiéncia {A"(x)} é decrescente se x > w e é crescente se 1 < z < w. [
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Proposigao 4.6 (Algoritmo da redugao) FEziste um nimero finito de matrizes reduzi-
das em SL(2,7Z) com um dado traco t e |t| > 2. Toda matriz hiperbdlica com trago t pode
ser reduzida por um numero finito de conjugacoes padrdo. Aplicada a uma matriz re-
duzida esta conjugacao dd uma outra matriz reduzida. Toda matriz reduzida conjugada a
A ¢é obtida de A por um nidmero finito de conjugagoes padrio. Deste modo, o conjunto de

matrizes reduzidas é decomposto em ciclos disjuntos de matrizes conjugadas.

Prova. Suponhamos que

a b
A= € SL(2,7Z)
c d

seja reduzida. Seja k = a — d — 2¢. Entao, pelo Lema 4.2, temos que
k| < VD
e, conseqiientemente, k£ pode assumir apenas um nimero finito de valores para um dado
D=1t -4

Assim,

D—k =4dcla+b—c—d)>0.

1 (755)

e, também, pode assumir apenas um nimero finito de valores. Agora, vamos escrever a,

Logo,

b e d em termos de c e k do seguinte modo:

Lo ttkt2e
N 2
D —k?
b = —(k
" (k+c)
t—k—2c
d _
2

e, portanto, obtemos um nimero finito de matrizes reduzidas com um dado traco t.
Seja A uma matriz hiperbélica em SL(2,Z) tal que seu ponto fixo atrator tenha ex-

pansao em fragoes continuas menos

(ao,al, vy Ay ARt 1y - - - ,ak+m) .
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Conjugando A por S~!T~% obtemos uma matriz
Ay =S @AT™S,

e, indutivamente,

Ay =S1T7%A,_T%S,i=1,2,...

O ponto atrator w da matriz
Akz — (S—IT—aks—l L Tals—lT—a())A(S—lT—aks—l .. Tals—lT—ao)—l

tem uma expansao em fragoes continuas menos puramente periédica

w = (ak+1> s 7ak+m)
Logo, pelo Teorema 1.2,
w>1e0<u <1,

isto &, Ay é reduzida. Aplicando o mesmo procedimento a Aj, obtemos m matrizes
reduzidas em uma seqiiéncia correspondente ao perfodo de w.

Finalmente, se duas matrizes reduzidas sao conjugadas, entao seus pontos fixos atra-
tores tém seus periodos nas suas expansoes em fragoes continuas menos que diferem por
uma permutacao ciclica. Portanto, elas pertencem ao mesmo ciclo e sao obtidas uma da

outra por um numero finito de conjugagoes padrao. |

Lema 4.3 Sejam n > 2 um inteiro,

a b
A= € SL(2,Z)
c d

e w um numero real satisfazendo as sequintes condigoes:
1.c>0ec+d>0;
2. n—1<w<n;
g Hbcw <,

ct+d

Entao

a
n—1<-<n.
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Prova. Pelos itens 2. e 3., obtemos que

a
n—l<w<-—.
c

Logo,
a
n—1<-—.
c
Agora, vamos provar que
a
—<n
c
Suponhamos, por absurdo, que
a
n < -.
c
Entao, pelos itens 2. e 3., obtemos que
a+b a
<n< -,
c+d c
ou seja,
ac + be < ne(c+d) < ac+ ad.
Como
ad —bc=1
temos que

0 < nc(c+d) — (ac+be) < 1,

o que é uma contradicao, pois
ne(e+d) — (ac+be) € Z.

Portanto,

ole
IN
3

Lema 4.4 Sejam

a b
A= € SL(2,Z)

c d
uma matriz hiperbolica com ¢ > 0 e
an by
A" = ,Vn € Z.
Cn dp

Entao

Cp >C ouc, <0,Yn ez
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Prova. Como todas as transformagoes em
{A":neZ},

exceto a identidade, tém os mesmos eixos, temos que o polindémio quadratico correspon-

dente ()4~ deve ser miltiplo de Q4. Logo,
Cpn = CAp, by =0N\, € a, —d, = (a—d)\,,

para algum )\,. Sejam t = tr A e t, = tr A,,. Entao comparando o discriminante de @) s~

e (4, obtemos que

o247
Sejam
1
p>1le—<1
I

os autovalores de A. Entao

Como

temos que |A,| > 1. Portanto,

¢, >cou c, <0,Vn e Z".

Proposigao 4.7 Sejam n; > 2,i=1,...,m, inteiros,

a b
A= € SL(2,Z)
c d

uma matriz hiperbdlica primitiva com trago positivo e ponto fixo atrator

w = (T, -~ o) -
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Entao ela pode ser representada na forma
A=T"mST™S ... TS|

onde

Prova. Sejam

—1—n —1—n s bs
A=A wy=w, Ay =5""T " ...57 T ™MA =
cs dg
e
wy = ST ST Ty = (Marty s ooy 0, -3 s - (4.3)
Como

AAATY = (STATTme . STITTMA) A (ST ST A) T
= (ST STITTMA) A(T™MS - T S)

temos que w, é o ponto fixo atrator de A,AA;!, ap6s alguns célculos chegamos que
AAAT (w,) = w,.

Além disso, w, tem uma expansao em fragdes continuas menos puramente periddica.

Desde que m é o menor perfodo de wy temos que
ws # Wo,
para todo s, s < m. Assim, A, # I, para todo s, s < m. Portanto,
cs #0,0 < s<m,
pois se ¢ = 0, entao as,ds; = 1. Logo,
As(z) = z + bs.
Assim, o segundo ponto fixo de A, é

r_
w, = wy + b.
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Por hipétese,

0<w, <1

implica que b = 0, o que é impossivel.
Agora vamos usar indugao sobre s para provar que Ay, ws e ngy; satisfazem as

condicgoes 1., 2. e 3. do Lema 4.3, para 0 < s <me A,, = 1. Se s = 0, entao
ny— 1 <wy <ny.

Logo, temos a condicao 2. e pelo Lema 4.2 as condicoes 1. e 3. Suponhamos que o resultado
seja vélido para

0<s—1<m,

isto é,

as—1 + bs—1 (s—1
Cs_1> 0,051 +ds_1 >0,n5 —1 <wy_q <ng OU ——— <w,_q < ——.
Cs—1 + ds—l Cs—1
Entao, pelo Lema 4.3, obtemos que
Ag_
ne—1< ==L <n,
Cs—1
e, portanto,
Cs = NgCs_1 — As—1 > 0 0OU c5 < Cs_1. (4.4)

Além disso,

Cs + ds = TLS(CS,1 - dsfl) - (CLS,1 + bsfl) > 0.

Logo, A, satisfaz a condigao 1. Pela equacao (4.3), A, satisfaz a condigao 2.

Ngy1 — 1 <ws < ngyy

% = SilenS (CL31> ou Qs + bs . ‘5‘1717—v7nS (asl + bsl) .

Cs Cs—1 Cs + ds Cs—1 + dsfl

Assim, pelo Coroldrio 4.1 para S~YT~"s, obtemos que

ou seja, A, satisfaz a condicao 3..
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Pela equacao (4.4) os ¢, decresce com s até zero. Finalmente, vamos provar que ¢, = 0.

Suponhamos, por absurdo, que ¢,, > 0. Entao, pela equagao (4.4), obtemos que
Cm < Cm—1 < C.

Por outro lado, como

Am(wo) = Wy

temos, pelo Lema 4.1, que

An = A",

para algum n € Z. Assim, pelo Lema 4.4, obtemos
Cm > C OU Cp, < 0,
o que é uma contradicao. Portanto, A,, = I. [ |

Corolario 4.2 Sejamn; > 2,i=1,...,m, inteiros e

1 0 -1
T = .S = € SL(2,Z).
1

e}
—_
e}

Entao a matriz

A=A, ---A,,, onde A,, =T"S

é hiperbolica com traco positivo, reduzida e
(A) - (nla"'anm)-

Prova. Se m = 1, entao

s —1
™S8 =
1 0
etrT™S =ny. Se m = 2, entao
ning — 1 —n1
T™ST™S =

N9 —1

e trT™ ST S = ning — 2. Assim, indutivamente, obtemos que tr A > 2 e pelo Lema 4.2
A é reduzida. Seja

w= (g, -, "om) -
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Entao é facil verificar que

Alw) = w.

Afirmagao. w > 1.

De fato, suponhamos, por absurdo, que w < 1. Entao é facil verificar que A~! ¢
hiperbélica com traco positivo e que w é ponto fixo atrator de A~1. Assim, pela Proposicao
4.7, obtemos que

A=A"1

Y

o que é uma contradicao. [ |

Passaremos agora para o teorema principal de nossa dissertacao, que da condicoes

necessaria e suficiente para que os cédigos geometrico e aritmético coincidam.

|

Teorema 4.1 Sejam

N —

F:{ZE’H:|z|21 e |Re(z)| <

a b
A= € SL(2,Z)
c d

com |a+d| >2, c#0 e reduzida. Entdo as sequintes condi¢des sao equivalentes:
1. A matriz A é totalmente F—reduzida;
2. Os codigos aritméticos e geométricos de A coincidem;

3. Todos os segmentos geodésicos(componentes da geodésica) em F' correspondentes a

classe de conjugacdo de A sao orientados no sentido hordrio.

Prova. (1. = 2.) Suponhamos que A seja totalmente F'—reduzida. Entao os eixos de
todas as matrizes do A—ciclo entram em F' através do lado ay e saem de F' através do

lado vy (ver Figura 8), pois elas sdo orientadas no sentido horério. Seja
w = (n1>"'7nm)

a expansao em fracoes continuas menos do ponto fixo atrator w de A. Entao o eixo de

T~ AT entra em F através de v; e sai através de v,. Suponhamos que os eixos de
T'AT', 1< i<k,
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tenham a mesma propriedade e o eixo de T AT* entra em F através de v; e sai através

de a; ou as.
Afirmagao. k = n;.

De fato, suponhamos, por absurdo, que k < n;. Entao o eixo de
T ™AT™
nao intercepta F', o que é uma contradicao, pois
STITmAT™ S
é I'-reduzida. Por outro lado, como o eixo de
T+l gt
nao intercepta F' temos que k = ny. Assim, o eixo de
T ™AT™

saird de F' através de a; e o primeiro mimero do cédigo geométrico [A] é ny

eixo da matriz reduzida

a b
c d

A=
nao pode passar através do ponto ¢, pois fazendo z = i na equagao

clz]? 4+ (d—a)x—b=0

. Note que, o

obtemos que ¢ = b, o que é uma contradicao, pois ¢ > 0 e b < 0. O mesmo argumento

vale se o eixo de A passa através do vértice p de F. Neste caso, o eixo de

T~ AT™

passa através do vértice p — 1. Continuando este procedimento e contando os nimeros de

T’s entre os S's, obtemos que o cédigo geométrico de A é da forma

23 T 7

isto é, ele é igual ao seu cédigo aritmético.

(2. = 1.) Suponhamos, por absurdo, que A nao seja totalmente F-reduzida. Entao

existe alguma matriz no A—ciclo que nao é F'—reduzida. Vamos assumir que A seja
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reduzida mas ndo F—reduzida. Entdo A ¢ F)—reduzida, onde F; = T'S(F') e seu eixo

entrar em [ através do lado TS (vs), conforme Figura 8. Portanto, o eixo de sua conjugada
T'ST'T'ATST

intercepta F' no sentido anti-hordrio e sai do lado v; de F'. Isto significa que, na decom-
posicao de A existe pelo menos um 7!, em outras palavras, o cédigo geométrico de A
contém pelo menos um nimero negativo, o que é uma contradicao.

(1. = 3.) Note que a intersegao dos eixos das matrizes do A-ciclo com F' constitui
somente uma parte da geodésica fechada em F' representando a classe de conjugacao de
A, isto é, sua parte reduzida. As partes restantes representam o deslocamento do eixo das
geodésicas reduzidas. Vimos que todos segmentos geodésicos obtidos no processo venha
ser no sentido horario.

(3. = 1.) Suponhamos, por absurdo, que A nao seja totalmente F-reduzida. Entao,
de modo andlogo, pelo menos um dos segmentos contidos na geodésica fechada associada

a classe de conjugacao de A é orientado no sentido anti-horario, o que é uma contradicao.

]
F
T e T p
p-1 Y
-1 -1/2 0 1/2 1
Figura 8. Tlustragao do Teorema 4.1
Lema 4.5 Se

A=A, A, -

(3

’ Anm

¢ totalmente F—reduzida e n > n;, entao

é totalmente F—reduzida.
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Prova. Vamos escrever A(n) na forma

aq bl n —1 p) 62

c1 dp 1 0 co dy

A(n) =

ajagn + biag — aicy  arban + biby — aids
ciasm + d1a2 — C1C9 Clbgn + dlbg — Cld2
onde
a; b as by
c1 dy cy dy

pode ser igual a matriz . Seja

f( ) aiasn + b1a2 — a1Cy — Clbgn — dlbg —+ Cldg 9
n = —
ciaon + d1a2 — C1Cy — CleQ’n — blbg + a1d2
(a1a2 — Clbg)n + (blag — A1Cy — d1b2 + Cldg)

(Cla2 — albg)n + (dl&g — C1Co — blbg + aldg)

Entao f(n;) > 0, pois A = A(n;) ¢ totalmente F'—reduzida. Como f(n) é uma trans-
formacao de Mobius, a menos de uma constante, temos que f'(n) > 0 se, e somente se,
o determinante da matriz correspondente é positivo. Sendo o determinante da matriz

associada a f(n) igual a

temos que D > 0, pois se

aq bl 7£ I
c1 dy
é reduzida, entao pelo Lema 4.3
Ao —1>3-1=2
1
Logo,
a? >4cl > cf = al —cf > 0.
Se
a; b
10} I
C1 d1
entao
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Finalmente, pelo Lema 4.2, obtemos que

a? — 2+ a3 — b3 > ai— b3 = (ag— by)(az +by) > 0.

Assim, se
(05} b2
Co dg
é reduzida, entao

as + by > co+dy >0

e & trivial se

az by
cy do

Portanto, f(n) > f(n;) > 0.

Lema 4.6 Sejam m,n € N e
m 1
A,=T"S = € SL(2,7Z).

1. Sex>1em >3, entdo Ap(x) > 1.

2. Sex > 1, entao
AGAG(JI) > A6A3A6(l’).

3. Sex > 1, entdo
4. Sex > 1, entao

(AGAg)n(l') > A4($)

Prova. 1. Note que

mx — 1

-1z -1
e !

pois

m>3=m—-1>2=m-1z>2r>2=(m-—1)z—1>0.
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2. Note que

35xr—6 96x — 17
6r —1 172 — 3
1922 —9x + 1
> 0,
10222 — 352 + 3

AGAG(ZII) — A6A3A6(l’) =

pois
192 =92 +1=192(x — 1) + 10z + 1 > 0,V > 1,
€
10222 — 352 4+ 3 = 102x(x — 1) + 67z +1 > 0,V > 1.

Portanto,

A6A6<Z’) > A6A3A6(x),vgz: > 1
3. Note que

Ay(z) > As(x)
pois
dr—1 3xr—1
A —A = - =1
a(z) 3(2) T -

Pelo Coroldrio 4.1, obtemos que
AMz) — ws =2+ V3.

Como

wy > As(z)

temos que

4. Segue de maneira andloga a 3.
Lema 4.7 O conjunto solugao de

+—->=com x,y €N,

SHE
N —

< =

S= {{p> 2}> {27 Q}a {3’ 3}7 {37 4}> {4’ 3}’ {3’ 5}’ {57 3}} )

onde p,q € N.
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Prova. Note que

11 1
—+t->=-ay—2r—2y<0.
r oy 2
Assim,
xy—2r—2y<0say—2r—-2y+4<4s (z—-2)(y—2) <4
Logo,

T = 2ey=q
y = 2ex=Dp
r—2 = lelO<y—2<4

y—2 = lel<z—-2<4.

Portanto, o conjunto solucao da equagao

S={{p.2},{2,¢},{3,3},{3,4},{4,3},{3,5}, {5, 3} }.

De modo inteiramente andlogo, prova-se que as unicas solucoes da equacao

1_}_1_1
r oy 2

Sao 0s pares

{3,6},{6,3} e {4,4}.

Teorema 4.2 Seja A uma matriz hiperbdlica tal que
(A) = (N1, ..y Nm) -

Entao A é totalmente F—reduzida se, e somente se,

1 1

n; N1

1
< §,Vi (mod m),

15to €,

{ni,nit1} ¢ S,¥i (modm).
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Prova. Suponhamos que (A) contenha um par {k,n} tal que {k,n} € S. Entao passando,

se necessario, a uma matriz no A-ciclo, podemos assumir que
n=nen,==%.

Se

entao o seu eixo tem equagao
clz]* 4+ (d—a)z —b=0,

onde z = x + iy. Vamos assumir que A é reduzida, pois os cédigos sao invariantes por

conjugacao. Assim, o seu eixo intercepta o circulo

|z| = 1.

1

5 € nao intercepta F' se z > % Pelo Corolério 4.2,

Além disso, ele intercepta F' se x <

obtemos que

onde
A, =TS =
1 0
Fazendo
a v
B=A,, ---A,, ,=
cd d

obtemos, pelo Corolério 4.2, que B é reduzida ou B = I. Logo,

n —1 a b k —1
A —
1 0 d d 1 0
ank —-cdk+btUn—-—d —an+c
adk+bv —a
Assim,
a—d ank —cdk+bn—d+d
-2 = -2 4.5
c—>b dk+b +an—c (4.5)

(nk—2(n+k)+1)d — (k—3)d + (n—2)V/ — (d' + )
adk+V+an—-c
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Pelo Corolario 4.2 a + d > 2 e pelo Lema 4.2 ¢ — b > 0, isto é, o denominador de (4.5) &

positivo. Agora, se B é reduzida, entao pelo Corolério 4.2 @'+ d > 2. Assim, pelo Lema
4.2
>0, c+d>0e <.

se B =1, entao

d=bV=0ed=d=1.

Como {k,n} € S. temos que
nk—2(n+k) +1<0. (4.6)

Assim, em qualquer caso, o numerador de equagao (4.5) é negativo. Portanto, pela prova
do Lema 4.5, A nao é F-reduzida.

Reciprocamente, consideremos as seguintes matrizes

4 -1 17 -3 17 —6
A4 = 7A3A6 = (§] A6A3 =
1 0 6 —1 3 -1

Seus pontos fixos atratores e repulsores sao

S

3+

5 ew63:3+ﬁ,

w4:2+\/§;w36:

37
2

ug =2 — V3, uzg = e ugs =3 — V7,

respectivamente. Assim, essas matrizes sao reduzidas com cédigos aritméticos
(4),(3,6) e (6,3).

Seus eixos passam através do vértice

de F', conforme Figura 9. Portanto, as trés matrizes sao totalmente F-reduzidas.

Sejam A o conjunto de todos os c6digos aritméticos

(N1, ey m)

tais que

{ni,nit1} ¢ S,¥i mod(m),
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isto &,

A={(ny,...,nn) : {ni,ni1} ¢ S,¥i mod(m)}

(N1,...,nm) € A

Se n; > 6 é adjacente a 3, entao podemos decrescé-lo em uma unidade e, ainda, obtemos
um cédigo em A. Analogamente, decrescendo um n; > 5 nao adjacente a 3, em uma
unidade, também, obtemos um cédigo em A. Claramente, partindo de um cédigo par-
ticular, podemos aplicar este procedimento um nimero finito de vezes até que se chegue
a um cédigo que nao possamos mais decrescer, caso contrdrio, chegariamos a um cédigo
com um par em S. Este cédigo serd chamado de cddigo minimo de A. Reciprocamente,
cada codigo de A pode ser obtido de um c6digo minimo por um mimero finito de proced-
imentos contrarios. Por exemplo, todo cédigo em A nao contendo um 3 pode ser obtido
do cédigo (4). Assim, pelo Lema 4.5, basta provar que todos os c6digos minimos em A
sao totalmente F'—reduzidos.

Seja (A) um c6digo minimo diferente de
(4),(3,6) e (6,3).

Entao (A) contém pelo menos um 3 e, a menos de permutagao ciclica, pode ser represen-

tado como uma série de blocos da forma
{6,3,6,...,3,6,4,...,4}.

Note que, alguns dos blocos podem nao conter 4 de modo algum, mas ele ainda comeca

e termina com 6 e, se eles estao préximo a cada outro, teremos o par

{6,6}

no cédigo. Para provar que A é totalmente F'—reduzida, hé seis casos a ser considerado:
12 Caso. Se
A= AgAszAg--- Ayt - AY? - AgAsAgAY™,

onde n; > 0 e n,, > 0, entao

Wy > We3 € Ug < Ug3-

De fato, pelo Corolario 4.1 a transformagao de Mobius correspondente a qualquer matriz

reduzida representa uma fungao crescente para o valor real z > 1. Além disso, pelo Lema
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4.6 podemos substituir Az por A}’ com n; > 0 e inserir uma Ajz entre quaisquer dois

vizinhos dos Ag’s, para obtermos
wa = AgAzAg- - At AP Ag Az Ag A wa > (AsAz)™ wa,
para algum N > 0. Se wa < wegs, entao, pelo Corolério 4.1,
(AsAs)N wa > wa,

o que é uma contradicao. Portanto, w, > wez. Pelo Corolério 1.1

tem o periodo contrério ao de w,4. Logo,

1 1 1
— = Ay AgAsAg - - - Ayt - - AgAsAg— > (A3A6)N —_,
UA UA ua
e, assim,
1 1
— > W3z — —.
Uag Ue3

Portanto, u4 < ugs. Logo, o eixo de A cerca o eixo de AgAs e A intercepta I’ propriamente.
22 Caso. Se
A= AgA3zAg--- A}t - - AgAs,

entao, de modo andlogo ao 1¢ Caso,
Wy > We3 € Ug < U3

Logo, o eixo de A cerca o eixo de AgAsz e A intercepta I’ propriamente.
32 Caso. Se
A= AgAzAg--- AT AT .. Ag A5 Ag,

entao

Wy > We3 € Ug < Ug3-

De fato, de modo andlogo ao 12 Caso, obtemos M > 0 tal que
wa = A6A3A6 s AZI s AZQ s A6A3A6’U)A Z <A6A3)M AG’UJA.

Pelo Lema 4.6, temos que

wp > A4A6’IUA > AgAﬁU)A.
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Portanto, w, > wsg. Assim,

1 1

AﬁwAZG__ >6——:w63
wA W36
e, portanto, w > wgz. Desde que
1
—_— > W36
Ua

temos que u4 < ugz. Logo, o eixo de A cerca o eixo de AgAsz e A intercepta F' propria-
mente.
42 Caso. Se

A= AgA3zAg--- Ayt - - AgAsAg,

entao, de modo andlogo ao 1¢ Caso,
Wy > We3z € Ug < Ug3.

Logo, eixo de A cerca o eixo de A3Ag e A intercepta F' propriamente.
52 Caso. Se
A= AP AgAsAgAs - - - Ag A3 Ag Ay,

onde n; > 0 e n,, > 0, entao

WA > Wy € Ug < Ug.

De fato, pelo Lema 4.6, obtemos que

wa = AP AgA3AGA;s - - AgAgAgAT™ (w4)
> At (A6A3)kwA

> A21+1w14.

Portanto, ws > wy. Desde que

1
— > Uy
Ua

temos que
1
Ug < — = Uyg.
Wy

Logo, eixo de A cerca o eixo de A, e A intercepta F' propriamente.
62 Caso. Se
A= AP AgA3AgAs - - - AgAsAg,

onde n; > 0, entao pelo item 3. do Lema 4.6 e de modo andlogo ao 42 Caso,
WA > We € Uy < Ug.
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Logo, eixo de A cerca o eixo de A3Ag e A intercepta F' propriamente. ]

Usg

Uyq W
4UmT W Wy W, Wes

Figura 9. Eixos das matrizes As, Ay, AsAg e AgAz

Corolario 4.3 As unicas matrizes primitivas totalmente F-reduzidas cujos eizos passam

pelo vértice p de F' sao:

A4,A3A6 (& A@Ag.

Prova. Vimos na prova do Teorema 4.2, que o eixo de qualquer matriz totalmente

F-reduzida com um cédigo minimo diferente de uma poténcia de
A4,A3A6 ou A6A3.

contém o eixo de alguma das trés transformacoes Ay, A3Ag, AgAs e, portanto, intercepta
F propriamente e nao passa através de p. Pelo Lema 4.5 o mesmo ¢ verdade para alguma

matriz totalmente F-reduzida que nao tem um coédigo minimo. |
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