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Resumo

Classificamos os sub-reticulados nao equivalentes do reticulado hexagonal, de indice
N. Além disso, introduzimos uma classe de cédigos multinivel baseada na iteracao da

construgao A generalizada de reticulados de Leech, de um tnico nivel.



Abstract

We classify the inequivalent sublattices of index N of the hexagonal lattice. Moreover,
we introduce a class of multilevel codes, based on iterating the single-level generalized

Construction A lattices of Leech.

vi



Notacao

F - Alfabeto

R - Anel

Z [w] - Anel dos inteiros de Eisenstein-Jacobi

Z,, - Anel dos inteiros médulo n

Z |z| - Anel dos polindmios sobre Z

C - Codigo

(n,k,d), - Cédigo

E¢ - Cédigo do espago Euclidiano

[n, k, d], - Cédigo linear

= - Congruente

I - Conjunto de indices

[A/T] - Conjunto de representantes das classes laterais de I' em A
Z - Conjunto dos nidmeros inteiros

Q - Conjunto dos nimeros racionais

R - Conjunto dos nimeros reais

(S) - Conjunto gerado por S

A - Construgao de Leech

GF (p) - Corpo de Galois com p elementos

IF, - Corpo finito com p elementos

A (A) - Densidade de A

d (A) - Densidade de centro de A

det A - Determinante de A

dy (c,c) - Distancia de Hamming entre ¢ e ¢’

d? (u,v) - Distancia Euclidiana quadrética entre u e v
&2

min

(C) - Distancia Euclidiana quadrética minima de C

vil



dy (C) - Distancia minima de Hamming de C
A¢ - Empacotamento esférico em R”
E, (c) - Esfera de centro c e raio p

F! - Espaco de seqiiéncias

A (A) - Expoente de densidade de A

X, - Funcao caracteristica

G - Grupo

t (A) - Grupo das translagoes por elementos de A
¢ - Homomorfismo

[A:T] - Indice de T em A

inf S - Infimo do conjunto S

N - Intersecao

= - Isomorfo

A - Matriz

M - Matriz geradora de A

M* - Matriz geradora de A*

I, - Matriz identidade de ordem n

A~! - Matriz inversa de A

A! - Matriz transposta de A

mdc (a, m) - Méximo divisor comum entre a e m
min S - Minimo do conjunto S

V' - Médulo

V/W - Médulo quociente de V' por W
|u|| - Norma de u

N (v) - Norma quadratica do vetor v

ker ¢ - Niicleo do homomorfismo ¢

|S| - Numero de elementos do conjunto S
p - Nimero primo

V - Para todo

v (A) - Parametro de Hermite de A

Wy (c) - Peso de Hamming de ¢

Wy (C) - Peso minimo de Hamming de C

viii



[] - Produto

(u,v) - Produto interno de u e v
[ - Raio de cobertura

w - Raiz cibica da unidade

R, (u) - Regido de Voronoi associada ao vetor u
F - Regiao fundamental

A - Reticulado

A* - Reticulado dual

As - Reticulado hexagonal

c - Seqiiéncia

(%) - Simbolo de Legendre

> - Soma

T - Transformagao linear

U - Uniao

U - Uniao disjunta

V(A) - Volume da regido fundamental de A

1X



Sumario

Introducao

1 Resultados Basicos
1.1 Modulos . . . . . e,
1.2 Reticulados . . . . . . . e

1.3 Parametros de um Reticulado . . . . . . . . . . ... ...

2 Classificagao dos sub-reticulados nao equivalentes do reticulado hexag-
onal
2.1 Residuos Quadrdticos . . . . . . . . . ..

2.2 O Reticulado Hexagonal . . . . .. ... ... ... ... ... .......

3 Construgoes multinivel
3.1 COdigos . . . . o e
3.2 Construcaode Leech . . . . . . .. . .

3.3 Construcoes Multintvel . . . . . . . . . ... o oo

Referéncias Bibliograficas

xi



Introducao

O problema cléssico do empacotamento esférico, ainda sem solugao até hoje, é desco-
brir como juntar o maior nimero de esferas idénticas em uma grande regiao vazia. Se
tomarmos como exemplo um hangar, por mais engenhosamente que as esferas sejam ar-
ranjadas, em torno de 25% do espago nao serd preenchido. Quando os centros das esferas
formam um subgrupo discreto de R", o empacotamento recebe o nome de reticulado, que
¢ o mais importante conceito no estudo da geometria dos nimeros. Um arranjo famil-
iar é aquele em que os centros das esferas formam o reticulado ciibico de face centrada

(usualmente encontrado em bancas de frutas), onde o espago ocupado pelas esferas é

T
— = 0,7405. ..
V18

do espaco total, isto é, o nimero de esferas ¢ 0, 7405 . . .do volume do hangar, dividido pelo
volume de uma esfera. Por isso dizemos que este empacotamento tem densidade 0, 7405 . . ..
Gauss mostrou, em 1831, que dentre os empacotamentos reticulados em R?, este é o mais
denso. Uma observacao interessante é que este reticulado é constituido dos pontos de Z3
cuja soma de suas coordenadas ¢ um nimero par. Em uma dimensao, o empacotamento
mais denso é obviamente o reticulado Z e em duas dimensoes é o reticulado hexagonal,

que é gerado pela matriz

1 0
_1 3
2 2
e cuja densidade é
— =0,9069. ..

V12

Mas este problema nao se reduz a 2 ou 3 dimensoes, e tem considerdvel importancia
pritica em dimensoes maiores que 3, e isto o torna um dois mais famosos problemas

abertos em matematica.
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Esta dissertagao é constituida de trés capitulos. O capitulo 1 destina-se aos conceitos
bésicos necessdrios ao desenvolvimento do trabalho, comegando por mdédulos, para daf
definirmos reticulado como mdédulo sobre Z. Ainda, neste capitulo, apresentamos algumas
caracterizagoes algébricas e geométricas sobre reticulados e estudamos seus parametros.

No segundo capitulo, apresentamos um método para classificar os sub-reticulados nao
equivalentes do reticulado hexagonal, tendo como base o artigo intitulado “On sublattices
of the hexagonal lattice” de M. Bernstein, N. J. A. Sloane e Paul E. Wright. Antes
porém, fornecemos alguns resultados da teoria dos nimeros, que sao pré-requisitos para
uma melhor compreensao.

O terceiro capitulo tem inicio com uma segao sobre cédigos, porque o principal objetivo
é construir empacotamentos esféricos a partir de cédigos dados. Existe um grande ntimero
de construgoes dessa natureza, porém enfatizamos a construcao A de Leech, que é a mais
simples e pode ser obtida a partir de um cédigo bindrio, e por isso, o empacotamento é
uma uniao de classes laterais de 2Z". Se esse cédigo for linear, o empacotamento é um
reticulado. Para obtermos empacotamentos em dimensoes superiores, a construcao A é
generalizada, tendo como base o cédigo dado e uma particao de reticulados, onde sao
dados védrios exemplos de construcoes de um tnico nivel, isto é, construcoes baseadas em
partigdes do tipo A/I'; e para finalizar, apresentamos uma construcao ainda mais geral,
que é chamada de Construgao Multinivel, isto é, construcao baseada em particao do tipo

Ao/A1/Ay/ -, para a obtengao de empacotamentos ainda melhores.
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Capitulo 1

Resultados Basicos

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados bésicos sobre anéis, médulos e retic-
ulados que serao necessdrios ao desenvolvimento deste trabalho. O leitor interessado em
mais detalhes pode consultar Cassels [1], Conway e Sloane [2], Forney e Vardy [5], Garcia

e Lequain [6], ou Milies [11].

1.1 Modbdulos

Um anel é um conjunto nao vazio R munido de duas operagoes bindrias, a adicao
(rys) —r+s
e a multiplicacao
(r,s) —rs
tais que as seguintes propriedades valem:
1. R é um grupo comutativo com relacao a operagao de adicao.
2. r(st) = (rs)t para quaisquer r,s,t € R.
3. r(s+t)=rs+rt,(r+s)t =rt+ st, para quaisquer 7, s,t € R.
Se em um anel R, as propriedades
4. Existe 1 € R tal que r1 = 1r = r, para todor € R e

5. rs = sr, para quaisquer 7, s € R



sao verificadas, dizemos que R é um anel comutativo com unidade.

Um anel R cujos elementos nao nulos formam um grupo com relagao a multiplicagao é
chamado um anel de divisdo. Se além disso, R é um anel comutativo, entao R é chamado
um corpo. Um exemplo importante de anel é o anel dos inteiros mdédulo n, denotado por
/.

Seja R um anel comutativo com unidade. Um mddulo V sobre R é um grupo comu-

tativo aditivo, junto com uma funcao

RxV — V (r,v) — 1V,

tal que as seguintes propriedades valem:
1. r(sv) = (rs)v, para quaisquer r,s € Rev € V.
2. r(u+v) =ru+rv, para quaisquer r € Reu,v € V.
3. (r+s)v=rv-+sv, para quaisquer r,s € Rev € V.
4. 1v =v, paratodov € V.

Note que, se R é um corpo, entao um modulo V' sobre R é um espago vetorial sobre
R.

Denotamos o nimero de elementos de V', ou cardinalidade de V', por |V|.

Exemplo 1.1 Seja V' um grupo comutativo aditivo. Entao é facil verificar que V' é um

maddulo sobre 7. com a operac¢ao

ZXV =V (r,v)—rv,

onde
(r—=1)v+4+v ser>0
rv=4 0 ser=20
(—=r)(—=v) se r <0.
Em particular, se |V| = n, entdo nv = 0, para todo v € V. Note entio que V é um

mddulo sobre Z,, fazendo ¥v = rv, para todor € Z ev € V.

Um subconjunto W de um médulo V' sobre R é um submddulo de V se:

2



1. Para quaisquer wq,wy € W, tem-se w; — wy € W,

2. Para quaisquer r € Rew € W, tem-se rw € W.

Sejam S um subconjunto de um médulo V' sobre R e
A={W :W ésubmédulode V e S C W}.

Entao

S=Mw

WeA

¢ o menor submddulo de V' contendo S e serd chamado de submddulo gerado por S sobre
R.

Seja V' um médulo sobre R. Se v € V' pode ser escrito como
n
V= E Vi, €Rev, €V,
i=1 T’l (2 T’l E 7 E 9

entao dizemos que v é uma combinagao linear dos elementos vy, ..., v, sobre R. Neste

caso, o conjunto de todas as combinacoes lineares de vy, ...,Vv, é o submdédulo

(Vi,..., V) = {vai:m GR},

=1

gerado por vy, ..., Vv,. Quando existe um subconjunto finito S de um médulo V' sobre R
tal que V' = (5), dizemos que V' é um mddulo finitamente gerado sobre R. Se S = {v},

isto é, S consiste de um tnico elemento, temos
(v) ={rv:re R}

e (v) sera chamado de submddulo ciclico gerado por v sobre R.
Uma seqiiéncia finita vy,...,v, de elementos de um médulo V' sobre R é chamada
linearmente independente se
n

E rivi=0=—=ri=rq=---=17, =0.
=1



Caso contrario, dizemos que a seqiiéncia é linearmente dependente. Um subconjunto S
de um médulo V' sobre R ¢é dito linearmente independente se qualquer seqiiéncia finita
de elementos distintos de S é linearmente independente. Caso contririo, S é dito de
linearmente dependente.

Um subconjunto S de um médulo V' sobre R é dito uma base sobre R se as seguintes

propriedades valem:
1. V=(9).
2. S é linearmente independente.

Um médulo V' sobre R é chamado de mddulo livre sobre R se possui uma base. Quais-
quer duas bases de um mdédulo livre sobre R tém a mesma cardinalidade. A cardinalidade
da base sobre R é chamada de posto de V' sobre R.

Sejam U e V modulos sobre R. Uma aplicagao ¢ : U — V é um homomorfismo de

maodulos sobre R se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

L.o(u+v)=9¢u)+¢(v),Vu,vel.
2. p(ru) =rp(u),YyueUer e R.

Denotamos o conjunto destes homomorfismos sobre R por

Hom r(U,V) ={p: U — V : ¢ & um homomorfismo sobre R}.

Um homomorfismo de médulos sobre R, ¢ : U — V' & um isomorfismo sobre R se ¢ é
bijetora. Em particular, quando U =V, temos Hom (U, V') = End z(U), onde End g(U)

é o conjunto dos endomorfismos de U.

Teorema 1.1 Sejam U e V' mddulos livres sobre R e n o posto de U. Sejam {uy, ..., u,}
uma base de U sobre R e vq,...,v, elementos arbitrdrios de V. Entao existe um tinico
homomorfismo de mddulos sobre R, ¢ : U — V tal que ¢(u;) = v;, para todo i =

1,2,... n.

Prova. Dado u € U, existem unicos 7y, ,7, € R tais que

u=ru; +- -+ ryly.

4



Definamos ¢ : U — V por
pu) =rivi+ -+ rpvp.

Sendo ry, -+ - , 1, Unicos, a funcdo ¢ é bem definida e ¢(u;) = v;, pois

w,=0u+---+1lu+---+0u,,i=1,...,n

Seja u’ = syuy + - - - + s,u,. Entao

u+u = (r+s)ur+ -+ (1 + sp)u,.

Logo,

plut) = (r+s)vit -+ (ra+s:)va
= rmvy+svi+--- 4+, vy, + 5, Va
- (T1V1_|_---—}—rnvn)—{—(81V1+"'+5nvn)

= o) + ().

Agora, seja t € R. Entao
tu = (tri)ag + -+ - + (trp)u,.

Portanto,

p(ta) = (try)vyi+ -+ (trp) vy
= t(rvi+-Fravy)

= tp(u)

Finalmente, se ¢y : U — V ¢é um homomorfismo tal que ¥ (u;) = v;, para todo i =

1,2,...,n, entao

) = Y(ru+ -+ ryuy)
= 7“11/J(111) +o rnw(un)
= mvi+---+r,v,

= ¢(u).



Como 9(u) = ¢(u) para todo u € U temos que ¢ = . [ |

Sejam U e V mdédulos livres sobre R e ¢ : U — V um isomorfismo sobre R. Se
{v1,...,v,} é uma base sobre R de V e p(u;) = v;, i = 1,...,n, entdo é facil verificar
que {uy,...,u,} é uma base de U sobre R.

Sejam V' um moédulo sobre R e W um submédulo de V' sobre R. Se v é um elemento
arbitrario de V', escrevemos W + v para representar o conjunto de somas w + v, com
w e W, isto é,

WH+v={w+v:weW}.

Estes conjuntos sao chamados classes laterais a direita de W em V. De forma andloga,
definimos classes laterais a esquerda. Estas classes particionam V' em subconjuntos mu-

tuamente disjuntos de mesma cardinalidade.

Exemplo 1.2 Seja W o submddulo sobre R em R? definido por
W={(r,s) eR*:r =s},

1sto é, W € a reta dada pela equacao r — s = 0. Podemos ver W 4+v como uma translacao
da reta, obtida somando-se cada ponto de W a v. A classe lateral W + v é também uma
reta e é paralela a W. Assim, as classes laterais de W em R? sdo precisamente todas as

retas paralelas a W.

No teorema seguinte, utilizaremos as classes laterais de um submédulo W sobre R de
um mdédulo V' sobre R em V, para definir um novo médulo, chamado mddulo quociente

de V' por W, que serd denotado por V/W.

Teorema 1.2 Sejam V um mddulo sobre R e W um submddulo de V. Entao as classes
laterais de W em V' formam um mddulo sobre R com as sequintes operacgoes de adi¢cio e

multiplicacdo escalar:

1. W4wy) + (W +wy) =W + (w1 + W), para quaisquer wi, wy € W.

2. r(W+4v) =W +rv, para qualqguer r € R ev € V. [ |



1.2 Reticulados

Seja R™ o espaco Euclidiano n-dimensional. A norma quadrdtica
N(v) =[l v |*
de um vetor v € R” é a soma dos quadrados de suas componentes, isto é,
N(v) = (v,v) = vv',

onde (v,Vv) é o produto interno de v por v. A distancia Fuclidiana quadrdtica entre dois

vetores u, v € R"” é a norma quadrdtica de sua diferenca, isto é,
d*(u,v) = Nu—-v) = |[[u— VH2 )

Uma esfera em R"™, com centro c e raio p, consiste de todos os pontos v € R” tais que
N(v —¢) = p?, isto &,
E,(c) ={veR":N(v—c)=p}.

Um empacotamento esférico A em R™ de raio p consiste de uma seqiiéncia infinita de

pontos cq, Ca, ... em R", os centros das esferas, tais que
2 . .
N(c; —¢;) > 4p*, Vi # j.
O raio p é chamado de raio de empacotamento e, neste caso,

diin(A) = 49,

min
onde @2, (A) é a distancia Euclidiana quadratica minima entre os elementos de A.

Um subgrupo aditivo de R™ é discreto se sua intersecao com qualquer subconjunto
limitado em R™ é finita. Um reticulado A é um subgrupo aditivo discreto de R", ou
equivalentemente, os centros do empacotamento esférico A formam um grupo aditivo sob
a adicao de vetores. Em outras palavras, todo reticulado é um mddulo sobre Z. Um
sub-reticulado T' de um reticulado A é um subconjunto de elementos de A, que é também

um reticulado. Um cddigo reticulado é um subconjunto finito de pontos de um reticulado



A ou de uma translagao v + A.
Exemplo 1.3 A =7Z" é um reticulado em R".

Teorema 1.3 Seja A um reticulado em R"™. Entdo A é gerado, como mddulo sobre Z,

por m vetores linearmente independentes sobre R, neste caso, m < n.

Prova. Se m =1 e A # {0}, entdao A’ # {0}, poisse v € Aev # 0, entdo —v € A e
v>0o0u—v>0.Seja 0 <u=infA,.

Afirmacao. u € A, e A = Zu.
De fato, se u ¢ A, entdo

< —|—u
u<u+ —.
2

Assim, por defini¢ao, existem v, w € A tais que

U U
u<v<w<u—l—§=>w—v<§<u.

Logo, w —v € Ay, com w — v < u, que é uma contradicao. Como todo v € A pode ser
escrito na forma

v=qu+r, comqgeZ e 0<r<u,

temos pela escolha de u, que r = 0, pois r = v — qu € A. Portanto, v € Zu, isto é,
A = Zu.
Sejam {uy,...,u,} um subconjunto maximal de vetores linearmente independentes

de A, sobre R e
I' = (ul,...,um>,Fm,1: (ul,...,um,1> e Am,leﬂFm,l.

Entao é claro que A,,_; é discreto. Se m > 1, podemos supor, como hipétese de inducao,
que A,,_1 é gerado como mdédulo sobre Z, por [ vetores linearmente independentes sobre
R, digamos vq,...,v;. Comouy,...,u,,_1 € A,,_1, temos que [ = m—1. Assim, podemos

substituir vq,...,v,,_1 por uy,...,u,_1. Seja
S={uelA:u=s51u1+ - +su,, 0<s5,<1el0<s, <1}

Entao é claro que S é limitado, finito e u,, € S, pois A é discreto. Assim, podemos



escolher v, € S, com o tltimo coeficiente s, menor possivel e positivo, digamos,
Vm:t1u1+---+tmum,0 <t, <I1.

Afirmagao. {uy,...,u,,_1,V,,} ¢ uma base sobre Z de A.
De fato, é facil verificar que {uy, ..., u,,_1, v,, } é linearmente independente sobre R. Dado

qualquer vetor u € A, temos
u=zu + -+ Ty 1Wn1+ TV, T; € R.
Como para cada i, x; = y; + 2z;, onde y; € Z e 0 < z; < 1, temos u = wi;+ws, onde
Wi =901+ F Y11 F YnVin € Wo =211 + - + Zpo1Wm—1 + Zm Vi

Sendo wy € S e 2z, < Ty, temos pela escolha de z,,, que z,, = 0. Portanto, {uy, ..., u,_1, vy}

gera A. [ |

Teorema 1.4 Sejam V' um mddulo livre sobre Z. de posto n e W um submddulo préprio

sobre Z. de V. Entao W tem uma base sobre Z. com m elementos e m < n.

Prova. Seja {vy,...,v,} uma base sobre Z de V. Entao existe um tinico homomorfismo

¢V — R" sobre Z tal que
o(v;)) =e,Vi=1,....,n e e; € R".

E facil verificar que ¢ ¢ injetor. Logo, V = ©(V). Todo vetor u € R™ pode ser escrito de
modo tnico na forma

u=rm7re +---+rpe,r €R

Definamos v : R" — R" por
Pa) = (r1,..., 1),
Entao ¢(B,[0]) é limitada, onde B,[0] é a bola fechada de centro 0 e raio p. Assim, existe

k € R tal que
[Y(u)]| < k,Vu € B,[0].



Agora, se sje; + - - + s,e, € B,[0] e s; € Z, entdo
(51,5 8a)[ < K.

Logo,

|S’i| S ||(Sl7"'7sn)|| S /{Z,VZ - 1,...,’TL.

O numero de solugdes inteiras desta desigualdade ¢é finito e assim, ¢(V') N B,[0] também
o é. Portanto, ¢(V) é discreto. Pelo Teorema 1.3, W tem uma base sobre Z com m

elementos e m < n. [ |

Como todo reticulado de dimensdao m < n pode ser mergulhado (imerso como sub-
reticulado) em um reticulado de dimensao n, entdo salvo mencao explicita em contrério,
todos os reticulados e sub-reticulados deste trabalho sao de dimensao n

Seja A = (uy, ..., u,) um reticulado em R" gerado por n vetores linearmente indepen-
dentes uy, ..., u, sobre R. Se

u; = (rila--wrin)u

entao a matriz

M=(u,1<i<mn),

cujas linhas s@o os vetores u; é chamada uma matriz geradora do reticulado A, e os
elementos do reticulado A consistem de todos os vetores vM, onde v € Z".
Seja {v1,...,v,} uma base qualquer sobre Z de A. Entao existem tnicos b;; € Z tais

que

n
v :Zbijuial <j<n.

=1

De modo andlogo, existem unicos a;; € Z tais que

n
u; = Zazjvi,l <J=n
=1

10



Logo,

n
uj = E ClijVi
i=1
n

=Y <aij g b,ﬂ»uk>

i=1

k=1 \i=1
Assim,
" 1 sej=k
i=1 0 se j#k.
Se A = (a;;) ¢ a matriz de mudanca da base {v, ..., v,} sobre Z para a base {uy,...,u,}
sobre Z ¢ B = (b;j) ¢ a matriz de mudanga da base {uy,...,u,} sobre Z para a base
{v1,..., vy} sobre Z, entao

AB=1,,

onde I,, é a matriz quadrada de ordem n. Logo,

det Adet B = det(AB) = 1.

Portanto,

det A =detB =+ 1.

Conclusao. Toda base {vy,...,v,} sobre Z de A pode ser obtida a partir de uma

dada base {uy,...,u,} sobre Z de A, onde

n
v = sz‘juiyl <j<n,
=1

com b;; € Z e det B = £1.
O determinante do reticulado A é o valor absoluto do determinante da matriz geradora
M, isto é,
det A = |det M.

Note, do exposto acima, que det A é independente da base sobre Z escolhida para A.

Sejam A um reticulado em R™, I" um sub-reticulado de A, {uy, ..., u,} uma base sobre

11



Z de A e {vy,...,v,} uma base sobre Z de I'. Como v; € A, existem tnicos b;; € Z tais

que

V= Zbijllz‘>1 <j<n
i=1
Se B = (b;;), entao
det I’

N =|det B| = oA

é chamado de 7ndice de I' em A. Note que N depende somente de A e I', nao das bases

sobre 7 escolhidas para A e I'. Pela Regra de Cramer, obtemos

n
Nu; = Zaijvial <j<mn,
=1

onde a;; € Z. Assim,

NACT CA,

onde NA = {Nu:u € A} é um reticulado. Portanto, { Nuy,..., Nu,} é uma base sobre
Z de NA.

Teorema 1.5 Sejam A um reticulado em R™ e I' um sub-reticulado de A. Entao:

1. Para cada base {uy,...,u,} sobre Z de A, existe uma base {vy,...,v,} sobre Z de

I' tal que .
vV, = Zbiju]‘,
j=1
onde bjj € Z, by #0 el <1i<n.

2. Para cada base {vy,...,v,} sobre Z de ', existe uma base {uy,...,u,} sobre Z de

A tal que '
vV, = Zbijuj,
j=1
onde bj; € Z, bj; #0 el <1< n.

Prova. 1. Seja N o indice de I' em A. Como Nu; € I', temos que existem vetores v, € I'

tais que

7
vV, = E biju]',
j=1

12



onde b;; € Z, bi; # 0 e 1 < i < n. Assim, para cada 7, podemos escolher v; € I', com o
ultimo coeficiente |b;;| menor possivel e b;; # 0.

Afirmacgao. {vy,...,v,} ¢ uma base sobre Z de I'.
De fato, é claro que (vq,...,v,) C I'. Suponhamos por absurdo, que exista w € I" —

(vi,...,v,). Como w € A, temos que existem unicos a; € Z, tais que

n
W = E a;u;.
i=1

Seja k, 1 < k < n, o menor inteiro tal que

k
w:Zaiui e a # 0.
i=1
Desde que by # 0, podemos escolher ¢ € Z tal que
|ak — Cbkk| < |bkk| .

O vetor
k

W — V) = Z(ai —ch)w; €T — (v, ..., vy),
i=1

pois w € T' — (vy,...,v,). Logo, ap — cby, # 0, que é uma contradigdo. Portanto,
= (vy,...,vpn).

2. Seja {v1,...,v,} uma base de I' sobre Z, fixada. Como NA é um sub-reticulado
de I', onde N ¢ o indice de I em A, pelo item anterior, existe uma base { Nuy, ..., Nu,}

sobre Z de NA tal que

i

Nui: E CijVj,

=1

onde ¢;; € Z, c¢;; # 0 e 1 <1 <n. Logo,

i
V;, = E bz‘ju]‘,
Jj=1

onde b;; € Q, b; #0el < i <n. E claro que {uy,...,u,} é uma base sobre Z de A.

13



Como v; € A e todo u € A pode ser escrito de modo tinico na forma,

u=>bu +---+byu, b €R,

temos que b;; € Z. [ |

Observagao 1.1 Sejam A e I' reticulados em R"™ com matrizes geradoras M e N, re-

spectivamente. Entao I' é um sub-reticulado de A se, e somente se, N = BM, onde

bip O o --- 0

b21 b22 0 A 0
B=| b3 b3 bz -+ 0

bnl bn2 bn3 ot bnn

com b;; € Z. A matriz B é chamada matriz particionadora do sub-reticulado I'.
Coroldrio 1.1 Sejam A um reticulado em R™ e I' um sub-reticulado de A. Entao:

1. Para cada base {uy,...,u,} sobre Z de A, existe uma base {vy,...,v,} sobre Z de

I' tal que '
V;, = Zbij‘u]',
j=1
ondebijEZ, b“>0,0§b”<bﬂ elgzgn,

2. Para cada base {vy,...,v,} sobre Z de ', existe uma base {uy,...,u,} sobre Z de

A tal que
Q
vV, = Zbijuj,
j=1
ondebijGZ, bzz>070§sz<bzz el <i<n.

Prova. 1. Para mostrar que b; > 0, basta substituir u; por —u; se b; < 0. Agora,

substituamos v; por

i—1
Ww; = E aijvj + Vi,
7=1

14



onde a;; € Z serd determinado, 2 <i < n e w; = v;. Note que, para qualquer escolha de

a;;, o conjunto {wy, ..., w,} é uma base sobre Z de I". Logo,

i
W; = E cijuj,

j=1

onde c¢;; = b;;. Assim, para j < 7, temos
Cij = Qijbjj + ai(ir1)bir1); + o F Gi-)bi-1); + bige
Portanto, para cada i, podemos escolher a;i, @, . .., a;;—1) de modo que
0 < ¢ < c¢jj = byj.

A prova de 2. é andloga. [ |

Coroldrio 1.2 Sejam A um reticulado em R™ e I' um sub-reticulado de A. Entao o indice

de T' em A é o nimero das classes laterais de ' em A, denotado por [A : T).

Prova. Seja N o indice de I' em A. Entao, pelo Corolério 1.1, temos

Afirmacgao. O conjunto
AT ={ciuy + -+ cu,,0 < ¢ < by, 1 <i<n}

¢ um sistema completo de representantes de classes laterais de I' em A.
De fato, seja

u=au +---+a,u,

um elemento qualquer de A. Dividindo a; por b;1, obtemos
a; = biqr + 71,0 <7 < by

Entao

u— @1V —7riu; = agUg + - - - + a,Uy,.
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Dividindo as por bss, obtemos
ag = baaga + 12,0 < 1y < boy.

Entao

U— @q1vy — iy — @2Ve — Tolg = agu3 + * -+ + Gy Uy.

Continuando este processo, obtemos

u-— (Z qivi) — (Z riw;) = 0,

isto é,

u=v-+w,

onde v € I' e w € [A/I']. Suponhamos que
C+w)n(T+w)#0.

Entao existem

n n
W= ru,w = ru e [A/T],
=1 =1

distintos, tais que w —w’ € I'. Seja s o primeiro indice (1 < s < n) tal que r; # 7.

Entao,
n n
S (- =3 v
=S =1
Como .
(2
vV, = Z bl-juj,
j=1
temos que by = - -+ = bs_1 = 0 e bgsbs = 75 — 1%, que é uma contradicao, pois
0<|rs—rl] <bss=0<b, <1.
Portanto, N = [A : T]. [

Observacao 1.2 Sejam G um grupo abeliano livre de posto n e H um subgrupo proprio

de G. Entao |G : H] é finito se, e somente se, os postos de G e H sao iguais.
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Seja T : R" — R™ uma transformacao linear nao singular. Entao o reticulado A em

R™ é transformado por 7' no reticulado
T(A)={T(u):u€ A}

em R". Se T(A) C A, dizemos que T' é um endomorfismo de A. Em particular; se

T(A) = A, dizemos que T é um automorfismo de A.

Teorema 1.6 Seja T : R" — R" wma transformagao linear. Entdo as sequintes afir-

magoes sao equivalentes:
1. Eziste v > 0 tal que (T'(u), T(v)) = r*(u, v), quaisquer que sejam u,v € R".
2. [|T(a)|| = rl|ul|, para todo u ER™ (r constante).

3. Se {ei1,...,e,} € uma base ortonormal, entao (T(e;),T(e;)) = 0 para i # j e

|T(e;)|| =r, para quaisqueri,j=1,... n. [ |

Uma transformagao que satisfaz pelo menos uma das afirmagoes acima chama-se sim-
laridade.

Seja A um reticulado em R". Entao o conjunto
A ={ueR":(u,v)eZVveA}

é um reticulado em R" chamado reticulado dual de A. Se M é uma matriz geradora de
A, entao M* = (M~1)! ¢ uma matriz geradora de A*. Quando A C A*, dizemos que A ¢é
um reticulado inteiro e neste caso,

N-1

A=A+ w),
i=0
onde N é o indice de A em A* e w; € [A*/A], 0 < i < N — 1. Em particular, quando
A = A*, dizemos que A é um reticulado auto-dual.
Uma matriz quadrada A = (a;;), com a;; € Z e det A = £1 é chamada unimodular.
Assim, A ¢ unimodular se, e somente se, A~' = (aj;) existe e aj; € Z.
Uma transformagao linear 7" : R — R" é chamada ortogonal se a mesma preserva o

produto interno, isto é,



para quaisquer u,v € R".
Sejam A e I reticulados em R™ e R", respectivamente, com matrizes geradoras M e

N. Dizemos que A é similar a I" se

M = rANB,

onde 7 € R — {0}, A ¢ uma matriz unimodular e B ¢ uma matriz ortogonal. Quando

r =1, dizemos que A é equivalente a T.

Exemplo 1.4 Sejam A = A, o reticulado hexagonal em R?, com uma matriz geradora

—_

N =
“ﬁ o

L={(rst)€Z’:r+s+t=0}

um reticulado em R3, com uma matriz geradora

1 0 -1

N —
0 -1 1

Entao M = rANB, onde r = @, A=1Le

1 L
V2 6
_ 2
B = 0 —%
_ 1 L
V2 Ve

Portanto, o reticulado Ay é similar ao reticulado T'.

1.3 Parametros de um Reticulado

Seja A um empacotamento esférico em R™. A regiago de Voronoi R,(u) associada ao

ponto u € A é o conjunto

R,(u) ={w eR" :N(w —u) < N(w —u'),Vu’' € A}.
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Um buraco de um empacotamento esférico A em R™ é um ponto de R” — A cuja distancia
de A é um méaximo local, isto é, um ponto wq € R,(u) tal que N(w —u) < N(w, — u),
para todo w € v(wp) N R,(u), onde v(wy) é uma vizinhanga de wo. Um buraco profundo
de um empacotamento esférico A em R™ é um ponto de R™ — A cuja distancia de A é um
méximo absoluto, isto é, um ponto wy € R,(u) tal que N(w — u) < N(wy — u), para

todo w € R,(u). O raio de cobertura de A é dado por
B = N(WO - 11),

onde wy é um buraco profundo de A.

Uma transla¢do por um vetor uy € R™ é uma fungao
ty, : R" — R"
dada por

tu, (1) = u + uy,

para todo u € R".
Dizemos que um conjunto limitado X C R" é mensurdvel quando, tomando-se um
bloco A C R"™ que contenha X, a funcao caracterfstica xy : A — R é integravel. Quando

X & mensurdvel, seu volume é dado pela integral miiltipla

V(X) :/---/dmldxg---dxn,
X

sobre o conjunto X.

O volume de E,(0) é dado por

onde

G(a) = / e Vv ldv,a >0,
0

é a funcao Gama. Sendo n um inteiro positivo, ha dois casos a serem considerados:
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1. Se n é par, digamos n = 2k, entao

2. Se n é fmpar, digamos n = 2k + 1, entao

22k+1]€!71'kp2k+1
VIEO) = =55

Note que V(E,(c)) =V (E,(0)), pois o volume ¢ invariante por translacao.

Uma regiao em R"” que contém um e somente um ponto de cada classe lateral a
direita de A em R" é chamada de regigo fundamental. Note que regiao fundamental nao
é Unica, mas toda regiao fundamental tem o mesmo volume, pois o volume é invariante
por translagao. O wvolume fundamental de um reticulado A é o volume de uma regiao
fundamental, o qual serd denotado por V' (A).

Seja {uy,...,u,} uma base sobre Z do reticulado A. Entao o conjunto

F:F(ul,...,un):{Zriui:0gri<1}

i=1

¢ uma regiao fundamental de A. De fato, dado u € R", digamos u = sju; + - - - + s, u,,
s; € R; como para cada i, s; =r; +t;,onde 0 <1r; < 1let; €7Z, temos u=w + v com
w € Fev € A. Finalmente, seu =w'+v comw’ € Fev' € A, entao w+v = w'+Vv’ se,
e somente se, w =w' e v =v/ poist; —t, € Ze 0 <|r; — 7| <1. A regido fundamental
F ¢é chamada regidgo fundamental bdsica de A.

Seja A um reticulado em R". Entao obtemos uma particao de R™ em classes de
equivaléncia médulo A, isto é, dados u, v € R”, u = v (mod A) se, e somente se, v—u € A.

Assim, a classe de equivaléncia de u ou a translacao do reticulado A por u é o conjunto
A+u={wH+u:weA}

Note que, A+ u pode ser caracterizado como o conjunto de pontos em R™ que sao gerados

pelo grupo das translagoes por elementos de A,
t(A)={tw: vI—w+v:weAveR"}
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agindo no ponto inicial u, isto é,

t: AxR* — R™

(tw,u) = tw(u)=w+u

Logo,

Adu={ty(u)  tyw €t(A)}.
Em outras palavras, A + u ¢ a 6rbita de u sob o grupo ¢(A).
Lema 1.1 Seja A um reticulado de R"™. Entdo R™ = Uyep(F + w).

Prova. Seja {uy,...,u,} uma base sobre Z do reticulado A. Entao {uy,...,u,} é uma

base sobre R de R™. Assim, para cada u € R", obtemos
u=au +---+a,u,,aq €R.

Como, para cada i =1,...,n, temos a; = b; + ¢;, onde b; € Z e 0 < a; < 1, segue-se que

u=v+xcomveEAex €F. Portanto, u € Uyep(F + w). |

Lema 1.2 Seja A um reticulado em R™. Entao V(A) = det A = V(F).

Prova. Seja {uy,...,u,} uma base sobre Z do reticulado A em R". Por definigao,
V(F) = /~~/dr1dr2-~drn.
F
Se w; = (uy;, . - -, Up;), entdo fazendo a mudanga de varidveis

n
o /
r, = UjiT'j,
Jj=1

onde 0 < 7“;. < 1, obtemos

1
VE) = [oo- [ detus)ldrs - di, = det(us).
0

0
Portanto, V(A) = det A = V/(F). [

21



A densidade A(A) de um reticulado A em R” é a relagao entre o volume ocupado pelas

esferas na regiao fundamental e o volume da regiao fundamental, isto é,

~ V(E,(0))
A = det A
A densidade de centro é
pn
A) = )
o(A) det A

Exemplo 1.5 Seja A = Z? um reticulado em R?. Entdo o conjunto {(1,0),(0,1)} é uma

base sobre 7. de A. O raio de empacotamento é p = % €
1
V(A) = det =1
0 1
Assim, temos A(A) =Z e §(A) = 1.

n

A(A) = 46(A)F © AA) = — log, (M))

é o expoente de densidade de A.
Um empacotamento esférico A em R™ que é obtido colocando-se uma configuragao fixa
de s esferas em cada regiao fundamental de A é chamado um empacotamento periddico.

Neste caso,
SVI(E,(0))

AN =—a

Coroldrio 1.3 Sejam A um reticulado em R" e I' um sub-reticulado de A. Entao

Em particular, [A : rA] =", para todo r € 7. [ |

Coroldrio 1.4 Sejam A, I' e II reticulados em R™ tais que I1 CT' C A. Entao

AT =[A:T][: 1.
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Lema 1.3 Sejam A um reticulado em R™ e I' um sub-reticulado de A. Entao existe um

numero finito de reticulados Il entre I' e A.

Prova. Sejam {uy,...,u,} uma base sobre Z de I e

F:{zn:nui:()gn<1}.

i=1

Entao existe um nimero finito de elementos de A pertencentes a F, pois F é limitado.
Assim, se IT é um reticulado entre I' e A, entdo o conjunto ITN F tem um nidmero finito
de elementos. Seja [INF = S.

Afirmacgao. S e I' determinam II.
De fato. Seja v € II. Entao existe u € I' tal que v —u € F. Logo, v—u € S. Portanto,
M=5+T. |

Coroldrio 1.5 Sejam I' um reticulado em R™ e N € Z.. Entdo existe um nimero finito

de reticulados A em R" que contém T, tais que [A : T] = N.

Prova. Seja A um reticuladoem R™ tal que [A : I'] = N. Entao NA CI' C A. Pelo Lema
1.3, existe um nimero finito de reticulados A em R" que contém I', tais que [A : '] = N.
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Capitulo 2

Classificacao dos sub-reticulados nao

equivalentes do reticulado hexagonal

Neste capitulo apresentaremos um método para classificar todos os sub-reticulados de
indice N nao equivalentes do reticulado hexagonal. Antes de iniciarmos daremos alguns

resultados da teoria dos niimeros que serao necessdrios para uma melhor compreensao.

2.1 Residuos Quadraticos

Esta secao serd destinada ao estudo dos pré-requisitos sobre a teoria dos nimeros,
especialmente os residuos quadraticos, fundamentais para o desenvolvimento da secao
subsequente, sobre o reticulado hexagonal. Ao leitor interessado em mais informacoes,
recomendamos Santos [14].

Sejam p um nimero primo e F, um corpo finito. Dizemos que a € F, é um quadrado

(residuo quadrético médulo p) se existir z € [F, tal que

ou, equivalentemente, a congruéncia

7% = a (mod p)

tem solucao. Esta definicao pode ser estendida para qualquer inteiro positivo m tal que

mdc(a,m) = 1. Suponhamos que p > 2 e mdc(a, p) = 1. O simbolo de Legendre é definido
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por

(a) 1 se a é residuo quadratico médulo p

p —1 caso contrério

Pode ser mostrado o critério de Euler:

(%) = a"F (modp).

() -G)G)

Note que, se p = 8k & 1, entdo ¢ (p* — 1) é par. Se p = 8k & 3, entdo z (p? — 1) é fmpar.

Além disso,
Logo,

Pode ser provado que

(2) 1 se p=1,7 (mody)
p —1 se p=3,5 (mod8).

Portanto,

(%) _ (%) (%) ~1sep=135ouT (mods).

Lema 2.1 Seja f(z) = az? + bz + ¢ € Z[x] tal que mdc(a,p) = 1. Entdo

f(z) =0 (modp)

tem no mdximo duas raizes.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que a congruéncia

f(z) =0 (mod p)

tenha trés solugoes nao congruentes modulo p, digamos x;, x5 e 3. Entao

flx) = f(x1) = a(@®—af) 4+ bz — 1)

= (z—x1)]a(x+21) + ).
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Como

f(xj) = f(a1) (modp), j = 2,3,

temos que

f(xg) = (1) = (25 — x)alz; + 21) + ] = 0 (mod p).

Logo, a congruéncia linear
lax + (b+ az1)] = 0 (mod p)

tem duas solugoes nao congruentes modulo p, o que é uma contradicao. |

Como mdc(a,p) = 1 temos que
az® +bx + ¢ =0 (mod p) & 2° + a 'bz + a 'c = 0 (mod p).
Logo,

2?4+abr+ate = 22 +a b+ [2’1a’1b}2 — [2’1a’1b}2 +ate

(z +27'a10)* — 27%a72(b? — 4ac).

Portanto, a congruéncia

az® + br + ¢ = 0 (mod p)

tem solucoes se, e somente se,

A =b? — 4ac

¢ um residuo quadratico médulo p, isto é,

A =
(—) =A"T =1 (mod p).
p
Teorema 2.1 (Teorema Chinés dos Restos) Se mdc(a;,m;) = mdc(m;,m;) = 1,
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para i # j e ¢; inteiro, entdo o sistema

ar = c(modmy)
asx = co(modmy)
azr = cz(modms)
a,x = ¢ (modm,)
possui solucdo e a solucao é unica modulo m = myms - - -m,. |

Observagao 2.1 Note que o nimero de solu¢des da congruéncia
2? + 2+ 1 =0 (modp)

pode ser escrito na forma
D
1+ (5))
1+

se p >3, pois A = —3. Por exemplo, se p =17, entio 2> = —3 (mod7) e x; =2, 15 = 4

sao as solugoes nao congruentes. Portanto, se

N = ﬁpf%
i=1

onde 0s p; sao numeros primos distintos, entao pelo Teorema Chinés dos Restos o nimero
de solugoes da congruéncia

22+ 1 +1=0(modN)

¢ dado por
0 se 2| N ou9|N
v = n . 2.1
' [T (14 (%)) caso contrdrio 21)
i=1,p;>3

Observagao 2.2 Note que o niumero de solu¢des da congruéncia

27* —1 =0 (modp)
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pode ser escrito na forma
4
(=)
p
sep > 3, pois A = 4. Por exemplo, se p = T, entio 2> = 4 (mod7) e x; = —1, 15 = 1

sao as solugoes nao congruentes. Portanto, se

N= ﬁpf’;
=1

onde 0s p; saGo numeros primos distintos, entdo pelo Teorema Chinés dos Restos, o nimero

de solugoes da congruéncia

22 —1=0(modN)

¢ dado por

M — 2n71+v2

Y

onde
2 se N =0 (mod8)

va=19 1 se N=1,3,4,5 ou 7 (mod8) , (2.2)
0 se N=2 ou 6 (mod8)

pois na fatoragao de N pode ocorrer primo par.

2.2 O Reticulado Hexagonal

Nesta secao apresentaremos um método para classificar todos os sub-reticulados de
indice N nao equivalentes do reticulado hexagonal.

O reticulado hexagonal A = A, é gerado pelos vetores

1 V3

u; = (1,0) € Ug = (—5, 7)

Note que, podemos identificar

V3 1 V3,

L0 oL (5 L) cwe (-5, -5 o,
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onde w é a raiz cibica da unidade

2mi
W = eXp(?)
Portanto, a funcao
¢ Lw] — Ay

definida por
p(1) = (1,0) e plw) = (3, %)

¢ um homomorfismo injetor de médulos sobre Z, isto é, podemos identificar As com o

anel dos inteiros de Eisenstein-Jacobi Z|w].

V A
o (0] (@] o] o
(__1,6)
2 2
o) i o o) o)
e} O—t—D——30 o >
; uzn-"7(1, 0) X
o) (c o o o
(45)
2 2
o) o) o) o) o)

Figura 2-1: O reticulado hexagonal A = Aj.

Como Z|w] ¢ um dominio de ideais principais, temos que todo ideal de Z[w] ¢ da forma
(o) = {za: z € Z|w]}.

E facil verificar que, para cada ideal I de Z[w] o conjunto ¢(I) é um reticulado de R2.

Mas a reciproca é, em geral, falsa. Mas temos o seguinte resultado:
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Proposicao 2.1 Seja A um reticulado qualquer de R%. Se wfB € I, para todo B € I =

© Y (A), entio I é um ideal de Z[w)]. Neste caso, dizemos que A é um reticulado ideal de

R2.

Prova. Dados «, 3 € I, existem x,y € A tais que x = ¢(«) e y = ¢(3). Logo,

x—y = ¢(a) = p(B) = pla—B),

isto ¢, a—f € I. Como wa € I, para todo v € I, temos que (a+bw)a € I, para quaisquer

a,b € Z. Portanto, I ¢ um ideal de Z[w]. [

Seja I' um sub-reticulado de Ay tal que [As : I'] = N. Entao pela Observacao 1.1

existe uma matriz particionadora

a 0
B:
b ¢
tal que det B = N. Se
1 0
M:
_1 B
2 2

é a matriz geradora de A; e N é a matriz geradora de I', entao

N = BM

isto é, I é gerado pelos vetores

1 V3

vi = (a,0) e vo = (b— 36 76)

Como Ay /T" é um grupo abeliano finitamente gerado, temos que A, /I" é um grupo ciclico
de ordem N ou Ay/I" é isomorfo a um produto direto Zx X Z,, de grupos ciclicos, onde
m é um fator de % Neste caso, m? | N. Dizemos que I' é um sub-reticulado primitivo de

Ay se Ay /T & ciclico.
Teorema 2.2 Seja N = H?zlpfi, onde 0s p; sdo niumeros primos distintos. FEntao o
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numero de sub-reticulados primitivos nao equivalentes de A = Ay de indice N é
fi(N) = Iy ﬁ(l + l) 4 2Ly gnezie
1 6 pi 3 7

onde vy é dado por (2.1) e vy é dado por (2.2).

Prova. Nosso problema é equivalente a determinar todos os homomorfismos de médulos
sobre Z
v: Ay = Z/NZ = Zn,

pois ker ¢ = I' é um sub-reticulado de A;. Como A, é gerado por 1 e w temos que ¢ é

completamente determinado por ¢(1) e p(w). Note que,
ker(ry) = ker ¢, Vr € U(Zy).

O ntdmero de sub-reticulados primitivos de indice N em um reticulado qualquer em R? ¢

dado pela fungao ¢ (cf. [15, Theorem 8, p. 134])

1
Y(N)=NTJ+-). (2.3)

p

pIN
Como sub-reticulados equivalentes sao invariantes por rotacao e reflexao, temos que dividir
a expressao (2.3) por 6. Além disso, devemos adicionar os sub-reticulados de A, que ja
tenham sido rotacionados ou reflexionados: neste caso, devemos dividir somente por 2 ou
3, respectivamente. Assim, ha dois casos a serem considerados:

12 Caso. Suponhamos que I' tenha somente rotagao. Entao, sem perda de generalidade,

podemos assumir que

p(1) =1 pw) == e p(w?) =27,

onde

2+ 2 +1=0(modN),

pois

pw? +w+1) = (0) =0.

O nimero de solugoes desta congruéncia, pela Observacao 2.1, é dada por v;. Assim, o
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termo adicional é dado por

1 1 1

G5 =3

22 Caso. Suponhamos que I' tenha somente reflexao. Entao, sem perda de generali-

dade, temos as seguintes possibilidades:

(1) = Lpw) =ze pw’)=—x-1,
(1) = —z—1pw) =1e p’)=ur,

p(1) = z0w)=-r—-1epw’)=1,

onde

7> —1 =0 (mod N).

Assim, pela Observacgao 2.2, o nimero de sub-reticulados nao equivalentes é dado por

3. 2n i,

Logo, o termo adicional é dado por

1 1
(_ _ _)3 . 2n71+1/2 — 2n72+1/2'

Portanto,
f(N) = Iy ﬁ(1 + l) + 2Ly gnezies
! 6 iy Di 3
¢ o nimero de sub-reticulados primitivos nao equivalentes de A, de indice V. |

Teorema 2.3 O niumero de sub-reticulados ndo equivalentes de A = As com indice N é

) = 3 Aoy,

m2|N

Prova. Seja I' um sub-reticulado qualquer de A; com indice N. Entao I' pode ser escrito
de modo tnico como

' = mlY,
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N A [T
1 1 1
2 1 1
3 2 2
4 2 3
5 2 2
6 3 3
7 3 3
8 4 5
9 3 4
10 4 4
11 3 3
12 6 8
13 4 4
14 5 5
15 6 6
16 6 9
17 4 4
18 7 8
19 5 5
20 8 10

Tabela 2.1: Numero de sub-reticulados primitivos e nao equivalentes de A

onde IV ¢ um sub-reticulado primitivo de A, com indice % em A,, pois

e se
a b
M =
c d
¢ a matriz geradora de I', entao
a b
! m m
M = ,
< 4
m m

onde M = mM/’, é a matriz geradora de I''. Portanto,

) = 3 Ay)

m2|N

é o nimero de sub-reticulados nao equivalentes de Ay com indice N.
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Teorema 2.4 Seja I' um reticulado em R? com matriz geradora

IS
Nc

,a,b,c € 7.

ISy
o

Entao:

1. O reticulado hexagonal Ay contém uma copia similar de I' se, e somente se,

dac — b* = 3m?*,m € Z.

2. O reticulado hexagonal Ay contém uma copia de I' se, e somente se,

dac—b* =3m*, meZ

a=3" H Pl H @m

pi=1 (mod 3) ¢i=—1 (mod 3)
Prova. 1. Seja I" uma cépia similar de I'. Entao existe r € Q (Z) tal que

b2
ac—— =r?det” & 4ac — b* = 3m*, m € Z.

2. Como
a % 2a 0 1 0 2a b
4a - )
e b 1 0 3m? 0 1
temos que 4al’ C A,. Portanto, I' C As,. [ |

Teorema 2.5 Seja I' um sub-reticulado qualquer de Ay com indice N. Entao d?,;,(T) <

N. Além disso, d2; (T') = N se, e somente se, I' é um reticulado ideal.
Prova. Como A, ¢é o reticulado mais denso em R? temos que d?, (T') < N, para todo

sub-reticulado I' de A,. [ |
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Capitulo 3

Construcoes multinivel

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e resultados bésicos sobre codigos,
com o objetivo de construir reticulados a partir de um dado cédigo corretor de erro, o
qual generaliza a construcao de Leech. Como referéncia indicamos MacWilliams e Sloane

[10] ou Silva [16].

3.1 Cdbdigos

Consideremos um alfabeto (conjunto) F com ¢ elementos e I C Z. Um espaco de
seqiiéncias F' é o conjunto de todas as seqiiéncias ¢ = (¢i)ie1, cujos elementos ¢; pertencem
ao alfabeto F. Quando

I={i:1<i<n},

denotamos F! por F" e chamamos de conjunto de todas as n-uplas ¢ = (c¢;)sc1, onde ¢; €
F. Um cddigo C sobre um alfabeto F é qualquer subconjunto nao vazio do espago de
seqiiéncias F'. Quando C é um subconjunto do conjunto F", dizemos que C é um cddigo

de bloco de comprimento n.

Exemplo 3.1 Sel ={1,2,3} eF ={0,1,2}, entdo
C ={(0,0,0),(0,1,2)}

é um codigo de bloco de comprimento n = 3.

A dimensdo do c6digo C é o niimero k = logp | C |. Note que k ndo é necessariamente

inteiro. A distdncia de Hamming dy(c,c’) entre duas seqiiéncias ¢, ¢’ € F™ é o nimero de
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componentes onde elas diferem:
dg(e,c)=|{iel:¢; #c} .
O peso de Hamming de ¢ € F", denotado por wg(c), é definido por
wp(c) = dg(c,0),

onde 0 é a seqiiéncia nula. Observe que wy(c) é igual ao nimero de componentes nao

nulas de c.

Exemplo 3.2 SeF={0,1,2}, c=(2,1,1,1,2) e ¢/ = (0,1,2,2,0), entao dy(c,c’) = 4,

wy(c) =5 ewg(c) = 3.

Se |C| > 2, entd@o a distdncia minima de Hamming de C ¢ definida por
dg(C) = min{dg(c,c’) : e, € C,c # '},
e o peso minimo de Hamming, é definido por
wy(C) =min{w(c) : c € C,c # 0}.

Um cédigo de bloco C de comprimento n sobre um grupo G é um cddigo de grupo se
C é um subgrupo do produto direto G". Se C é um cédigo de grupo sobre G, entao a
minima distadncia de Hamming é o peso minimo de Hamming. Um cédigo linear C sobre
F, = GF (q), onde GF (q) é o corpo de Galois com ¢ elementos, é um cédigo de grupo
sobre o grupo aditivo de Fy, ou seja, um subgrupo de Fy.

Se C ¢ um cddigo de bloco linear sobre F, de comprimento n, dimensao k e distancia
minima de Hamming dy (C), entdo dizemos que C é um [n,k,d| ,~codigo, ou o cédigo

C=[nk,d,

Exemplo 3.3 Se Fy = Zy = {0, 1}, entdo
C= {(0707 0)? (1’ 170)7 (17 0, 1)a (O, 1, 1)}

é um 3,2, 2],-cddigo.
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Note que em um [n, k, d] -cédigo, dg(C) = wy(C) e k é necessariamente inteiro.
Seja
¥ {07 1} - {_1’ 1}

a funcao definida por

©(0) =41 e p(1) = —1.

Portanto, qualquer [n,k,d],-cédigo C pode ser transformado em um cédigo do espaco

Euclidiano através da funcao

Q: F3 — R™

(1, vea) = (0(er),. .. ()
O c6digo resultante Ee = ¢(C) é um subconjunto, de ordem |C| = 2%, de
[—1,4+1]" = [-1,4+1] x -+ x [=1,+1].
Exemplo 3.4 Seja

€ ={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}.

Entao

Ec = {<17 1)7 (17 _1)7 <_17 1)7 <_1> _1)}

sao os quatro vértices de um quadrado. Observe que k = n, o que nao ocorrerd se tomar-

mos o cddigo do Exemplo 3.3, onde E¢ serd um subconjunto de ordem 4 do cubo.

Sec=(c1,¢2,...,6),¢ =(c),ch,...,c),) €C, onde C é um [n, k, d],-cédigo, entao

rn

lo(e) = @(eI” = (wler) = () + -+ + (#len) = 2(c))?

pois

Portanto,



3.2 Construcao de Leech

A construcao mais simples de um reticulado de um cédigo de bloco linear é a construgao
A de Leech [2], a qual passaremos a descrever.

Seja p € N um nimero primo fixado. Sabemos que todo m € N pode ser escrito de
modo tnico na forma

m=mg+mp+---+m.p,

onde 0 <m; <p—1,i=0,...,r,isto &, a expansao de m na base p. Note que,

~l=@p-D+@-Dp+p@-1)p"+--.

Assim, podemos estender a expansao a todo m € Z.

Sejam p =2 e x = (x1,...,2,) € Z". Um arranjo de coordenadas de x é dado por
ZTor -+ ZTon
Ti1 - Tin
Y
L1 ++ Ton
onde

ZL‘l:l’OZ+ZL‘1Z2+ZL‘2$22—|— ,izl,...,n.

O nimero de linhas no arranjo pode ser infinito, mas apés um determinado momento elas

sao todas idénticas.

Exemplo 3.5 O arranjo de coordenadas do vetor

x=(4,3,2,1,0,-1,-2,-3) € Z°

¢ dado por
(01010101
01 100110
10000111
0000O0OT1T11
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Seja C um cédigo qualquer (ndo necessariamente linear). Um empacotamento de

esferas em R™ é definido por
Ae={x€Z":x=c(mod2) para algum c € C}.

Assim, x € A¢ se, e somente se, a primeira linha do arranjo de coordenadas de x estd em
C. Portanto, A¢ é um reticulado se, e somente se, C € um cédigo linear. Além disso,

&, (A¢) > min {4, dp(C)}.

min
Em particular, se A¢ é um reticulado, entao

d?. (A¢) = min{4,dy(C)}.
De fato, dados x = c+2Z" e X' = ¢’ + 27Z"™ elementos nao nulos de A¢, isto é,x =c+v e
x'=c 4+ w,onde c,c’ € Cev,w e 27", hi dois casos a serem considerados:

12 Caso. Se ¢ = ¢/, entao x — x' € 2Z". Logo,

d2(X7 X/) Z d?mn<2Zn) = 47

onde a igualdade pode ser alcancada escolhendo-se x — x’ com uma tnica componente
nao nula e igual a um vetor em 2Z" com norma minima 4.

20 Caso. Se ¢ # ¢/, entdao existe um primeiro indice ig, 1 < 79 < n, tal que ¢;, #

c;,- Assim, pelo menos dp(C) componentes de x — x’ sao diferentes de 0, pois ¢ e ¢’

2
representam a primeira linha dos arranjos de coordenadas de x e x’, respectivamente.
Logo,

d*(x,x') > dy(C),

onde a igualdade pode ser alcangada escolhendo-se x — x’ uma seqiiéncia de peso minimo.
Note que A¢ ¢ dado explicitamente como a uniao de |C| classes laterais de 2Z™. Entao

a regiao de Voronoi contém |C| centros de esferas. Como

|C| = [Ac : 2Zn] =
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temos que

V(2Z")
C]
(v(22))"
9k

V(Ae) =

2n

2k
on—k,

Além disso, A¢ é similar a E¢. De fato, a funcao

(Yol Ac — EC
(x1,...,2n) +— (1—=2z,...,1—2x,)

transforma A¢ em Fp.

A Construcao A de Leech pode ser generalizada da seguinte maneira: sejam A um
reticulado em R! e T' um sub-reticulado de A de mesmo posto. Entdo [A : ] = N. Assim,
A é a uniao disjunta das N classes laterais de T, isto é,

A= (F—f-Xi),XiEA.

-

=1

Seja G um grupo de rétulo abeliano tal que
¢:G— AT
seja um isomorfismo. Se
£:G— [A/T]

¢ a composigao de ¢ com a aplicagdo natural de A/T" em [A/I'], entao ¢ leva cada g € G
na classe lateral ou na translagdo I' 4+ £(g). Reciprocamente, existe uma correspondente
aplicagao de rétulo

T:AN— G

que leva os elementos das classes laterais ¢(g) = I'+£(g) para as classes laterais de rétulo

ge€Q@q.
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Dado um cédigo de grupo C sobre G, definimos
AC = U @(C)a
onde

p(c) = @ler) x p(ez) x -+ X p(cy)
= I"+¢(c)
= I" + (5(01)7£<C2)7 t 7€(cn)) :

O empacotamento esférico Ac em R™ é chamado de Construcio generalizada A de retic-
ulados, baseada na partigdo de um tnico nivel A/T" e no cédigo C. Note que, A¢ é dado
explicitamente como a uniao de |C| classes laterais de I', ou |C| maneiras. Entao a regiao

de Voronoi contém |C| centros de esferas. Deste modo, temos

V(Ae) = %
d?nin(AC) 2 min {dilln(r>7 dH(C)dfmnO\)} :

Exemplo 3.6 Sejam A =7 e ' = 27Z. Entao A/T é uma cadeia de parti¢oes com 1-nivel

e 2-maneiras. Neste caso, tomando

G ={e,g} =Zs, [A/T] ={0,1},6(e) =0 € &(g) =1,

temos que

Ae = Jel(o),

onde

p(c) = ¢(er) x p(ea) x -+ x p(cy)
= I'"+¢(c)
= "+ (§(er),&(ca), - - -5 €(en))
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e C um (n,k,d)s cdédigo sobre G, com os sequintes pardémetros:

d2in(Ae) = min{4,dy(C)},
V(Ae) = 2"7F,

2(k—n) 2

’}/(Ac) = 2Tdm1n<AC)

Para o cédigo C = [2,1,2], obtemos que

2
dmin

(Ac) =2,V(Ac) =2 e y(Ac) = 1.

Note que A¢ é equivalente ao reticulado Dy em R?, (cf. [2]). Para o cédigo C = [4,3,2]a,
obtemos que
d2

min

(Ae) =2, V(Ae) =2 e y(Ae) = V2 ~ 1.4142.

Note que A¢ é equivalente ao reticulado Dy em R*, (cf. [2]). Para o cddigo C = [8,4,4],,
obtemos que

2
dmin

(Ac) =4,V(Ae) =2" e v(Ac) = 2.
Note que A¢ é equivalente ao reticulado Eg em R®, (c¢f. [2]).

Exemplo 3.7 Sejam A = Ay e I' o sub-reticulado de A obtido com a matriz parti-

cionadora

B:
21

Entao A/T' é uma cadeia de parti¢ées, com 1-nivel e 3-maneiras. Neste caso, tomando

G = {679792}%’237 [A/F] :{07172}75(6):07
Eg) = 1eélg?)=2

temos que
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onde

p(c) = ¢(cr) x p(eg) x -+ x p(cy,)
= I +¢(c)

= I+ (£(e1),€(e2),- - &(en))

e C um (n,k,d)s cdodigo sobre G, com os sequintes parametros:
dpin(Ac) = min{3,dp(C)},

3n—2k

V(Ae) = 27"-37 7

2k—3n

1Ae) = 2:377 - dp,(Ae).
Para o cédigo C = [4,2, 3]s, obtemos que

2
dmin

(Ae) =3, V(Ae) =27%-3% e y(A¢) = 2.

Note que A¢ é similar ao reticulado Eg em RS, (cf. [2]).

Exemplo 3.8 Sejam A = Ay e I' o sub-reticulado de A obtido com a matriz parti-

cionadora

B:
1 2

Entao A/T é uma cadeia de parti¢oes, com 1-nivel e 4-maneiras. Neste caso, tomando

G = {e,9,9%.9°},[MT] ={0,1,2,3},&(e) = 0,
Elg) = 1,E(9°) =2 e &(g®) =3,

temos que

Ae = Jel(o),
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onde

p(c) = ¢(cr) x p(eg) x -+ x p(cy,)
= I'"+¢(c)

= I+ (£(e1),€(e2),- - &(en))

e C um (n,k,d), cédigo sobre G, com os sequintes parametros:

drin(Ae) = min{d, du(C)},
V(Ae) = 27%.3

|3

YAe) = 45553712 (M),

Para o cédigo C = [6, 3,4]4, obtemos que

(Ac) = 4, V(Ac) = 33 € ”y(Ac) = é

d2
3

min

Note que A¢ é similar ao reticulado Ko em R, (cf. [2]).

3.3 Construcoes Multinivel

Nesta secao, veremos que a construcao generalizada A pode ser mais geral, utilizando

particoes com mais de um nivel.

Seja
Am g Am—l g g AO
uma cadeia de reticulados em R! com quocientes
A1 /N =G,

parai=1,2,...,m.
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Sejam as funcoes

(pi . Gz — Aifl/Aiy
& o Gi— [Ai—l/Ai] )
T Az‘—l — Gz

Entao as correspondentes fungoes produto sao respectivamente

¢ Gy X X Gy — No/Ap,
G1X"'XGm—>[A0/Am],
T Ng— Gy X X Gy,

e a funcao ¢ corresponde a uma cadeia de decomposicao em classes laterais dada por

@(91,---,9m) = Am+£(gl>7gm)

= A +&(9) + -+ & (gm) -

A fungao ¢ induz uma correspondéncia biunivoca entre as classes laterais de A, em Ag
e o produto cartesiano GG; X --- x (G,, mas nao é necessariamente um isomorfismo entre
Ao/AmeG1 Xoee XGm.

Sejam Cy,Cs, ..., C,, uma seqiiéncia de cédigos de grupos de comprimento n sobre os

grupos quociente GG; e 0 empacotamento em R™

A = U ol(c, ... cp)

C; EC»;

= Ul +&e) + -+ & (e,

c; €C;

onde

& (ci) = (& (c1i), & (ci) 5 - & (eni))

para uma seqiiéncia

Ci = (C1i,C24y .5 Cn) €Ciii=1,...,m.

Note que A ¢ um conjunto discreto de pontos em R™, mas ndo necessariamente um
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reticulado. Como toda regido fundamental de (A,;,)" de volume V' (A,,,)" contém [, |C;

classes laterais de (A,,)", entao

Além disso,

i (A) > min { gy (M) , i (Cr) i (A1) - - diz (C1) i (Mo) } -
De fato, sejam x,x’ € A com seqiiéncias de rétulos 7w(x) = (c1,...,¢n) € w(X) =
(cy,...,c,), respectivamente. Se m(x) = 7(x'), entdo x e x' estdo na mesma classe

de (A;,)". Assim,
Ix = X|I* = diu(Ara).

min

Se m(x) # m(x'), entao existe um primeiro indice, digamos i, tal que c¢;, # ¢ . Assim,

x e x' estdo na mesma classe de (A;,_1)" em (Ag)" mas ndo na mesma classe de (A;,)".
: , . : ,

Como c¢;, difere de ¢j em pelo menos dy (C;,) posigoes temos que x difere de x’ por pelo

menos d2; (A;,—1) em pelo menos dy (C;,) coordenadas. Logo,

I = X'||* > dir (Ciy) A2 (sp1)-
Quando os cédigos Cy,Cs, . . ., C,, satisfazem a condigao

Ci1 CCC - CCp,

temos a igualdade.

Exemplo 3.9 Sejam Ag = Z2, Ay = Dy e Ny = 27%. Entao No/A1/Ny é uma cadeia de

particoes, com 2-niveis e 2-maneiras. Neste caso, tomando

Gi = {en, 1} = Zy, Gy = {e2, 92} = Loy,
[Ao/M] = {0,1},[A1/As] = {0,1},&(e1) = 0,

§i(g1) = 1,6(e2) =0 e &(g2) = 1,
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temos que

A = U (p(CbC?)

c,€C;

= U [(Am)n + 51(01) + & (CQ)]’

C; Gci

onde

para wma seqiiéncia

C; = (Cu, C24y - - - 7Cni) eC

e C; um (n, k;, d;)2 cddigo sobre G;, com os sequintes parametros:

d?mn(A) = min{4, 2dH (62)7 dH (Cl)}u
V(A) — 22”—(/4:1 -‘rk‘z)’

(k1 +ko)—2n

(A).

Para os cédigos Cy = [8,4,4]2 e Co = [8,7,2]2, obtemos que

-
[N

Note que A ¢é equivalente ao reticulado Hyg em RS, (cf. [17]). Para os cddigos C; =

[16,11,4]y e Cy = [16,15,2]5, obtemos que

o5

Note que A ¢é equivalente ao reticulado Xzo em R32, (cf. [17)).

Exemplo 3.10 Sejam Ay = As e Ay, Ay obtidos de Ay usando a matriz particionadora

Entao Ao/A1/Ay é uma cadeia de parti¢oes, com 2-niveis e 3-maneiras. Neste caso,
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tomando

Gi = {e1.01,91} = L3, G2 = {e, 92, 95} = L,
[Ao/Ma] = {0,1,2},[Ay/Ao] ={0,1,2},&(e1) =0,
&) = L&(g) =2 e
E(e2) = 0,6(g2) = 1,&(95) =2,

temos que
A = L{w(cbcz)
- Cg[(Am)" +&(er) + &5 (e2)],
onde

& (ci) = (& (cui), & (cai) 5o & (eni))

para uma sequéncia

c; = (€14, Caiy - - - Cni) € C;

e C; um (n, k;, d;)s cddigo sobre G;, com os sequintes parametros:

L
S [\]
E

—
-
N
I

min{9, 3dy(C1), dy(C2)},

_ 5n—2(k1+ko)
V(A) = 2. 3T
2(k1+ko)—5n
=SSt ok

v(A) = 2-3 - d?

min

(A).
Para os cédigos Cy = [4,4,1]3 e Cy = [4,2, 3|3, obtemos que
d2

min

(A)=3,V(A)=2"*-3* e y(A) = 2.

Note que A é similar ao reticulado Eg em R®, (cf. [2]). Para os cédigos C; = [12,6,6]3 e
Co = [12,11, 2]3, obtemos

l\)lw

A2 (M) =6,V(A) =2712.3% ¢ 4(A) = 123712 ~ 3.6501.
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Para os cédigos Cy = [18,10,6]3 e Co = [18,16,2]3, obtemos

2
dmin

(A)=6,V(A) =213 ¢ y(A) = 12371 ~ 3.7632.

Note que os reticulados acima sao tao densos quanto os reticulados da Tabela V de ([8)).
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