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Notação
End(G) - Anel dos endomorfismo do grupo G

Zm - Anel dos inteiros módulo m

Z(G) - Centro do grupo G

aH - Classe lateral à esquerda

C - Código

Cd - Código dual de C

I - Conjunto de índices

J - Conjunto de informação

N - Conjunto dos números naturais

Z - Conjunto dos números inteiros

R - Conjunto dos números reais

C - Conjunto dos números complexos

dH(, ) - Distância de Hamming

k - Dimensão do código

W - Espaço de saída

F I - Espaço de seqüências

G - Grupo

Zm - Grupo aditivo dos inteiros módulo m

K - Grupo ciclo

Kn - Grupo das raízes n-ésimas da unidade

Gi - Grupo de saída

HK - Grupo fatorizável em H e K

Aut(G) - Grupo dos automorfismos de G

Inn(G) - Grupo dos automorfismos internos de GbG - Grupo dos caracteres de G
G
H
grupo quociente

Rij - Grupo dos homomorfismos de Zdj em Zdi
' - Isomorfismo
d - Mínima distância de Hamming
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ker - Núcleo do homomorfismo

o(a) - Ordem do elemento a

|G| - Ordem do grupo G

H ×K - Produto direto de H por K

HoK - Produto semi-direto de H por K

ξ - Raiz primitiva da unidade

⊕ - Soma direta
≤ - Subgrupo
hai - Subgrupo gerado pelo elemento a
E - Subgrupo normal
G0 - Subgrupo dos comutadores de G

r - Taxa de informação do código
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Introdução

No presente trabalho apresentaremos uma construção de códigos sobre grupo que imita

a construção de códigos algébricos sobre um corpo finito. O estudo de códigos de grupos

para o canal Gaussiano foi inciado por Slepian em [8].

Um código de grupo sobre um grupo G é um subgrupo de Gn. O estudo de códigos

de grupos foi motivado pela a observação de que códigos de grupos constitui um ingredi-

ente básico para códigos geometricamente uniforme que inclui diversas classes de códigos:

códigos de treliça, códigos reticulados e a constelação de sinais M-PKS casada a grupos.

Embora a distância Euclidiana quadrática mínima seja a medida apropriada para

conjunto de sinais casado a grupos, a distância de Hamming de um código de grupo dar

um limite inferior para a distância Euclidiana quadrática máxima, cf. em [4].

Dado um [n, k]-código, a maior distância mínima de Hamming é n − k + 1. Isto é

verdade para códigos sobre um qualquer alfabeto. Um [n, k]-código cuja distância mínima

de Hamming é igual a n − k + 1 é chamado de código de máxima dsitância separável

(MDS). Códigos MDS foram inicialmente tratados em [4]. Para códigos de grupo sob

grupos abelianos a construção técnica foi dada em [1] em termos de homomorfismo de

grupos Gk em G ou, equivalentemente, em termos do conjunto de endomorfismo de G.

Quando G é o grupo cíclico Zm caracterizaremos os homomorfismos de grupos Zkm em

Zm que formam [k + s, k]-códigos MDS. Como cada um destes homomorfismos pode ser

escrito em termos de k endomorfismos Zm temos que o [k + s, k]-códigos MDS é descrito

por um conjunto de ks endomorfismos de Zm. Mostraremos que uma matriz sobre o anel

Zm estar associada com o conjunto de ks endomorfismos de Zm.

Códigos lineares sobre Zm são idênticos a códigos de grupos sobre o grupo aditivo Zm
de Zm. Mas códigos lineares sobre corpos finitos não são idênticos a códigos de grupos

sobre o seu grupo aditivo, o qual é abeliano elementar. Por exemplo, o [4, 2, 3]-código

de grupo da Tabela 1 é um MDS código sobre Z2 ⊗ Z2 = {1, a} ⊗ {1, b} mas não é um
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(1, 1, 1, 1) (a, 1, ab, ab) (b, 1, b, b) (ab, 1, a, a)

(1, a, ab, b) (a, a, 1, a) (b, a, a, 1) (ab, a, b, ab)

(1, b, b, a) (a, b, a, b) (b, b, 1, ab) (ab, b, ab, 1)

(1, ab, a, ab) (a, ab, b, 1) (b, ab, ab, a) (ab, ab, 1, b)

Tabela 1: [4, 2, 3]-código de grupo sobre Z2 ⊗ Z2

código linear sobre o corpo finito GF (4) cujo grupo aditivo é Z2 ⊗ Z2, pois o anel dos
endomorfismos de Zm é isomorfo a Zm, enquanto anel dos endomorfismos de Z2 ⊗ Z2 é
isomorfo a GF (4). Um endomorfismo de Zm pode ser definido por um elemento de Zm o

qual é a imagem de um gerador sob o endomorfismo e isto é a razão para não distinção

de códigos de grupos sobre Zm e códigos linear sobre Zm.

A abordagem que faremos nos próximos capítulos, ficará disposta da seguinte forma:

No capítulo 1, faremos uma abordagem sobre a Teoria de Grupos dando ênfaze à

homomorfismos de grupos, além disto, algumas definições e resultados clássicos sobre

Módulos.

No capítulo 2, apresentaremos as principais definições e parâmetros de códigos de

grupos. Além disso, mostraremos que não existe [4, 2, 3]-código de grupo sobre Z2m, para

todo m ≥ 2, no entanto, existe [4, 2, 3]-código linear sobre GF (4).
No capítulo 3, apresentaremos uma construção de códigos de blocos lineares sobre

grupos que imita a construção de códigos algébricos sobre corpos finitos. Como vimos,

no Capítulo 2, códigos baseados em grupos não abeliano exibem uma pobre distância de

Hamming. Assim, focaremos nossa atenção em grupos abelianos.

No capítulo 4, caracterizaremos o conjunto de homomorfismos de grupos que define

códigos de grupos com máxima distância separável (MDS) sobre o grupo cíclico Zm.

Além disto, mostraremos que o código dual de um código de grupo com máxima distância

separável sobre Zm, é também um código de grupo com máxima distância separável
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Capítulo 1

Resultados Básicos

Neste capítulo apresentaremos alguns resultados básicos da teoria dos grupos e mó-

dulos que serão necessários nos capítulos seguintes, o leitor interessado em mais detalhes

deve consultar [2, 5].

1.1 Conceitos Básicos

Um conjunto não vazio G equipado com uma operação binária

∗ : G×G −→ G

(a, b) 7−→ a ∗ b

é um grupo se as seguintes condições são satisfeitas:

1. a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c, para todos a, b, c ∈ G.

2. Existe e ∈ G tal que e ∗ a = a ∗ e = a, para todo a ∈ G.

3. Para todo a ∈ G, existe b ∈ G tal que a ∗ b = b ∗ a = e.

O grupo é abeliano ou comutativo se também vale

4. a ∗ b = b ∗ a, para todos a, b ∈ G.

Com o objetivo de simplificar a notação usaremos ab em vez a ∗ b. A ordem ou

cardinalidade de um grupo G é o número de elementos de G e denotaremos por |G|. Se
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G e H são dois grupos, então o produto direto de G com H, denotado por G × H, é o

comjunto de todos os pares ordenados (g, h), onde g ∈ G e h ∈ H, com a operação binária

(g, h) (g0, h0) = (gg0, hh0) .

É fácil mostrar que G×H é um grupo com elemento identidade (e, e) e elemento invertível

(g−1, h−1). Assim, G2 = G×G. Generalizando, temos

Gn = G×G× · · · ×G.

Sejam G um grupo e H um subconjunto de G. Dizemos que H é um subgrupo de G,

denotado por H ≤ G, se as seguintes condições são satisfeitas:

1. H 6= ∅;

2. ab−1 ∈ H, para todos a, b ∈ H.

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Dizemos que H é um subgrupo normal

de G, denotado por H E G, se

gHg−1 = H, ∀g ∈ G.

Exemplo 1.1 Sejam G um grupo e X = {xyx−1y−1 : x, y ∈ G}. Então G0 = hXi é um
subgrupo normal de G, chamado de subgrupo dos comutadores de G.

Proposição 1.1 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Então H é normal e
G

H
é

abeliano se, e somente se, G0 ⊆ H. ¥

Sejam g ∈ G e

hgi = {gn : n ∈ Z}.

Então é claro que hgi é um subgrupo de G chamado de subgrupo cíclico de G gerado por

g. Um grupo G é dito cíclico se existir g ∈ G tal que G = hgi. A ordem de um elemento

g ∈ G, em símbolos o(g), é definida como o(g) = |hgi|. É fácil verificar que se o(g) é finita,
então o(g) é igual ao menor inteiro positivo k tal que gk = e.

Seja G = hgi um grupo cíclico de ordem n. Então gm é um gerador de G se, e somente

se, mdc (n,m) = 1.

Proposição 1.2 Seja H um subgrupo de G tal que H ⊆ Z (G) e
G

H
é cíclico. Então G

é abeliano. ¥
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A função φ : N −→N dada por

φ (n) = |{m : 1 ≤ m ≤ n e mdc (n,m) = 1}|

é chamada de função de Euler.

O conjunto

K = {z ∈ C : |z| = 1}

é claramente um grupo abeliano chamado de grupo ciclo.

Um número complexo z ∈ C é uma raiz n-ésima da unidade se zn = 1. Assim, se

zn = 1, então

|zn| = |z|n = 1⇒ |z| = 1.

Logo, é fácil verificar que existe θ ∈ [0, 2π] tal que

z = exp(iθ) = cos θ + i sen θ.

Portanto, toda raiz n-ésima da unidade pertence ao grupo K. Assim, substituindo z =

exp(iθ) em zn = 1, obtemos que exp(inθ) = 1. Portanto, nθ é um mútiplo de 2π, ou seja,

θ =
2πk

n

para algum k ∈ Z. Assim, o valor de

exp(
2πk

n
i)

depende apenas da classe de congruência de k módulo n e existem precisamente n raízes

n-ésimas da unidade. Fazendo

ξ = exp(
2π

n
i)

temos que

ξk = exp(
2πk

n
i) e Kn = {1, ξ, . . . , ξn−1}

é o conjunto de todas as raízes n-ésimas da unidade. É fácil verificar que Kn é um grupo

cíclico de ordem n gerado por ξ. Note que, se m > n, então, pelo Algoritmo da Divisão,

ξm = ξqn+r = (ξn)q ξr = 1qξr = ξr,

onde 0 ≤ r < n. Um gerador do grupo cíclico Kn é chamado de raiz n-ésima primitiva

da unidade.
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Proposição 1.3 ξk ∈ Kn é uma raiz n-ésima primitiva da unidade se, e somente se,

mdc (n, k) = 1. ¥

Sejam G e K dois grupos. Uma aplicação ψ : G −→ K é um homomorfismo de grupos

se

ψ (ab) = ψ (a)ψ (b) ,∀a, b ∈ G.

Um homomorfismo de grupos ψ : G −→ K é um isomorfismo se ψ é bijetiva. Quando

existir um isomorfismo entre G e K dizemos que G e K são isomorfos e denotaremos

por G w K. Um endomorfismo de um grupo G é um homomorfismo ψ : G −→ G .

Denotaremos por

End (G) = {ψ : G −→ G : ψ é um homomorfismo}.

Um automorfismo de um grupo G é um isomorfismo ψ : G −→ G. Denotaremos por

Aut (G) = {ψ : G −→ G : ψ é um isomorfismo}.

Note que, se G é um grupo abeliano, então End (G) é um anel com respeito às operações

de adição e multiplicação de endomorfismos.

Se G = hgi é um grupo cíclico de ordem n, então qualquer ψ ∈ End (G) é caracterizado
por ψ (g). Assim, temos |End (G)| = n, isto é, ψ (g) = gk, 1 ≤ k ≤ n. Em particular,

|Aut (G)| = φ (n) .

Proposição 1.4 Sejam G = hgi um grupo cíclico de ordem n, L um grupo qualquer e

b ∈ L. Se o (b) divide n, então existe um único homomorfismo ψ : G −→ L tal que

ψ (g) = b e ψ (gr) = br. ¥

Um elemento ψ ∈ Aut (G) é dito automorfismo interno se existir g ∈ G tal que

ψ (x) = gxg−1, para todo x ∈ G. Denotaremos por

Inn (G) = {ψ ∈ Aut (G) : ψ é um automorfismo}.

Teorema 1.1 Seja ψ : G −→ K um homomorfismo de grupos. Então

G

kerψ
' Imψ.

¥
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g 1 2 3 4

χ0(g) 1 1 1 1

χ1(g) 1 i −i −1
χ2(g) 1 −i i −1
χ3(g) 1 −1 −1 i

Tabela 1.1: Caracteres de G

Proposição 1.5 Seja G um grupo. Então Inn (G) é um subgrupo normal de Aut (G) e

G

Z (G)
w Inn (G) .

¥

Seja G um grupo abeliano de ordem n. Um caráter sobre G é um homomorfismo de

grupos χ : G→ C∗. Como gn = e, para todo g ∈ G, temos que [χ(g)]n = χ(e) = 1. Logo,

χ(g) é uma raiz n-ésima da unidade para todo g ∈ G. Além disso,

χ(gh) = χ(g)χ(h),∀g, h ∈ G.

O conjunto bG = {χ : χ é um caráter sobre G}

é um grupo abeliano com a operação

(χ ◦ ψ) (g) = χ (g)ψ (g) , ∀g ∈ G.

O elemento identidade χ0 é definido por χ0(g) = 1, para todo g ∈ G, e o elemento inverso

χ−1 é definido por χ−1(g) = χ(g−1), para todo g ∈ G. O grupo bG é chamado o dual ou

grupo dos caracteres de G.

Exemplo 1.2 Seja G = Z∗5 = {1, 2, 3, 4}. Então bG é dado na Tabela 1.2

Proposição 1.6 Seja G um grupo finito. Então:

1. Se G é um grupo cíclico, então G w bG.
2. Se H e K são dois grupos abelianos finitos, então \(H ×K) w bH × bK
3. Se G é um grupo abeliano, então G w bG.

5



◦ χ0 χ1 χ2 χ3

χ0 χ0 χ1 χ2 χ3

χ1 χ1 χ3 χ0 χ2

χ2 χ2 χ0 χ3 χ1

χ3 χ3 χ2 χ1 χ0

Tabela 1.2: O grupo dual de G

Demonstração. 1. Sejam G = hgi e |G| = n. Então

ψ (g) ∈ Kn = {1, ξ, . . . , ξn−1}.

Como o (ξ) = n e divide o (g) temos, pela Proposição 1.4, que existe um único ψ ∈ bG tal

que ψ (g) = ξ e ψ (gr) = ξr.

Afirmação. bG = hψi. De fato, seja ϕ ∈ bG. Então
(ϕ (g))n = ϕ(gn) = ϕ (e) = 1,

ou seja, ϕ (g) é uma raiz n-ésima da unidade. Logo,

ϕ (g) ∈ Kn =⇒ ϕ (g) = ξk,

para algum k ∈ Z, ou seja,

ϕ (g) = ξk = (ψ (g))k =⇒ ϕ ∈ hψi.

2. Sejam bH × bK = {(ϕ,ψ) : ϕ ∈ bH e ψ ∈ bK}.
e

ω : bH × bK → \(H ×K)

(ϕ,ψ) 7→ ω((ϕ,ψ))
e

ω((ϕ, ψ)) : H ×K → C∗

(h, k) 7→ ϕ(h)ψ(k)
.

É claro que ω é um homomorfismo de grupos sobrejetor. Dado (ϕ, ψ) ∈ kerω. Então

ω((ϕ, ψ))((h, k)) = 1,

isto é, ϕ(h)ψ(k) = 1, para todo (h, k) ∈ H ×K. Em particular, ϕ(h) = ϕ(h)ψ(e) = 1,

para todo h ∈ H. Portanto, ϕ = id. De modo análogo, mostra-se que ψ = id. Assim, ω

é injetora.
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3. Se G é um grupo abeliano. Então,

G w G1 × · · · ×Gs,

onde Gi é um grupo cíclico, para cada i = 1, . . . , s. Pelo item 1, temos que Gi wcGi, para

cada i = 1, . . . , s. Logo,

G w cG1 × · · · ×cGs

e pelo item 2,

G w bG.
¥

Proposição 1.7 Seja G um grupo. Então ψ ∈ End (G) se, e somente se,

H = {(g, ψ (g)) : g ∈ G}

é um subgrupo de G×G.

Demonstração. Suponhamos que H ≤ G × G. Dados (g1, ψ (g1)) , (g2, ψ (g2)) ∈ H.

Então

(g1g2, ψ (g1)ψ (g2)) = (g1, ψ (g1)) (g2, ψ (g2)) ∈ H.

Logo, ψ (g1g2) = ψ (g1)ψ (g2), isto é, ψ ∈ End (G). Reciprocamente, é claro que H 6= ∅.
Dados (g1, ψ (g1)) , (g2, ψ (g2)) ∈ H. Então

(g1, ψ (g1)) (g2, ψ (g2))
−1 = (g1, ψ (g1)) (g

−1
2 , ψ(g−12 ))

= (g1g
−1
2 , ψ (g1)ψ(g

−1
2 ))

= (g1g
−1
2 , ψ(g1g

−1
2 )) ∈ H.

Assim, temos H ≤ G×G. ¥

Proposição 1.8 Sejam G, H grupos e ψ : G × H −→ G × H um homomorfismo de

grupos definido por

ψ (g, h) = (g, ϕ (g)) ,

onde ϕ é um homomorfismo de grupos de G em H. Então K = ψ (G×H) E G×H se,

e somente se, ϕ (G) ⊆ Z (H).
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Demonstração. (g, h) (c, ϕ (c)) (g−1, h−1) ∈ K, para todo g, c ∈ G e h ∈ H se, e somente

se, (gcg−1, hϕ (c)h−1) ∈ K, para todos g, c ∈ G e h ∈ H, se e somente se, ϕ (c) d = dϕ (c),

para todos g, c ∈ G e d = ϕ (g−1)h ∈ H se, e somente se, ϕ (G) ⊆ Z (H). ¥

Proposição 1.9 Seja G um grupo. Então G é abeliano se, e somente se, ψ : G×G −→ G

dado por ψ (a, b) = ab é um homomorfismo. ¥

Proposição 1.10 Todo homomorfismo de grupos ψ : Gk −→ G admite a decomposição

ψ (g1, . . . , gk) =
kY
i=1

ψ (e, . . . , gi, . . . , e) ,

onde os fatores no produto podem ser tomados em qualquer ordem.

Demonstração. A decomposição é imediata da definição de homomorfismo. Para

demonstrar a comutatividade, consideremos k = 2.

ψ (g1, g2) = ψ[(g1, e) (e, g2)] = ψ (g1, e)ψ (e, g2)

e

ψ (g1, g2) = ψ[(e, g2) (g1, e)] = ψ (e, g2)ψ (g1, e) .

Assim, temos que

ψ (g1, g2) = ψ (g1, e)ψ (e, g2) = ψ (e, g2)ψ (g1, e) ,

pois os elementos (g1, e) e (e, g2) comutam. ¥

Sejam G um grupo e H1, . . . , Hn subgrupos de G. Dizemos que G é produto direto

interno de H1, . . . , Hn, em símbolos G = H1 ⊕ · · · ⊕ Hn se as seguites condições são

satisfeitas:

1. Para todo g ∈ G existem únicos h1 ∈ H1, . . . , hn ∈ Hn tais que

g = h1 · · ·hn.

2. hk = kh, para todo h ∈ Hi e k ∈ Hj, com i 6= j.

Teorema 1.2 Sejam G um grupo e H1, . . . , Hn subgrupos de G. Então G = H1⊕· · ·⊕Hn

se, e somente se, as seguintes condições são satisfeitas:

8



1. G = H1 · · ·Hn;

2. Hi E H, para cada i = 1, . . . , n;

3. Hi ∩ (H1 · · ·Hi−1Hi+1 · · ·Hn) = {e}, para cada i = 1, . . . , n. ¥

Corolário 1.1 Sejam G um grupo e H1, . . . , Hn subgrupos de G. Se G = H1⊕ · · ·⊕Hn,

então G é isomorfo ao produto direto H1 × · · · ×Hn. ¥

Sejam G um grupo e H, K subgrupos próprios de G. Dizemos que G é fatorizável em

H e K se as seguites condições são satisfeitas:

1. G = HK.

2. hk = kh, para todo h ∈ H e k ∈ K.

Um grupo G é decomponível se G é fatorizável e

H ∩K = {e}.

Note que, todo produto direto de grupos H ×K é fatorizável. A recíproca não é neces-

sariamente verdade.

Exemplo 1.3 Sejam

G = {(x, y, xy) : x, y ∈ Z∗3},

um grupo e

H = {(x, 1, x) : x ∈ Z∗3},K = {(1, y, y) : y ∈ Z∗3}.

subgrupos próprios de G. Então

G = HK 6= H ×K.

Mas H, K são isomorfos a Z2 e G w Z2×Z2.No entanto, se G é decomponível, então ele

é isomorfo a um produto direto.

Proposição 1.11 Seja G um grupo fatorizável com G = HK. Então:

1. H e K são subgrupos normais de G;

2. H ∩K é um subgrupo central, isto é, H ∩K ⊆ Z (G) ;

9



3. Se H e K são abelianos, então G é decomponível;

4. Se H ∩K = {e}, então G é decomponível;

5. Se H ou K é abeliano, então G é decomponível ou K é um subgrupo normal de H

e G = H;

6. Se H e K são não abelianos e H ∩K 6= {e}, então |G| ≥ 32.

Demonstração. 1. Dados g ∈ G e a ∈ H temos que g = hk = kh, com h ∈ H e k ∈ K.

Logo,

gag−1 = hka(hk)−1 = hkak−1h−1 = hah−1 ∈ H,

ou seja, H é um subgrupo normal. De maneira análoga mostra-se que K é normal.

2. Dados g ∈ G e a ∈ H ∩K. Então g = hk = kh com h ∈ H e k ∈ K. Logo,

ag = a(hk) = (ah)k = (ha)k = h(ka) = (hk)a = ga.

Assim, H ∩K ⊆ Z (G).

3. Se H e K são abelianos, então para todos g, g0 ∈ G temos que

gg0 = (hk)(h0k0) = h(kh0)k0 = h(h0k)k0

= (hh0)(kk0) = (h0h)(k0k) = h0(hk0)k

= (h0k0)(hk) = g0g.

Logo, G é abeliano. Portanto, H e K são subgrupos normais de G, ou seja, G é decom-

ponível.

4. Se H ∩K = {e}, então G é produto direto de dois subgrupos normais. Portanto,

G é decomponível.

5. Seja L = H∩K. Se H é abeliano, obtemos que H = LM com L∩M = {e}. Assim,
H = L×M . Portanto, G =MK com M ∩K = {e} e MK = KM . Assim, temos que G

é decomponível ou M = {e}.
6. Sejam L = H ∩K e ϕ : G −→ H

L
× H

L
dado por ϕ (g) = (hl, kl). É fácil verificar

que ϕ é um homomorfismo sobrejetor. Assim,

G

L
w H

L
× H

L
e |G| = |L|

¯̄̄̄
H

L

¯̄̄̄ ¯̄̄̄
K

L

¯̄̄̄
.

Como |L| ≥ 2, H e K são não abelianos temos, pela Proposição 1.2, que¯̄̄̄
H

L

¯̄̄̄
≥ 4 e

¯̄̄̄
K

L

¯̄̄̄
≥ 4.

Portanto, |G| ≥ 32. ¥
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1.2 Módulos

Seja R um anel comutativo com unidade. Um R-módulo V sobre R é grupo comu-

tativo aditivo junto com uma aplicação R × V → V , (x,v) → xv, tal que as seguintes

propriedades valem:

1. x(yv) = (xy)v, para todos x, y ∈ R e v ∈ V .

2. x(u+ v) = xu+ xv, para todo x ∈ R e u,v ∈ V .

3. (x+ y)v = xv+ yv, para todos x, y ∈ R e v ∈ V .

4. 1v = v, para todo v ∈ V .

Note que, se R é um corpo, então um R-módulo é espaço vetorial sobre R. Além disto,

se V é um R-módulo, então a aplicação

φ : R→ End(V ) dada por φ(x) = ϕx,

onde ϕx(v) = xv, para cada x ∈ R, é um homomorfismo de anéis. Reciprocamente, seja

V é grupo comutativo aditivo e suponhamos que φ : R → End(V ) é um homomorfismo

de anéis tal que φ(1) = idV . Então a aplicação R×V → V , (x,v)→ φ(x)(v) = xv induz

em V uma estrutura de R-módulo.

Um subconjunto não vazio W de um R-módulo V é um R-submódulo de V se as

seguintes condições são satisfeitas:

1. para todos v,w ∈W , tem-se v−w ∈W ;

2. Para todo x ∈ R e w ∈W , tem-se xw ∈W .

Exemplo 1.4 Seja G qualquer grupo abeliano e escrito a operação de G como +. Então

é fácil verificar que G é um Z-módulo com a operação

Z×G→ G, (n, g)→ ng,

onde

ng =


(n− 1)g + g se n > 0

0 se n = 0

(−n)(−g) se n < 0.
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Sejam U e V dois R-módulos. Uma aplicação ψ : U −→ V é um R-homomorfismo se

as seguintes condições são satisfeitas:

1. ψ (uv) = ψ (u)ψ (v) ,∀u, v ∈ U ;

2. ψ (xu) = xψ (u) ,∀u ∈ U e x ∈ R.

Um R-homomorfismo ψ : U −→ V é um R-isomorfismo se ψ é bijetiva.. Denotaremos

por

HomR(U, V ) = {ψ : U −→ V : ψ é um R-homomorfismo}.
Em particular, quando U = V temos que HomR(U, V ) = End R(V ). Note que, o Teorema

1.2, aplica-se para R-módulos.

Proposição 1.12 Sejam V um R-módulo, W1, . . . ,Wn R-submódulos de V e πi as pro-

jeções associadas aWi. Se V =W1⊕· · ·⊕Wn, então as seguintes condições são satisfeitas:

1.
Pn

i=1 πi = idV ;

2. π2i = πi, para cada i = 1, . . . , n;

3. πiπj = 0V , para cada i, j = 1, . . . , n, com i 6= j.

Reciprocamente, se πi ∈ End R(V ) satisfaz 1., 2. e 3. e Wi = Imπi, então V =

W1 ⊕ · · ·⊕Wn e πi são as projeções associadas a Wi. ¥

Teorema 1.3 Sejam V um R-módulo e W1, . . . ,Wn R-submódulos de V . Se V = W1 ⊕
· · ·⊕Wn e φ ∈ End R(V ), então

φ =
nX

i,j=1

πiφπj.

Demonstração. Queremos demonstrar que

φ(v) =
nX

i,j=1

πiφπj(v),∀v ∈ V.

Como v = w1 + · · ·+wn temos, pela Proposição 1.12, que

φ(v) = idV (φ(v))

=
nX
i=1

πi(φ(v))

=
nX
i=1

(πiφ)(
nX

j=1

πj(v))

=
nX
i=1

nX
j=1

(πiφπj)(v).
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¥

Corolário 1.2 Sejam V um R-módulo e W1, . . . ,Wn R-submódulos de V . Se V =W1⊕
· · ·⊕Wn e φ ∈ End R(V ), então EndR(V ) é isomorfo ao conjunto das matrizes quadradas

de ordem n, A = (φij), onde φij = πiφπj ∈ HomR(Wj,Wi). ¥

Exemplo 1.5 Se V = Z3 ⊕ Z2, então End Z(V ) é isomorfo ao conjunto das matrizes

 0 0

0 0

 ,
 1 0

0 0

 ,
 2 0

0 0

 , 0 0

0 1

 ,
 1 0

0 1

 ,
 2 0

0 1




.

Vamos denotar por Zn o anel dos inteiros módulo n. Neste caso, é fácil verificar que

o anel End(Zn) é isomorfo ao anel Zn.

O expoente de um grupo finito G é o menor inteiro positivo m tal que gm = e. Um

grupo aditivo G é abeliano elementar se o expoente de G é um número primo p.

Proposição 1.13 Um grupo G é abeliano elementar com expoente p se, e somente se,

G w Zm
p , para algum m ≥ 1.

Demonstração. Suponhamos queG é abeliano elementar com expoente p. Então pg = 0,

para todo g ∈ G. Seja

· : Zp ×G −→ G dada por · (x, g) = xg.

Então é fácil verificar que G com esta operação é um espaço vetorial sobre Zp de dimensão

m, para algum m ≥ 1. Portanto, G é isomorfo a Zm
p . ¥

Note que, o grupo aditivo de qualquer corpo finito F é abeliano elementar e, recip-

rocamente, qualquer grupo abeliano elementar pode ser dado um estrutura de um corpo

finito.

Seja G um grupo abeliano e m um inteiro positivo. Então

mG = {mg : g ∈ G}

é um subgrupo de G, pois mG é imagem do homomorfismo grupos ϕ : G −→ G definido

por ϕ(g) = mg. Assim, todo grupo abeliano, com mG = {0} é um Zm-módulo.
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Proposição 1.14 Se o expoente n de G não é um número primo e m é divisor de n,

então mG é um subgrupo de G com expoente
n

m
. Além disto, se

n

m
é um número primo,

então mG é grupo abeliano elementar.

Demonstração. Para todo h ∈ mG existe g ∈ G tal que h = mg. Logo,

(
n

m
)h =

n

m
mg = ng = 0.

Agora devemos mostrar que
n

m
é o menor inteiro positivo tal que

n

m
h = 0, para todo

h ∈ mG.

Suponhamos que kh = 0 e h = mg. Então kmg = 0, ou seja, km = rn para algum

r ∈ Z. Portanto, n
m
divide k. ¥

Para finalizar esta seção vamos considerar o seguinte grupo

G = Zd1 × · · · × Zdm,

onde

d1|d2| · · · |dm.

Seja gi o gerador de Zdi. Então cada g ∈ G tem a forma

g = gα11 · · · gαmm ,

para 0 ≤ αi ≤ (di − 1). Assim, uma base normal para G é o conjunto

{g1, . . . , gm}.

É útil considerar os αi como elementos do anel Zdi, de modo que a exponenciação define

um isomorfismo entre o grupo cíclico Zdi e o grupo cíclico aditivo dos inteiros módulo di.

Note que se s | t, então
Zs ' Zt

sZt
.

Seja Rij o grupo de homomorfismos de grupos de Zdi em Zdj (quando i = j, Rii =

End(Zdi)). Então o anel End(G) é isomorfo ao anel das matrizes quadradas de ordem m,

A = (ϕij), onde ϕij ∈ Rij.

De fato, se g ∈ G e

g = g1 · · · gm, gi ∈ Zdi ,
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então é claro que ϕ : G −→ G dada por

ϕ (g) =
mY
i=1

mY
j=1

ϕij (gi)

é um endomorfismo.

Reciprocamente, dado ϕ ∈ End (G). Se gi ∈ Zdi e ϕ (gi) =
mQ
j=1

gij, com gij ∈ Zdj , então

ϕij : Zdi −→ Zdj

dada por ϕij (gi) = gij é um homomorfismo. Não é difícil mostrar que esta correspondência

preserva soma e produto.

Finalmente, de ϕ ∈ End (G) temos que

ϕ (g) =
mY
i=1

ϕ (gi)
αi e ϕ (gi) =

mY
j=1

ϕij (gi) ,

onde ϕij (gi) = g
αij
j , com 0 ≤ αij ≤ (dij − 1). Como [ϕ (gi)]di = e se, e somente se,

g
diαij
j = e para j = 1, . . . ,m, se, e somente se, dj|diαij para j = 1, . . . ,m, temos que

1. Se j ≤ i, então dj|di e aij ∈ Zdj .

2. Se j > i, então di|dj e
aij ∈ dj

di
Zdi .

Portanto,

ϕ (g) =
mY
i=1

g

mP
i=1

aijai

i .

Assim, podemos identificar ϕ com a matriz A = (αij) , αij ∈ Zdj se j ≤ i e

αij ∈ dj
di
Zdi se j > i.

Do resultado acima segue que o grupo de automorfismos de G é isomorfo ao grupo

multiplicativo das matrizes, A = (aij), que tem inverso no anel de todas estas matrizes.

Note que, podemos assumir, sem perda de generalidade, que bαij ∈ Zdm e

A =


bα11 d2

d1
bα12 . . . dm

d1
bα1mbα21 bα22 . . . dm

d2
bα2m

...
...

. . .
...bαm1 bαm2 . . . bαmm

 ,
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Logo, todas as matrizes A0 com a estrutura acima e tal que θ (A0) = A, onde

θ(bα0ij) =
 bα0ij (mod dj) se j ≤ ibα0ij (mod di) se j > i,

descreve o mesmo endomorfismo comoA. Pode-se mostrar que θ preserva a não-singularidade

de uma matriz.
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Capítulo 2

Distância de Hamming

O objetivo deste capítulo é estudar, sobre certas condições, a mínima distância de

Hamming de um código sob um grupo qualquer.

2.1 Códigos

Um alfabeto é qualquer conjunto não vazio F . Um código C sobre um alfabeto F é

qualquer subconjunto não vazio do conjunto F I de todas as seqüências

c = {ci : i ∈ I} = (ci)i∈I,

onde ci ∈ F e I ⊆ Z. Quando
I = {i : 1 ≤ i ≤ n}

temos que Fn = F I.

Um código de bloco C de comprimento n sobre um alfabeto F é qualquer subconjunto

não vazio do conjunto F n de todas as palavras (ou seqüências)

c = {ci : i ∈ I}.

O alfabeto F , salvo menção explícita em contrário, será finito.

A dimensão do código C é k = log|F | |C| símbolos por blocos. Note que k não neces-
sariamente é inteiro. A taxa do código é

r =
k

n
.

Também notamos que |C| é limitado, isto é,

1 ≤ |C| ≤ |F |n.
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A distância de Hamming dH(c,c0) entre duas palavras c, c0 ∈ F n é o número de compo-

nentes nas quais elas diferem.

Se |C| ≥ 2, então a mínima distância de Hamming dH (C) de C é definida por

dH (C) = min{dH(c, c0) : c, c0 ∈ C, c 6= c0}

Note que, 1 ≤ dH (C) ≤ n. Se |C| = 1, então dH (C) =∞ por convenção.

Um código de bloco de comprimento n com dimensão k e mínima distância de Ham-

ming d = dH (C) é chamado um [n, k, d]-código.

Definição 2.1 Seja J um subconjunto de I. Então a projeção sobre J é o mapeamento

PJ : F I −→ F J

c 7−→ PJ (c) ,

onde PJ (c) = {ci; i ∈ J}.

Observação 2.1 A imagem de C sobre PJ é

PJ(C) = {PJ(c) : c ∈ C}.

Como PJ(C) é um subconjunto de F J temos que |PJ(C)| ≤ |F ||J|.

Exemplo 2.1 Sejam

C = {(0, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1), (1, 1, 1, 1)}

um [4, 2, 2]-código sobre o alfabeto F = {0, 1}, I = {1, 2, 3, 4} e J = {3, 4}. Então

PJ (C) = {(0, 0), (1, 1)} 6= F J = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)}.

Proposição 2.1 (Singleton Bound) Se C é um [n, k, d]-código sobre um alfabeto F ,

com k > 0, então d ≤ n− k + 1.

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que d > n− k+ 1, ou ainda, k > n− d+ 1.

Consideremos qualquer subconjunto J de I, com |J| = n− d+ 1. Como

|PJ(C)| ≤ |F ||J| = |F |n−d+1 < |F |k = |C|
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temos que a projeção sobre J de pelo menos duas palavras distintas c e c0 são iguais, isto

é, PJ(c) = PJ(c
0), com c 6= c0. Portanto,

dH (c, c
0) ≤ n− |J| = n− (n− d+ 1) = d− 1 < d,

o que é uma contradição. ¥

Definição 2.2 Um [n, k, d]-código sobre um alfabeto F , com k > 0, tal que d = n− k+1

é chamado um código de máxima distância separável (MDS).

Observação 2.2 Como n e d são inteiros temos que a dimensão k do código MDS é um

inteiro, pois d = n− k + 1 ou k = n− d+ 1.

Definição 2.3 Um conjunto de informação para um código C com dimensão inteira k é

qualquer subconjunto J de I, com |J| = k, tal que PJ (C) = F J, isto é, PJ restrito a Cé

uma bijeção.

Exemplo 2.2 Sejam

C = {(0, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1), (1, 1, 1, 1)}

um [4, 2, 2]-código sobre o alfabeto F = {0, 1}, I = {1, 2, 3, 4} e J = {3, 4}. Então

PJ (C) = {(0, 0), (1, 1)} 6= F J = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)}.

Portanto, J = {3, 4} não é um conjunto de informação. Se J = {2, 3}, então J é um
conjunto de informação, pois

PJ (C) = {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)} = F J.

Proposição 2.2 Se C é um [n, k, d]-código MDS sobre um alfabeto F , com k ≥ 1, então
todo subconjunto J de I, com |J| = k, é um conjunto de informação de C.

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que exista J ⊆ I, com |J| = k, que não seja

um conjunto de informação deC. Então, existem c, c0 ∈ C, c 6= c0 tais que PJ (c) = PJ (c
0),

pois caso contrário, PJ restrito a C seria bijeção. Logo, c e c0 têm |J| = k componentes

iguais. Portanto,

dH(c, c
0) = n− k < n− k + 1 = d,

o que é uma contradição, pois C é um MDS. ¥
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Observação 2.3 Se C não é um código MDS não implica que J é um conjunto de infor-

mação. Confira o exemplo anterior, onde d = 2 e J = {3, 4}.

Quando F = GF (q) = Fq é o corpo de Galois com q elementos, um código de compri-

mento n sobre Fq é linear se ele é um subespaço do espaço vetorial F n
q . Neste caso, o peso

de Hamming wH(c) de uma palavra código não nula c ∈ Fn
q é o número de componentes

diferentes de zero. Assim,

dH(c, c
0) = dH(c− c0,0) = wH (c− c0)

e a dimensão do código é um número inteiro.

Seja C um [n, k, d]-código linear sobre Fq. Se {c1, . . . , ck} é uma base de C, então a
imersão g : F k

q → Fn
q dada por,

g((u1, . . . , uk)) =

Ã
kX
i=1

uici1, . . . ,
kX
i=1

uicin

!
,

onde ci = (ci1, . . . , cin), 1 ≤ i ≤ k, é um codificador para o código C. A k × n matriz

G = (cij) que descreve a aplicação linear g é chamada uma matriz geradora do código C.

Assim, C consiste de qk combinações lineares uG, onde u = (u1, . . . , uk) ∈ Fkq é chamada
uma seqüência de informação ou mensagem.

Exemplo 2.3 Uma matriz geradora para o [7, 4, 3]-código linear C sobre F2 é

G =


1 0 0 0 1 1 1

0 1 0 0 0 1 1

0 0 1 0 1 0 1

0 0 0 1 1 1 0


Observação 2.4 Como a base para um [n, k, d]-código linear C sobre Fq não é única

temos que a matriz geradora G para C também não é única. Desde que operações ele-

mentares de linhas deixa o código C invariante, podemos escolher uma base para C tal

que a matriz geradora G0 é da forma

G0 = [ Ik P ],

onde Ik é a k × k matriz identidade e P é uma k × (n− k) matriz. Neste caso, dizemos

que G0 está na forma canônica.
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Se a matriz geradoraG de um [n, k, d]-código linear C sobre Fq está na forma canônica,

então os primeiros k símbolos de uma palavra código c ∈ C são chamados de símbolos de

informações, os quais são escolhidos arbitrariamente e o restante, chamados símbolos de

verificação de paridade, são determinados. Sejam C1 e C2 dois [n, k, d]-código linear sobre

Fq. Dizemos que C1 e C2 são equivalentes se existirem matrizes geradoras G1 e G2 para

C1 e C2, respctivamente, e uma matriz de permutação Q tal que

G2 = G1Q.

Um [n, k, d]-código linear C sobre Fq é sistemático se ele possui um conjunto de infor-

mação, isto é, se existir um subconjunto J de I tal que |J| = k ou, equivalentemente, se

existir exatamente uma palavra código para todas as possíveis escolhas de coordenadas

nas k-posições, isto é, a matriz geradora G do código C é da forma

G = [ Ik P ].

Seja g : F k
q → Fn

q um codificador para o [n, k, d]-código C sobre Fq, com matriz

geradora

G = [ Ik P ]

Então a aplicação linear h : F n
q → Fn−k

q definida pela (n− k)× n matriz

H = [ −Pt In−k ]

tem as seguintes propriedades:

1. kerh = Im g;

2. c ∈ C se, e somente se, Hct = 0.

De fato. A aplicação linear h ◦ g : F k
q → Fn−k

q é identicamente nula, pois

GHt = [ Ik P ]

 −P
In−k


= Ik(−P) +PIn−k
= −P+P = 0.

Logo, Im g ⊆ kerh. Desde que as últimas n − k colunas de H formam a base canônica

do espaço vetorial Fn−k
q temos que Imh gera Fn−k

q e contém qn−k elementos. Assim, pelo
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Primeiro Teorema de Isomorfismos,

|kerh| =
¯̄
F n
q

¯̄
|Imh| =

qn

qn−k
= qk.

Portanto, kerh = Im g, pois |Im g| = qk.

A matriz H é chamada de matriz de verificação de paridade para o [n, k, d]-código C

sobre Fq. Se c = (c1, . . . , ck, ck+1, . . . , cn) ∈ C, então temos o sistema de equaçõesHct = 0

ou, equivalentemente,

ck+j =
kX
i=1

cihij, 1 ≤ j ≤ n− k,

onde hij são as entradas da matriz P.

Exemplo 2.4 A matriz de verificação de paridade para o [7, 4, 3]-código linear C sobre

F2 é

H =


1 0 1 1 1 0 0

1 1 0 1 0 1 0

1 1 1 0 0 0 1

 .
Se c = (c1, c2, c3, c4, c5, c6, c7) ∈ C, então Hct = 0. Logo, temos o seguinte sistema de

equações de verificação de paridade:

c1 + c3 + c4 + c5 = 0

c1 + c2 + c4 + c6 = 0

c1 + c2 + c3 + c7 = 0

ou, equivalentemente,

c5 = c1 + c3 + c4

c6 = c1 + c2 + c4

c7 = c1 + c2 + c3.

Assim, as aplicações φi : F
4
2 → F2, i = 1, 2, 3, definidas por

φ1((c1, c2, c3, c4)) = c1 + c3 + c4

φ2((c1, c2, c3, c4)) = c1 + c2 + c4

φ3((c1, c2, c3, c4)) = c1 + c2 + c3
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são lineares. Portanto, toda palavra código de C pode ser escrita na forma

(u | φ1(u), φ2(u), φ3(u)),

onde u = (c1, c2, c3, c4) e φ1, φ2, φ3 são aplicações lineares.

Seja C um [n, k, d]-código linear sobre Fq. Então o código dual a C é definido por

C⊥ = {x ∈ Fn
q : hx, ci = 0, ∀c ∈ C}.

Teorema 2.1 Se C é um [n, k, d]-código linear sobre Fq, então C⊥ é um [n, n − k, d∗]-

código linear sobre Fq.

Demonstração. É fácil verificar que C⊥ é um subespaço vetorial de F n
q . Assim, basta

mostrar que dimC⊥ = n−k. SejaG uma matriz geradora para C. Então podemos supor,

sem perda de generalidade, que

G = [ Ik P ].

Consideremos

H = [ −Pt In−k ]

e seja hHi o subespaço vetorial de F n
q gerado pelas linhas de H. Então dimhHi = n− k.

Afirmação. C⊥ = hHi.
De fato. Como GHt = 0 temos que as linhas de H são ortogonais as linhas de G, isto

é, hHi ⊆ C⊥. Sejam x ∈ C⊥, onde x = (x1, . . . , xn) e

y = x−
n−kX
i=1

xk+ihi,

onde hi são as linhas de H. Como hHi ⊆ C⊥ e x ∈ C⊥ temos que y ∈ C⊥. Logo,

y = (y1, . . . , yk, 0, . . . , 0) ∈ C⊥

e yG = 0 implica que yj = 0, j = 1, . . . , k. Portanto,

x =
n−kX
i=1

xk+ihi

e C⊥ ⊆ hHi. ¥
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Um código C em Fn
q é um código cíclico se c = (c1, . . . , cn) ∈ C, então c̃ =

(cn, c1, . . . , cn−1) ∈ C. É conveniente representar a palavra código c = (c1, . . . , cn) ∈ C

pelo polinômio

c(x) = c1 + c2x+ · · ·+ cnx
n−1

no anel

Rn(x) =
Fq[x]

hxn − 1i .

Então xc(x) representa um deslocamento cíclico da palavra código c e, assim, um código

cíclico linear é representado por um ideal em Rn(x). Portanto, C pode ser gerado por um

único polinômio g(x), chamado polinômio gerador do código. Neste caso, se

g(x) = g0 + g1x+ · · ·+ gn−kxn−k

é o polinômio gerador do [n, k, d]-código cíclico C sobre Fq, então os polinômios

g(x), xg(x), . . . , xk−1g(x)

são as palavras código de C. Assim, uma matriz geradora de C é dada por

G =


g0 g1 · · · gn−k 0 0 · · · 0

0 g0 g1 · · · gn−k 0 · · · 0
...

... · · · ...
...

... · · · ...

0 0 · · · 0 g0 g1 · · · gn−k

 .

Observação 2.5 Para qualquer corpo Fq e qualquer inteiro positivo n existem os seguintes

códigos lineares MDS.

1. O [n, n.1]-código universal C = F n
q .

2. O [n, n− 1, 2]-código de verificação de paridade simples (CVPS)

C = {c ∈ F n
q :

nX
i=1

ci = 0}.

3. O [n, 1, n]-código de repetição

C = {(α, α, . . . , α) ∈ Fn
q : α ∈ Fq}.

Teorema 2.2 (Códigos de Reed-Solomon) Sejam Fq um corpo e n ≤ q + 1. Então

existe um [n, k, d]-código linear MDS sobre Fq, onde 1 ≤ k ≤ n.
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Demonstração. Sejam n = q + 1 e ϕ : F k
q −→ Fn

q dada por

ϕ (f) = (f (α1) , f (α2) , . . . , f (αq) , fk−1) ,

onde α1, α2, . . . , αq são todos os q elementos de Fq e

f (x) = f0 + f1x+ f2x
2 + · · ·+ fk−1xk−1 ∈ Fq[x].

Assim, é fácil ver que ϕ é uma aplicação linear injetiva. Logo, C = ϕ(F k
q ) é um código

linear com comprimento n e dimensão k.

Se fk−1 6= 0, então pelo Teorema Fundamental da Álgebra, f (x) possui no máximo

k − 1 raízes. Assim, o peso de Hamming de qualquer palavra código não nula c é

wH (c) ≥ n− (k − 1) .

Assim, pela Proposição 2.1,

wH (c) = n− k + 1.

Se fk−1 = 0, então pelo Teorema Fundamental da Álgebra, f (x) possui no máximo k− 2
raízes. Logo,

wH(c) ≥ n− [(k − 2) + 1] = n− k + 1.

Assim, pela Proposição 2.1,

wH (c) = n− k + 1.

Logo, C é um MDS. Se n < q + 1, então obtemos este código simplesmente omitindo

componentes no código acima. ¥

Proposição 2.3 Não existe [4, 2, 3]-código (linear ou não) sobre F2.

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que exista um [4, 2, 3]-código C sobre F2.

Como

dH (C) = dH (C + a)

para todo a ∈ F 4
2 podemos supor, sem perda de generalidade, que (0, 0, 0, 0) ∈ C. Sendo

C um código MDS temos, Proposição 2.2, que cada par de posições é um conjunto de

informação. Assim, existe uma palavra código com (0, 1) nas duas primeiras posições,

a qual deve ser (0, 1, 1, 1), pois caso contrário, dH (C) < 3. Similarmente, C contém

(1, 0, 1, 1) , (1, 1, 0, 1) e (1, 1, 1, 0). Mas a distância de Hamming entre qualquer duas

palavras é igual a 2, o que é uma contradição. ¥
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Observação 2.6 A Proposição mostra que não existe um [4, 2, 3]-código sobre F2, no

entanto, o Teorema 2.2, mostra que existe um [4, 2, 3]-código linear sobre F3 ou F4. Assim,

podemos notar que sobre corpos grandes temos bons parâmetros de códigos.

2.2 Códigos sobre Grupos não Abelianos

Nesta seção o alfabeto F será um grupo G com a operação de multiplicação e elemento

identidade e.

Um código de bloco C de comprimento n sobreG é código de grupo se C é um subgrupo

do produto direto Gn.Se C é um código de grupo sobre G, então a mínima distância de

Hamming é o mínimo peso de Hamming. Um código linear C sobre Fq é um código de

grupo sobre o grupo aditivo de Fq.

Proposição 2.4 Seja G um grupo finito. Então existe um [n, n − 1, 2]-código sobre G,
para todo n ≥ 2.

Demonstração. Seja

C = {c ∈ Gn :
nY
i=1

ci = e}.

Então, é claro que C é um subconjunto não vazio de Gn. Se c = (c1, . . . , cn) ∈ C, então

podemos escolher c1, c2, . . . , cn−1, arbitrariamente de G, enquanto, cn é completamente

determinado por c1, c2, . . . , cn−1, isto é,

cn =
n−1Y
i=1

c−1n−i.

Assim, |C| = |G|n−1 e mais nenhuma palavra código pode diferenciar de outra, numa
única componente. Pois, se

c = (c1, . . . , cn) e c0 = (c01, c
0
2, . . . , c

0
n) ,

diferenciassem em apenas uma componente, digamos cn, então

cn =
n−1X
i=1

c−1n−i =
n−1X
i=1

c0−1n−i = c0n,

o que é uma contradição. Portanto, dH (C) ≥ 2. Por outro lado, pela Proposição 2.1,
temos que

d ≤ n− k + 1 = n− (n− 1) + 1 = 2.
Portanto, dH (C) = 2. ¥
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Proposição 2.5 Seja G um grupo não abeliano. Então não existe [n, n− 1, 2]-código de
grupo sobre G para n ≥ 3.

Demonstração. Dividiremos a prova em dois casos:

10 Caso - Suponhamos que n = 3 e que exista um [3, 2, 2]-código de grupo C sobre

G. Então, pela Proposição 2.2, cada subconjunto J de I, com |J| = 2, é um conjunto de

informação de C. Assim, todo par de elementos de G aparece em J para algum c ∈ C.

Sejam a, b ∈ G tais que ab 6= ba e c = (e, a, a−1) e d = (b−1, b, e) duas palavras código.

Então

cd =
¡
b−1, ab, a−1

¢
e dc =

¡
b−1, ba, a−1

¢
são duas palavras código com distância de Hamming igual a 1, o que é uma contradição.

20 Caso - Suponhamos que n > 3 e que exista um [n, n−1, 2]-código de grupo C sobre
G. Dado um subconjunto J de I, com |J| = 3. Então

C 0 = {c ∈ C : cj = e se j /∈ J}

é um subgrupo de C com |C 0| = |G|2. De fato, se c,d ∈ C 0, digamos

c = (a, b, c, e, . . . , e) e d = (a0, b0, c0, e, . . . , e)

com abc = e e a0b0c0 = e, então cd ∈ C 0, pois C é grupo. Portanto, a projeção PJ (C 0) de

C 0 sobre J deve ser um [3, 2, 2]-código de grupo sobre G, o que é, pelo primeiro caso, uma

contradição. ¥

Proposição 2.6 Se C é código de grupo sobre um grupo não abeliano G com dois con-

juntos de informações distintos J e J0 tais que J ∩ J0 6= ∅, então para cada g ∈ G0 e j ∈
J ∩ J0 existe c ∈ C com cj = g e ci = e se i ∈ (J ∪ J0)− {j}..

Demonstração. Sejam a, b ∈ G tais que ab 6= ba. Então considerando duas palavras

código c e d tais que cj = a e ci = e, dj = b e dl = e se i, l ∈ J− {j}. Então, cd e dc são
duas palavras código que coincide em J ∪ J0 exceto na j-ésima componente, onde cd e

dc tem componentes ab e ba, respectivamente. Como cdc−1d−1 ∈ C e suas componentes

são todas iguais a e, exceto a j-ésima que é igual a aba−1b−1 temos, para cada g ∈ G0 e

j ∈ J ∩ J0, que existe c0 ∈ C, com c0j = g e c0i = e se i ∈ (J ∪ J0)− {j}. ¥

Proposição 2.7 Seja C um [n, k, d]-código de grupo sobre um grupo não abeliano G.

Então:
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1. Se k >
n

2
e C tem dois conjuntos de informação cuja união é I, então d = 1.

2. Se k ≤ n

2
e C tem dois conjuntos de informação que se interceptam em uma única

posição, então d ≤ n− 2k + 2.

Demonstração. 1. Suponhamos que k >
n

2
e C tenha dois conjuntos de informações J

e J0 tais que J ∪ J0 = I. Então J ∩ J0 6= ∅, pois k >
n

2
. Assim, pela Proposição 2.6, para

cada g ∈ G0 e j ∈ J∩ J0 existe c ∈ C, com cj = g e ci = e se i ∈ (J∪ J0)− {j}. Portanto,
d = 1.

2. Suponhamos que k ≤ n

2
e C tenha dois conjuntos de informações J e J0 tais que |

J ∩ J0| = 1. Então
m = |J ∪ J0| = 2k − 1 < n.

Assim, pela Proposição 2.6, existe c ∈ C com wH (c) = 1 dentro de J ∪ J0. Logo,

d ≤ 1 + (n−m)

= 1 + n− (2k − 1)
= n− 2k − 2.

Portanto, d ≤ n− 2k + 2. ¥

Observação 2.7 A Proposição mostra que códigos de grupos sobre grupos não abelianos,

iniciando do [n, 1, n]-código, todo símbolo de informação adicional custa duas unidades de

distância, enquanto para códigos MDS, todo símbolo de informação adicional custa apenas

uma unidade de distância.

Corolário 2.1 Seja G um grupo não abeliano. Então não existe [n, k, d]-código de grupo

MDS sobre G, com 1 < k < n.

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que exista um [n, k, d]-código de grupo MDS

sobre G com 1 < k < n. Assim, temos dois casos há serem considerados.

10 Caso - Se k >
n

2
, então pela Proposição 2.7, d = 1. Logo, n− k + 1 = 1 e n = k,

que é uma contradição.

20 Caso. Se k ≤ n

2
, então pela Proposição 2.7,

n− k + 1 = d ≤ n− 2k + 2
⇒ k ≤ 1,

o que é uma contradição. ¥

28



Observação 2.8 Seja G um grupo não abeliano com |G| = pm. Então, pelo Teorema

2.2, existe um [n, k, d]-código MDS sobre G para cada n ≤ pm + 1 e 1 < k < n. Mas

pelo Corolário um código com estes parâmetros não pode ser código de grupo. Assim,

concluímos que para códigos sobre grupos não abelianos, a propriedade de grupos é, em

geral, incompatível com o alcance da melhor mínima distância de Hamming.

Um código de grupo C de comprimento n sobre um grupo G é um código normal se

C é um subgrupo normal de Gn.

Dado um código de grupo C e i ∈ I, o grupo de saída Gi, no instante i, será definido

como o conjunto de todo g ∈ G que já ocorre como componente ci = P{i} (c) das palavras

código c ∈ C, isto é,

Gi = P{i} (C) .

Usualmente Gi = G para todo i ∈ I, mas não está excluída da definição a possibilidade de
Gi ser um subconjunto próprio de G. Portanto, Gi pode ser abeliano sem que G o seja.

É claro que, se i pertence a um conjunto de informação J, então

Gi = P{i} (C) = G{i} = G.

O código C é assim um subgrupo de W =
Qn

i=1Gi, o qual será chamado espaço de saída

de C. W é abeliano se, e somente se, Gi é abeliano, para cada i = 1, . . . , n. Se G0
i é o

comutador de Gi, então W 0 =
Qn

i=1G
0
i é o comutador de W .

Proposição 2.8 Seja C um código de grupo sobre um grupo G. Então C é normal em

W se, somente se, W 0 ⊆ C. Além disto, se C é normal em W , então
W

C
abeliano

Demonstração. Suponhamos que C é normal em W . Dados i ∈ I e a, b ∈ Gi. Sejam

c ∈ C, com ci = a, cj = e se i 6= j e w ∈ W , com wi = b, wj = e se i 6= j. Logo, por

hipótese,

m = wcw−1 ∈ C.

Assim,

d = cm−1 = c
¡
wcw−1

¢−1
= cwc−1w−1 ∈ C,

com di = aba−1b−1 e dj = e se i 6= j. Portanto, W 0 ⊆ C, pois i é arbitrário.

A recíproca, segue da Proposição 1.1. ¥
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Teorema 2.3 Sejam C um código normal sobre um grupo G e W não abeliano. Então

a mínima distância de Hamming de C é igual a 1.

Demonstração. Se C é normal em Gn, então C é normal emW , pois W é um subgrupo

de Gn. Assim, pela Proposição 2.8, W 0 ⊆ C. Como W é não abeliano temos que existem

a,b ∈W tais que ab 6= ba, ou seja,

aba−1b−1 6= e.

Logo W 0 6= {e} e pelo menos um G0
i contém um elemento g 6= e. Assim, a palavra código

c, com ci = g e cj = e se i 6= j é um elemento de W 0 e de C. Portanto, wH (c) = 1. ¥

Corolário 2.2 Seja G um grupo não abeliano. Então um [n, 1, n]-código de repetição

sobre G é um código de grupo mas não é um código normal para n ≥ 2.

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que o [n, 1, n]-código de repetição seja nor-

mal. Então, pelo Teorema, temos que d = n = 1, o que é uma contradição. ¥

Teorema 2.4 Sejam C um [n, k, d]-código de grupo sobre um grupo abeliano G com ex-

poente q, p um fator primo de q e pm = q. Se C possui um conjunto de informação J,

então existe [n, k, d]-código de grupo D sobre K = mG.

Demonstração. Pela Proposição 1.14, o grupo K = mG é um grupo abeliano elementar,

com expoente p. O código D = mC é um subcódigo de C e um código de grupo sobre

K. Como C possui um subconjunto de informação J temos que |J| = k e existem |K|k
palavras código emD correspondendo a toda k-uplas de elementos deK em J. Ora, sendo

D um subcódigo de C temos que a mínima distância de Hamming de D é pelo menos d.

Portanto, D é um [n, k, d]-código de grupo sobre K. ¥

Corolário 2.3 Seja G = Z2m, para todo m ≥ 2. Então não existe [4, 2, 3]-código de grupo
sobre G.

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que exista um [4, 2, 3]-código de grupo sobre

G. Então, pela Proposição 2.2, C possui um conjunto de informação J, com |J| = 2. Pelo
Teorema 2.4, D = mC é um [4, 2, 3]-código de grupo sobre K = mG w Z2, o que é, pela
Proposição 2.3, uma contradição. ¥

Observação 2.9 O Corolário mostra que não existe [4, 2, 3]-código de grupo sobre Z4, no

entanto, pelo Teorema 2.2 existe um [4, 2, 3]-código linear sobre F4. Assim, o Corolário

mostra simplesmente que um tal código não é de grupo.
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Capítulo 3

Códigos de Bloco Lineares Sobre

Grupos

Neste capítulo consideraremos uma construção de códigos de bloco lineares sobre gru-

pos que imita a construção de códigos algébricos sobre corpos finitos. Como vimos, códigos

baseados em grupos não abeliano exibem uma pobre distância de Hamming, focaremos

pois nossa atenção em grupos abelianos.

3.1 Matriz de Verificação de Paridade

Sejam G um grupo e

C = {c ∈ Gn : cai11 · · · cainn = e, 1 ≤ i ≤ m e aij ∈ Z}.

Então, é claro que C é um código sobre G, pois C 6= ∅. Note que, este código é descrito
por uma “matriz de verificação de paridade” H = (aij), cujas entradas são os expoentes

aij ∈ Z, 1 ≤ i ≤ m e 1 ≤ j ≤ n.

Exemplo 3.1 O [3, 2]-código de verificação de paridade simples C sobre G é definido pela

relação c1c2c3 = e, isto é, pela matriz

H = [111].

C é linear se, e somente se, G é abeliano. De fato, dados a, b, c, d ∈ G temos que

(a, b, b−1a−1) , (c, d, d−1c−1) ∈ C. Portanto,¡
a, b, b−1a−1

¢ ¡
c, d, d−1c−1

¢
=
¡
ac, bd, b−1a−1d−1c−1

¢ ∈ C
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se, e somente se,

b−1a−1d−1c−1 = (bd)−1 (ac)−1 .

Fazendo, a = c e b = d, temos que

b−1a−1b−1a−1 = (bb)−1 (aa)−1

se, e somente se, ab = ba.

Exemplo 3.2 O [3, 1]-código de repetição C sobre G é definido pelas relações c1c−12 c03 =

e e c1c02c
−1
3 = e, isto é, pela matriz

H =

 1 −1 0

1 0 −1


Assim, temos que C = {(a, a, a) : a ∈ G}.

Exemplo 3.3 A matriz

H =


1 1 1 0 −1 0 0

0 1 1 1 0 −1 0

1 1 0 1 0 0 −1


define um [7, 4]-código. Este código é chamado código de Hamming, o qual é linear se G

é abeliano. Pode ser mostrado, por cálculos direto, que a mínima distância de Hamming

é igual a 3.

Exemplo 3.4 Pela Proposição 1.7 o conjunto

C = {(g | ϕ2 (g) , ϕ3 (g) , . . . , ϕn (g)) : g ∈ G}

é um [n, 1]-código linear do tipo repetição sobre G se, e somente se, ϕi ∈ End (G). Se
ϕi ∈ Aut (G), então o código C é chamado código linear do tipo repetição automorfo.

Proposição 3.1 Um [n, 1]-código linear do tipo repetição C tem mínima distância de

Hamming igual a n se, e somente se, C é automorfo.

Demonstração. Suponhamos que exista pelo menos um ϕi ∈ End (G) tal que ϕi /∈
Aut (G). Então

kerϕi = {g ∈ G : ϕi (g) = e} 6= {e}.
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Assim, existe g ∈ G com ϕi (g) = e e g 6= e. A correspondente palavra código possui

pelo mensos um elemento identidade (i-ésima posição), de modo que sua distância de

Hamming à palavra código identidade é no máximo n− 1. Portanto, a mínima distância
de Hamming não pode exceder a n− 1. ¥

Exemplo 3.5 Seja G = S3 o grupo simétrico. Então a matriz

H =


2 0 3 0 0

2 3 0 0 0

1 0 0 −1 0

0 1 0 0 −1


define um [5, 2]-código C sobre G sem conjunto de informação. De fato, se

G = {e, r, r2, s, sr, sr2},

com r3 = s2 = e e rsrs = e, então as palavras código têm a forma

(abc | ab) ,

onde

b, c ∈ {e, r, r2} e a ∈ {e, s, sr, sr2}.

Fazendo a tabela dos elementos de G temos que |C| = 36, e portanto k = 2.

Na teoria da codificação algébrica a “clássica” construção de códigos lineares concatena

uma k-upla de símbolos de informação com (n− k) símbolos de verificação de paridade

escolhidos de modo a satisfazer certas equações de verificação de paridade. A seguir

mostraremos como esta construção pode ser imitada para gerar códigos lineares sobre

grupos, no entanto, esta construção não é bastante geral: é suficiente observar que para

grupos não abelianos a ordem dos elementos é relevante. Assim, não podemos usar um

procedimento baseado na matriz de verificação de paridade para definir códigos lineares

sobre grupos gerais.

Um [n, k]-código C sobre um grupo G é sistemático se suas |G|k palavras códigos são
n-uplas da forma:

(c1, . . . , ck | dk+1, . . . , dn)

com dk+i = ϕi (c1, . . . , ck), onde ϕi são (n− k) aplicações de Gk em G, i = 1, . . . , n− k.
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Proposição 3.2 O [n, k]-código sistemático C sobre G é linear se, e somente se, as

aplicações ϕi de G
k em G são homomorfismos de grupos.

Demonstração. Sejam

(c1, . . . , ck | dk+1, . . . , dn) ∈ C

(x1, . . . , xk | yk+1, . . . , yn) ∈ C.

Então seu produto é uma palavra código se, e somente se,

ϕi (c1, . . . , ck)ϕi (x1, . . . , xk) = ϕi (c1x1, . . . , ckxk)

se, e somente se, ϕi são homomorfismos de grupos. ¥

Um [n, k]-codigo sistemático linear C sobre G é a imagem de um ψ ∈ End (Gn) tal

que

ψ (c | d) = (c | ϕ (c)) ,

onde ϕ é um homomorfismo de Gk em Gn−k.

Observação 3.1 Pela Proposição 1.8 um [n, k]-código sistemático linear C sobre um

grupo G é normal se, e somente se, ϕ é um homomorfismo de Gk em Z
¡
Gn−k¢. ¥

Proposição 3.3 Todos os [n, k]-códigos sistemáticos lineares sobre G são isomorfos a

Gk.

Demonstração. Sejam C um [n, k]-código sistemático linear sobre o grupo G e π a

projeção de Gn sobre Gk × {e}n−k, ou seja,

π (g1, . . . , gk | gk+1, . . . , gn) = (g1, . . . , gk | e, . . . , e).

É claro que π é um homomorfismo de grupos e mais π restrito à

C = {(c, ϕ(c)) : ϕ é um homomorfismo de Gk em Gn−k}

é um isomorfismo de C em Gk × {e}, ou seja, C w Gk. ¥

A Proposição mostra que a estrutura algébrica abstrata de um código linear não é

tão relevante, no sentido de que não carrega muita informação sobre as propriedades do

código em si, pois em grupos isomorfos gerais pode ser pensado como sendo o mesmo
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grupo, o mesmo não é verdade para códigos lineares, os quais por exemplo, podem ter

diferentes distâncias de Hamming.

Um [n, k]-código de bloco sistemático linear é decomponível (fatorizável) se ele é um

grupo decomponível (fatoriazável).

Exemplo 3.6 O [3, 2, 2]-código sobre Z2 é decomponível em C = C1C2, onde

C1 = {(x, e | x) : x ∈ Z2}

e

C2 = {(e, y | y) : y ∈ Z2}.

Além disto, C 6= C1 × C2 mas C1, C2 são isomorfos a Z2 e C w Z2 × Z2.

Proposição 3.4 A mínima distância de Hamming de um código fatoriazável C = C1C2

não pode exceder a menor entre as mínimas distâncias de Hamming de C1 e C2. ¥

Proposição 3.5 Um [n, k]-código de bloco sistemático linear sobre um grupo fatorizável

G é fatorizável.

Demonstração. Por definição G = HK com HK = KH. Então Gl = H lKl para todo

l ∈ Z. Tomando c ∈ Gk temos que c = c1c2 com c1 ∈ Hk e c2 ∈ Kk. Como ϕ é um

homomorfismo temos que

(c | ϕ (c)) = (c1c2 | ϕ (c1c2))
= (c1 | ϕ (c1)) (c2 | ϕ (c2)) .

Note que, embora

ϕ (c1) , ϕ (c2) ∈ Hn−kKn−k

pode ocorrer que ϕ (c1) /∈ Hn−k ou ϕ (c2) /∈ Kn−k. ¥

3.2 Códigos Assintoticamente Maus.

Nesta seção mostraremos, do ponto de vista da distância de Hamming, que códigos

lineares sobre grupos não abelianos são assintoticamente maus.
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Seja G um grupo não abeliano. Com as notações da Proposição 1.10, um [n, k]-código

linear é caracterizado por (n− k) homomorfismos de grupos

φi : G
k −→ G

cada um deles é caracterizado por k endomorfismo

ϕj : G −→ G

tais que, para j 6= l,

ϕl (G)ϕj (G) = ϕj (G)ϕl (G) ,

elemento a elemento. O grupo

W = ϕ1 (G)ϕ2 (G) · · ·ϕk (G)

é um subgrupo de G. Considerando agora um dos ϕj, temos o seguinte resultado:

Proposição 3.6 Sejam G um grupo não abeliano e φ um homomorfismo sobrejetor de

Gk em G. Se

φ (g1, . . . , gk) = ϕ1 (g1) · · ·ϕk (gk) ,

onde ϕi ∈ End (G), então:

1. Se G não é fatorizável em subgrupos próprios não centrais, então ϕi ∈ Aut(G) para
algum i e ϕj (G) ⊆ Z (G), para todo j com i 6= j.

2. Se G é indecomponível, então |G| ≥ 32.

Demonstração.1. Como φ é sobrejetor temos que

G =
kY
i=1

ϕi (G) = ϕj (G)Wj,

onde

Wj =
kY
i=1

ϕi (G) ,

com i 6= j. Assim, por hipótese,

ϕj (G) = G e Wj ⊆ Z (G)

ou

ϕj (G) ⊆ Z (G) e Wj = G.
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Se ϕj (G) = G e Wj ⊆ Z (G) acabou. Mas se ϕj (G) ⊆ Z (G) e Wj = G, repete-se o

mesmo argumento em Wj = G até obtermos o automorfismo ϕi.

2. Se G é indecomponível, então Hj =Wj ∩ϕi(G) ⊆ Z (G) e |Hj| ≥ 2. Pelo item 3 da
Proposição 1.11, Wj e ϕi (G) são não abelianos e finalmente pelo item 6 da Proposição

1.11, |G| ≥ 32. ¥

Vamos supor primeiro que G é indecomponível e que pelo menos um dos ϕi ∈ Aut (G),
(isto, como temos visto, é certamente o caso se |G| < 32). Então, mostraremos que todo
[n, k]-código sistemático linear sobre G é decomponível em k código do tipo repetição.

De fato, considere o símbolo de verificação de paridade

dk+i = φi (c1, . . . , ck) ,

onde φi é um homomorfismo de grupos de Gk em G. Assim, se G é indecomponível,

então

dk+i = φi (e, . . . , cji , . . . , e)Zi,

onde φi ∈ End (G), cuja imagem φi (G) pode ser um subgrupo não comutativo e

Zi =
kY

h=1

φi (e, . . . , ch, . . . , e) ∈ Z (G) , h 6= ji.

Note que, o homomorfismo φi pode ser associado naturalmente com um automorfismo,

possivelmente o automorfismo identidade, como segue:

dk+i = ϕi (e, . . . , cji , . . . , e)Zi = θi (cji)Zi.

Já sabemos que a palavra código é¡
c1, . . . , ck | θ1 (cj1)Z1, . . . , θn−k

¡
cjn−k

¢
Zn−k

¢
Agora, sejam c e d duas palavras código. Então

c =
¡
c1, . . . , ck | θ1 (cj1)Z1, . . . , θn−k

¡
cjn−k

¢
Zn−k

¢
e

d =
¡
d1, . . . , dk | θ1 (dj1)U1, . . . , θn−k

¡
djn−k

¢
Un−k

¢
com Zi, Ui ∈ Z (G). Logo,

(cd) (dc)−1 = ((c1d1) (d1c1)
−1 · · · (ckdk) (dkck)−1 |

θ1((cj1dj1) (dj1cj1)
−1) · · · θn−k(

¡
cjn−kdjn−k

¢ ¡
djn−kcjn−k

¢−1
),
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pois

(ZiUi) (UiZi)
−1 = e,

de modo que obtemos um subcódigo decomponível num número conveniente de códigos

do tipo repetição de dimensão 1.

Finalmente, se G é decomponível, digamos G = HK, com H indecomponível e não

abeliano, então restringimos o subcódigo a H. Assim, o argumento acima aplica-se e

o código linear é necessariamente decomponível em um produto de k código do tipo

repetição.

Proposição 3.7 Seja G um grupo não abeliano. Então nenhum [4, 2]-código de bloco

sistemático linear C sobre G tem mínima distância de Hamming excedendo a 2.

Demonstração. Qualquer palavra de C tem a forma:

(c1c2 | ϕ1(c1)φ1 (c2)ϕ2(c1)φ2 (c2)),

onde

ϕ1, ϕ2, φ1, φ2 ∈ End (G) e ϕi (G)φi (G) = φi (G)ϕi (G) , i = 1, 2.

Se um dos quatros endomorfismos, digamos ϕ1 /∈ Aut (G), então o subcódigo de C com

palavras código

(c1e | ϕ1 (c1)ϕ2 (c1))

não é automorfo. Logo, pela Proposição 3.1, sua mínima distância de Hamming não pode

exceder a 2. Portanto, pela Proposição 3.4, a mínima distância de Hamming de C não

pode exceder a 2. ¥

Para limitar a mínima distância de Hamming d, observamos que, no melhor evento,

todos estes códigos do tipo repetição de dimensão 1 tem um e o mesmo comprimento
n

k
, o

qual é a maior mínima distância de cada subcódigo. Portanto, obtemos uma cota superior

para a mínima distância de Hamming:

d ≤
jn
k

k
Fazendo r =

n

k
e δ =

d

k
, obtemos a cota assintótica

rδ ≤ 1

n
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a qual mostra que rδ aproxima-se de zero quando n cresce. Note que, esta cota superior

melhora o resultado da Proposição 2.7.

3.3 Códigos sobre Grupos Abelianos.

Nesta seção examinaremos com mais detalhes a construção de códigos lineares sobre

grupos abelianos.

Um [n, k]-código sistemático linear sobre o grupo abeliano G é um subgrupo de Gn

com ordem |G|k, descrito por (n− k) homomorfismos de grupos de Gk sobre G. Suas

palavras código são:

(c1, c2, . . . , ck | dk+1, . . . , dn) ,

onde

dk+l = φl (c1, c2, . . . , ck) (3.1)

=
kY

j=1

φl (e, . . . , cj, . . . , e)

e todo φl é caracterizado por k matrizes quadradas de ordem m,

A (l, h) , h = 1, . . . , k

com elementos em Zdm.

Usando uma base normal para G temos que

ch =
mY
i=1

gcihi e dl =
mY
i=1

gdili

e pela equação 3.1, para cada l = 1, . . . , (n− k),

dl =
kY

h=1

mY
i=1

g

mP
j=1

αij(l,h)cih

i

=
mY
i=1

g

kP
h=1

mP
j=1

αij(l,h)cih

i .

Assim, comparando expoente obtemos um conjunto de equações de verificação de paridade

kX
h=1

mX
j=1

αij (l, h) cih − dil = 0 (3.2)

onde i = 1, . . . ,m e l = 1, . . . , (n− k).
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Definimos agora m vetores dj cujas (n− k) componentes são os expoentes dos sím-

bolos de paridade e m vetores ci cujas k componentes são os expoentes dos símbolos de

informação. O conjunto de equações em (3.2) pode ser ser escrito na forma matricial


A11 · · · A1m −In−k · · · 0
...
. . .

...
...
. . . · · ·

Am1 · · · Amm 0 · · · −In−k





c1
...

cm

· · ·
d1
...

dm


=



0
...

0

0
...
...

0


, (3.3)

onde Aij são (n− k)× k matizes e In−k são (n− k)× (n− k) matrizes identidades. A

m (n− k)×mn

matriz dos coeficientes que aparece na forma escalonada em (3.3) descreve um código e

pode ser chamada sua matriz de verificação de paridade H, a qual nos permite limitar,

e possilvelmente avaliar, a mínima distância de Hamming do código. Vamos numerar as

primeiras mk colunas de H (as quais corresponde a localização de informação), como

h1 +mh2, h1 = 1, . . . , k, h2 = 0, . . . , k − 1.

As colunas com o mesmo índice h1 serão chamadas de “colunas companheiras de infor-

mação”. Estas colunas ocupam a mesma posição dentro das submatrizes Aij. Similar-

mente, podemos definir “colunas companheiras de verificação de paridade” numerando da

mesma maneira o restante (n− k) colunas (correspondendo a localização de verificação

de paridade).

Teorema 3.1 Seja C um [n, k]-código sistemático linear sobre Zt. Então, a matriz de

verificação de paridade H é uma matriz escalonada (n− k) × n sobre Zt. A mínima

distância de Hamming d do código é igual ao número mínimo de colunas linearmente

dependentes de H.

Demonstração. Seja g um gerador de Zt. Então o número mínimo de colunas linear-

mente dependentes emH dar o número mínimo de expoentes não nulos para g numa dada

palavra código. Este é o número de posições em que uma palavra código difere da palavra

código identidade de C. ¥
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Exemplo 3.7 Um [5, 2, 2]-código sistemático linear sobre Z8 é definido pela matriz de

verificação de paridade sobre Z8

H =


1 1 −1 0 0

3 1 0 −1 0

5 1 0 0 −1

 = (h1, h2, h3, h4, h5).
Como 4h1+4h2 = 0 temos que d = 2. Seja g um gerador de Z8. Então as palavras código

têm a forma ¡
gc1, gc2 | gc1+c2 , g3c1+c2, g5c1+c2¢

Exemplo 3.8 Um [5, 2, 3]-código sistemático linear sobre Z8 é definido pela matriz de

verificação de paridade sobre Z8.

H =


1 1 −1 0 0

0 1 0 −1 0

1 0 0 0 −1

 = (h1, h2, h3, h4, h5)
Como h1 + h3 + h5 = 0 temos que d = 3. Seja g um gerador de Z8. Então as palavras

código têm a forma ¡
gc1 , gc2 | gc1+c2 , gc2, gc1¢

Este é um exemplo de um código ótimo, pois o Corolário 2.3 exclui a existência de um

[5, 2, 4] sobre Z8.

Teorema 3.2 Seja C um [n, k]-código sistemático linear sobre um grupo abeliano G de

expoente dm. Então, a matriz de verificação de paridade H é uma matriz escalonada

m (n− k) × mn sobre Zdm. A mínima distância de Hamming d do código é igual ao

número mínimo de colunas linearmente dependentes de H do sistema homogêneo (3.3)

sobre Zdm, com cada conjunto de colunas companheiras contando uma vez.

Demonstração. Observe que a mínima distância é caracterizada pelo número mínimo

de elementos diferentes da identidade na palavra código. Diferentes geradores na mesma

posição não aumenta a distância . Logo, colunas companheiras que define elementos

associados com diferentes geradores de G mas localizado na mesma posição da palavra

código conta exatamente uma vez no mesmo peso da palavra código. ¥
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Exemplo 3.9 Um [5, 2, 3]-código sistemático linear sobre Z2 × Z4 é definido pela matriz
de verificação de paridade sobre Z4.

H =

 A11 A12 −I3 0

A21 A22 0 −I3


= (h1, h2, h3, h4, h5, h6, h7, h8, h9, h10) ,

onde

A11 =


1 0

0 1

1 3

 , A12 =

1 0

0 1

1 0

 ,

A21 =


3 1

1 1

0 1

 , A22 =

2 2

2 0

1 2

 .
Como 2 (h1 + h3)+2 (h2 + h4)+2h7 = 0 temos que d = 3. Sejam g1, g2 os dois geradores

de Z2 × Z4. Então eles satisfazem as relações

g42 = g21 = e e g1g2 = g2g1

e as palavras código têm a forma

(gc11 , g
d1
2 , gc21 , g

d2
2 | gc1+c21 , g3c1+d1+2c2+2d22 , gd1+d21 , gc1+d1+2c22 , gc1+3d1+c21 , gd1+c2+2d22 )

Exemplo 3.10 Um [5, 2, 3]-código sistemático linear sobre Z2 é definido pela matriz de

verificação de paridade sobre Z2.

H =


1 1 1 0 0

0 1 0 1 0

1 0 0 0 1

 = (h1, h2, h3, h4, h5)
Como h1 + h3 + h5 = 0 temos que d = 3. Seja g um gerador de Z2. Então as palavras

código têm a forma

(gc1 , gc2 | gc1+c2 , gc2, gc1)

3.4 Códigos de Grupos Multiníveis

Nesta seção apresentaremos uma construção de códigos de grupos a partir de códigos

conhecidos.
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Sejam G um grupo, H e K dois subgrupos. Dizemos que G é um produto semidireto

de H por K, em símbolos G = HoK, se as seguintes condições são satisfeitas:

1. G = HK;

2. H E G;

3. H ∩K = {e}.

Neste caso, K é um complemento de H e K ' G
H
.

Seja G o produto semidireto de H porK. Então, cada g ∈ G pode ser escrito de modo

único na forma:

g = hk, h ∈ H e k ∈ K.

Teorema 3.3 Sejam G = HoK, CH ⊆ HI e CK ⊆ KI códigos de grupos. Então o

conjunto

CG = {hk : h ∈ CH e k ∈ CK}

é um código de grupo sobre G se khk−1 ∈ CH, para todo h ∈ CH e k ∈ CK. O código CG

é chamado código estendido e denotado por CG = CH ¯ CK .

Demonstração. Sabemos que e ∈ CH e e ∈ CK. Logo,

e = ee ∈ CG e CG 6= ∅.

Dados g1,g2 ∈ CG. Então g1 = h1k1 e g2 = h2k2, para algum h1,h2 ∈ CH e k1,k2 ∈ CK .

Logo,

g1g
−1
2 = (h1k1) (h2k2)

−1

= h1k1(k
−1
2 h

−1
2 )

= h1(k1k
−1
2 h

−1
2 )

= h1(k1k
−1
2 h

−1
2 k2k

−1
1 )(k1k

−1
2 ) ∈ CG.

Portanto, CG é um código de grupo sobre G. ¥

Corolário 3.1 Sejam G = H × K um grupo abeliano aditivo, CH ⊆ HI e CK ⊆ KI

códigos de grupos. Então o código estendido CG = CH ¯ CK

CG = {h+ k : h ∈ CH e k ∈ CK}

é um código de grupo sobre G. ¥
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(e, e, e, e, e) (s, s, s, e, e) (e, e, s, s, s) (s, s, e, s, s)

(r, r, r, e, e) (sr2, sr2, sr2, e, e) (r, r, sr2, s, s) (sr2, sr2, r, s, s)

(r2, r2, r2, e, e) (sr, sr, sr, e, e) (r2, r2, sr, s, s) (sr, sr, r2, s, s)

(e, e, r, r, r) (s, s, sr2, r, r) (e, e, sr2, sr2, sr2) (s, s, r, sr2, sr2)

(e, e, r2, r2, r2) (s, s, sr, r2, r2) (e, e, sr, sr, sr) (s, s, r2, sr, sr)

(r, r, r2, r, r) (sr2, sr2, sr, r, r) (r, r, sr, sr2, sr2) (sr2, sr2, r2, sr2, sr2)

(r, r, e, r2, r2) (sr2, sr2, s, r2, r2) (r, r, s, sr, sr) (sr2, sr2, e, sr, sr)

(r2, r2, e, r, r) (sr, sr, s, r, r) (r2, r2, s, sr2, sr2) (sr, sr, e, sr2, sr2)

(r2, r2, r, r2, r2) (sr, sr, sr2, r2, r2) (r2, r2, sr2, sr, sr) (sr, sr, r, sr, sr)

Tabela 3.1: [5, 2, 3]-código de grupo sobre G

Exemplo 3.11 Seja

G = {e, r, r2, s, sr, sr2},

com r3 = s2 = e e sr = r2s. Então G = HoK, onde H = {e, r, r2} e K = {e, s}. Sejam

CH = h(r, r, r, e, e), (e, e, r, r, r)i ⊆ H5

e

CK = h(s, s, s, e, e), (e, e, s, s, s)i ⊆ K5

[5, 2, 3]-códigos de grupos. É fácil verificar que khk−1 ∈ CH, para todo h ∈ CH e k ∈ CK.

O código estendido CG é o [5, 2, 3]-código dado pela Tabela 3.1

Sejam G = HoK e CG ⊆ GI um código de grupo. Então toda palavra código g ∈ CG

pode ser escrita de modo único na forma

g = hgkg

Teorema 3.4 Sejam G = HoK e CG ⊆ GI um código de grupo. Então

CG = {hk : h ∈ CH e k ∈ CK}

se, e somente se, hg,kg ∈ CG, para todo g ∈ CG.

Demonstração. Se g ∈ CG, então g = hk, com h ∈ CH e k ∈ CK. Como CH e CK

são códigos de grupos temos que e ∈ CH . Assim, k = ek ∈ CG. De modo análogo,

h = he ∈ CG.

A recíproca é imediata. ¥
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Corolário 3.2 Todo código de grupo sobre: G = Zm × Zn, com mdc (m,n) = 1, pode

ser obtido como códigos estendido de um código de grupo sobre Zm e um código de grupo

sobre Zn. ¥
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Capítulo 4

Códigos MDS

Neste capítulo caracterizaremos o conjunto de homomorfismos de grupos que define

códigos de grupos com máxima distância separável (MDS) sobre o grupo cíclico Zm.

Além disto, mostraremos que o código dual de um código de grupo com máxima distância

separável sobre Zm é também um código de grupo com máxima distância separável

4.1 Códigos MDS sobre Grupos Cíclicos

Nesta seção identificaremos os homomorfismos que define códigos de grupos com máx-

ima distância separável (MDS) sobre o grupo cíclico Zm.

Sabemos que um [n, k]-código sistemático linear C sobre o grupo abeliano G é um

subgrupo de Gn com ordem |G|k, descrito por (n− k) homomorfismo de grupos φl de G
k

sobre G. Suas palavras código são:

(c1, c2, . . . , ck | dk+1, . . . , dn) ,

onde

dk+l = φl (c1, c2, . . . , ck) (4.1)

=
kY

j=1

φl (e, . . . , cj, . . . , e) , ∀l = 1, . . . , n− k.

Assim, um único homomorfismo de Zkm para Zm define um [k + 1, k]-código sistemático

linear sobre Zm. Qualquer componente nos últimos termos da equação 4.1,

φl (e, . . . , cj, . . . , e)
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é essencialmente um elemento de End(Zm). Assim, qualquer palavra código

(c1, c2, . . . , ck | dk+1, . . . , dk+s)

de um [k + s, k]-código grupo sobre Zm é da forma

(c1, c2, . . . , ck |
kY

j=1

ϕj1 (cj) , . . . ,
kY

j=1

ϕjs (cj)),

onde ci ∈ Zm, ϕjl são k endomorfismos de Zm e os φl são ditos decompostos como estes

endomorfismos, que denotaremos por

φl = ϕ1l · · ·ϕkl,∀l = 1, . . . , s.

Dizemos que um homomorfismo φ : Zkm −→ Zm é homomorfismo com distância cres-

cente (HDC) se

kerφ = {e} ou dH(kerφ) = 2.

Proposição 4.1 Um [k + 1, k]-código de grupo sobre Zm é MDS se, e somente se, φ :

Zkm −→ Zm é um HDC.

Demonstração. Suponhamos que C é um [k + 1, k]-código de grupo MDS sobre Zm.

Então

dH(C) = k + 1− k + 1 = 2,

isto é, toda palavra código de C tem pelo menos duas componentes diferentes de e. Se

kerφ 6= {e}, então existe

c = (e, . . . , ci, . . . , cj, . . . , e | φ((e, . . . , ci, . . . , cj, . . . , e))) ∈ C − {e},

com i 6= j tal que

φ((e, . . . , ci, . . . , cj, . . . , e)) = e.

Logo, dH(kerφ) = 2. Portanto, φ : Zkm −→ Zm é um HDC.

Reciprocamente, suponhamos que φ : Zkm −→ Zm é um HDC. Então para cada

c = (c1, c2, . . . , ck | φ((c1, c2, . . . , ck))) ∈ C

temos dois casos há serem considerados:

10 Caso - Se φ((c1, c2, . . . , ck)) = e, então

(c1, c2, . . . , ck) = (e, e, . . . , e)
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ou dH(c) ≥ 2.
20 Caso - Se φ((c1, c2, . . . , ck)) 6= e, então pelo menos um dos ci 6= e. Logo, dH(c) ≥ 2.
Portanto, em qualquer um dos casos, temos que dH(c) ≥ 2. Pela Proposição 2.1,

dH(c) ≤ k + 1− k + 1 = 2.

Portanto, C é um [k + 1, k]-código de grupo MDS sobre Zm. ¥

Proposição 4.2 Seja φ : Zkm −→ Zm um homomorfismo de grupos, onde φ = ϕ1ϕ2 · · ·ϕk.

Então φ é HDC se, e somente se, ϕi ∈ Aut(Zm), para cada i = 1, . . . , k.

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que ϕi /∈ Aut(Zm), para algum i = 1, . . . , k.

Então existe ci ∈ Zm, ci 6= e tal que ci ∈ kerϕi. Logo,

φ ((e, . . . , ci, . . . , e) = ϕi (ci) = e,

isto é, dH(kerφ) = 1, o que é uma contradição.

Reciprocamente, Suponhamos que ϕi ∈ Aut(Zm), para cada i = 1, . . . , k, e

d = (e, . . . , di, . . . , e) ∈ Zkm,

com di 6= e. Então φ (d) = ϕi (di) 6= e e a mínima distância do código definido por φ é

igual a 2. Assim, pela Proposição 4.1, temos que φ é HDC ¥

Sejam Φs = {φi}si=1 um conjunto de homomorfismos de Zkm em Zm e

ker (φ1 · · ·φs) = kerφ1 ∩ · · · ∩ kerφs.

Se para cada r, 1 ≤ r ≤ s,

ker
¡
φi1 · · ·φir

¢
= {e} ou dH(ker

¡
φi1 · · ·φir

¢
) = r + 1,∀ij ∈ {1, . . . , s},

então dizemos que Φs é um conjunto com distância crescente de homomorfismos (CDCH).

Observação 4.1 Se Φs é um CDCH, então todo subconjunto de Φs também o é.

Teorema 4.1 Um [k+s, k]-código de grupo sobre Zm definido por Φs é MDS se, e somente

se, Φs é um CDCH.
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Demonstração. Suponhamos que C seja um [k + s, k]-código de grupo MDS sobre Zm
definido por Φs. Então

dH(C) = k + s− k + 1 = s+ 1,

isto é, toda palavra código de C tem pelo menos s+1 componentes diferentes de e. Assim,

se

c = (c1, c2, . . . , ck | dk+1, . . . , dk+s) ∈ C

tem exatamente r, 0 ≤ r ≤ s, elementos dk+ij ∈ {dk+1, . . . , dk+s} são iguais e, com
j = 1, . . . , r, então a palavra código

bc = (c1, c2, . . . , ck | dk+i1 , . . . , dk+ir)
é tal que

dH(bc) ≥ (s+ 1)− (s− r)

= r + 1.

Logo, Φir = {φij}rj=1 é um CDCH. Portanto, Φs é um CDCH.

Reciprocamente, suponhamos que Φs é um CDCH e

c = (c1, c2, . . . , ck | dk+1, . . . , dk+s)
= (c1, c2, . . . , ck | φ1 (c1, c2, . . . , ck) , . . . , φs (c1, c2, . . . , ck)) ∈ C.

Se exatamente r, 0 ≤ r ≤ s, elementos dk+ij ∈ {dk+1, . . . , dk+s} são diferentes de e, com
j = 1, . . . , r, então, eliminando estas componentes, a parte restante bc de c é uma palavra
código do código definido por um subconjunto de Φ(s) consistindo de s−r homomorfismos.
Logo, por definição

dH(bc) ≥ s− r + 1.

Assim,

dH(c) ≥ r + (s− r + 1)

= s+ 1.

Portanto, pela Proposição 4.1, temos que o código definido por Φs é um MDS. ¥

Corolário 4.1 Se

C = {(c1, c2, . . . , ck | φ1 (c1, c2, . . . , ck) , . . . , φs (c1, c2, . . . , ck)) : ci ∈ Zm}

é um [k + s, k]-código de grupo MDS, então o [k + t, k]-código de grupo Ct definido por

um subconjunto de t homomorfismo definindo C é MDS, para todo t = 1, . . . , s− 1,. ¥
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4.2 Caracterização Matricial de Códigos MDS

Sabemos que cada ϕ ∈ End(Zm) é unicamente definido pela imagem do gerador de

Zm sob ϕ. Além disto, End(Zm) ' Zm e ϕ(g) = gα ∈ Aut(Zm), onde Zm = hgi, se, e
somente se, mdc(m,α) = 1 ou, equivalentemente, α ∈ U(Zm) o conjunto das unidades de

Zm.

Seja

C = {(c1, c2, . . . , ck | φ1 (c1, c2, . . . , ck) , . . . , φs (c1, c2, . . . , ck)) : ci ∈ Zm}

um [k + s, k]-código de grupo sobre Zm. Então a matriz

P = (αij)k×s (4.2)

sobre Zm, onde

φj = ϕ1jϕ2j · · ·ϕkj,∀j = 1, . . . , s e ϕij(g) = gαij , i = 1, . . . , k

é chamada matriz associada ao código C. Assim, a matriz geradora G de C pode ser

escrita na forma

G = [ Ik P ]

e a palavra código c corespondente à mensagem u = (c1, . . . , ck) é dada por

c = uG.

As equações de verificação de paridades são

dk+r =
kX
i=1

ciαir, r = 1, . . . , s,

as quais, na forma matricial, tornam-se

[ −Pt Is ]c
t = O.

A matriz de verificação de paridade H do código C é dada por

H = [ −Pt Is×s ].

Note que, esta matriz H pode ser obtida da matriz de verificação de paridade dada no

Capítulo anterior para códigos de grupos sobre grupos abelianos restrigindo a grupos

cíclicos.
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Proposição 4.3 [7, Corollary3, pp.319] Seja q = pa, onde p é primo e a ∈ N. Então
[n, k, d]-código linear C sobre Fq é MDS se, e somente se, qualquer k colunas da matriz

geradora G de C são linearmente independentes. ¥

O próximo teorema é uma generalização de um resultado dado em [7, Theorem 8, pp.

321].

Teorema 4.2 Seja

C = {(c1, c2, . . . , ck | φ1 (c1, c2, . . . , ck) , . . . , φs (c1, c2, . . . , ck)) : ci ∈ Zm}

um [k+s, k]-código de grupo sobre Zm. Então C é MDS se, e somente se, o determinante

de qualquer submatriz t × t da matriz associada é uma unidade em Zm, para cada t =

1, . . . ,min{s, k}.

Demonstração. Suponhamos que C é um código MDS. Seja bC o código obtido de C

pela eliminação de todas as componentes exceto as componentes

{cj1, . . . , cjt , ck+i1, . . . , xk+it},

isto é, bC é um [2t, t]-código e sua matriz associada será denotada por Pt. É claro que bC
é um código MDS e dH( bC) = t+ 1. Considere a seguinte equação matricial.

Ptbct = 0. (4.3)

Se existir um vetor bc = (c1, . . . , ct) 6= 0 satisfazendo a equação 4.3, então o vetor
c = (c1, . . . , ct, 0, . . . , 0)

é uma palavra código de bC com dH(c) ≤ t, o que é uma contradição. Logo, a única

solução da equação 4.3 é o vetor nulo. Portanto, o determinante de Pt é uma unidade em

Zm.

Reciprocamente, seja P a matriz associada do código C e suponhamos que o de-

terminante de qualquer submatriz t × t de P seja uma unidade em Zm, para cada

t = 1, . . . ,min{s, r}. Considerando

c = (c1, c2, . . . , ck | ck+1, . . . , ck+s) ∈ C,
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com ci = gβi, onde g é um gerador de Zm temos que c pode ser representado por

β =
¡
β1, . . . , βk, βk+1, . . . , βk+s

¢
.

Com esta representação temos que

βk+r = αr1β1 + αr2β2 + · · ·+ αrkβk, r = 1, . . . , s,

onde a soma é efetuada em Zm.

Suponhamos que no conjunto

{β1, . . . , βk}

somente t elementos sejam diferentes de zero, digamos βj1, . . . , βjt. Então a equação

anterior reduz-se a

βk+r = αrj1βj1 + αrj2βj2 + · · ·+ αrjtβjt, r = 1, . . . , s.

Suponhamos que t destes elementos sejam zeros, digamos βk+i1 , . . . , βk+it. Então

αrj1βj1 + αrj2βj2 + · · ·+ αrjtβjt = 0, r = i1, . . . , it.

Logo, por hipótese,

βj1 = βj2 = · · · = βjt = 0,

que é uma contradição. Logo,

dH(c) ≥ (t+ s)− t+ 1

= s+ 1.

Portanto, C é um MDS. ¥

Exemplo 4.1 Seja C o [4, 2]-código de grupo sobre Z9 definido pela matriz geradora

G =

 1 0 1 1

0 1 1 2

 .
Então C é um código MDS com dH(C) = 3, pois det(P) = 1 ∈ U(Z9). Note que a matriz
de verificação de paridade de C é dada por

H =

 8 8 1 0

8 7 0 1

 .
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4.3 Sobre a Existência de Códigos MDS

Apresentaremos nesta seção alguns resultados da não existência de códigos MDS sobre

Zm, onde m é um produto de primos distintos, digamos

m = pa11 · · · pall

com ai ∈ Z+.

Proposição 4.4 Seja m = pa, onde p é primo e a ∈ N. Então existe um [k+1, k]-código
de grupo MDS sobre Zm, para todo k ∈ N.

Demonstração. Pela Proposição 2.4 existe um [k + 1, k, 2]-código MDS C sobre Zm,

para todo k ∈ N. Assim, a matriz geradora de C é dada por

G =


1 0 · · · 0 α1(k+1)

0 1 · · · 0 α2(k+1)
...
...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 αk(k+1)

 ,

onde αi(k+1) ∈ Zm, para todo i = 1, . . . , k. Como dH(C) = 2 temos que αik+1 ∈ U(Zm),

para todo i = 1, . . . , k. Portanto, pelo Teorema 4.2, C é um código de grupo MDS. ¥

Proposição 4.5 Seja m = pa, onde p é primo e a ∈ N. Então existe um [1+ s, 1]-código

de grupo MDS sobre Zm, para todo s ∈ N.

Demonstração. Seja C um [1+ s, 1]-código de grupo sobre Zm, para todo s ∈ N. Então
a matriz geradora de C é dada por

G =
h
1 α11 · · · α1s

i
,

onde α1(i+1) ∈ Zm, para todo i = 1, . . . , s − 1. Se α1(i+1) ∈ U(Zm), para todo i =

1, . . . , s− 1, então, pelo Teorema 4.2, C é um código de grupo MDS. ¥

Proposição 4.6 Seja m = pa, onde p é primo e a ∈ N. Então não existe [k+2, k]-código
de grupo MDS sobre Zm, com k ≥ p.
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Demonstração. Seja C um [k+2, k]-código de grupo sobre Zm. Então a matriz geradora

de C é dada por

G =


1 0 · · · 0 α1(k+1) α1(k+2)

0 1 · · · 0 α2(k+1) α2(k+2)
...
...
. . .

...
...

...

0 0 · · · 1 αk(k+1) αk(k+2)

 ,
onde αi(k+j) ∈ Zm, para todo i = 1, . . . , k e j = 1, 2. Suponhamos que C seja um código

de grupo MDS sobre Zm. Então, pelo Teorema 4.2, cada submatriz

P2 =

 αi1(k+j1) αi1(k+j2)

αi2(k+j1) αi2(k+j2)

 (4.4)

da matriz associada P tem determinante uma unidade em Zm. Ou, equivalentemente, o

determinante da matriz

P02 =

 1 1

α−1i1(k+j1)αi2(k+j1) α−1i1(k+j2)αi2(k+j2)

 (4.5)

é uma unidade em Zm. Assim,

α−1i1(k+j1)αi2(k+j1)[1− αi1(k+j1)α
−1
i2(k+j1)

α−1i1(k+j2)αi2(k+j2)] 6≡ 0 (mod p).

e o número de valores diferentes para cada α−1i1(k+j1)αi2(k+j1) não pode exceder a p− 1, ou
seja, dois elementos de uma classe lateral à esquerda de Zp em Zm não pode aparecer na

segunda linha de 4.5. Logo, existem somente p − 1 classes laterais à esquerda de Zp em

Zm. Portanto, um [k + 2, k]-código de grupo MDS sobre Zm não existe se k ≥ p. ¥

O próximo teorema é uma generalização da Proposição 2.3.

Teorema 4.3 Seja m = pa, onde p é primo e a ∈ N. Então não existe [k + s, k]-código

de grupo MDS sobre Zm, com max{s, k} ≥ p e k, s ∈ N− {1}.

Demonstração. Seja C um [k+s, k]-código de grupo sobre Zm. Então a matriz geradora

de C é dada por

G =


1 0 · · · 0 α1(k+1) · · · α1(k+s)

0 1 · · · 0 α2(k+1) · · · α2(k+s)
...
...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 · · · 1 αk(k+1) · · · αk(k+s)

 ,
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onde αi(k+j) ∈ Zm, para todo i = 1, . . . , k e j = 1, . . . , s. Suponhamos que C seja um

código de grupo MDS sobre Zm. Então, pelo Teorema 4.2, cada submatriz

Pt =

 αi1(k+j1) αi1(k+jt)

αit(k+j1) αit(k+jt)

 , (4.6)

onde t = min{s, k}, da matriz associada P tem determinante uma unidade em Zm. Ou,

equivalentemente, o determinante da matriz

P0t =

 1 1

1 α

 (4.7)

é uma unidade em Zm. Assim, dois elementos de uma classe lateral à esquerda de Zp

em Zm não pode aparecer na segunda linha ou coluna de 4.7, exceto a primeira linha e

coluna. Logo, existem somente p − 1 classes laterais à esquerda de Zp em Zm, isto é,

k ≤ p− 1. Portanto, um [k + 2, k]-código de grupo MDS sobre Zm não existe se k ≥ p.¥

Corolário 4.2 Seja n ∈ N . Então não existe [n, k, d]-código de grupo MDS sobre F2,

exceto [n, 1, n] e [n, n− 1, 2]. ¥

Teorema 4.4 Seja m = pa11 · · · pall , onde pi são primos distintos e ai ∈ Z+. Então não
existe [k + s, k]-código de grupo MDS sobre Zm, com

max{s, k} ≥ min{p1, . . . , pl} e k, s ∈ N− {1}.

Demonstração.Seja C um [k+s, k]-código de grupo sobre Zm. Então a matriz geradora

de C é dada por

G =


1 0 · · · 0 α1(k+1) · · · α1(k+s)

0 1 · · · 0 α2(k+1) · · · α2(k+s)
...
...
. . .

...
...

. . .
...

0 0 · · · 1 αk(k+1) · · · αk(k+s)

 ,
onde αi(k+j) ∈ Zm, para todo i = 1, . . . , k e j = 1, . . . , s. Seja

P0 =


1 1 · · · 1

1 β11 · · · β1(s−1)
...

...
. . .

...

1 β(k−1)1 · · · β(k−1)(s−1)

 (4.8)
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a matriz obtida de P por multiplicação de cada linha e coluna por unidades apropriadas.

Assim , uma condição necessária para o código C ser MDS é que

det

 1 1

β1i β1j

 = β1j − β1i, i 6= j,

seja uma unidade em Zm. Isto significa que, para cada t = 1, . . . , l,

β1j − β1i = β1j
¡
1− β−11j β1i

¢ 6≡ 0 (mod pt).
Logo, pelos argumentos usados na demonstração da Proposição 4.6 e do Teorema 4.3,

temos que o número de valores diferentes para cada β1i não pode exceder aomin{p1, . . . , pm}−
1. Portanto, não existe [k + s, k]-código de grupo MDS sobre Zm, com

max{s, k} ≥ min{p1, . . . , pl} e k, s ∈ N− {1}.

¥
O próximo corolário é uma generalização do Teorema 2.4.

Corolário 4.3 Seja m ∈ N um número par. Então não existe [n, k]-código de grupo

MDS sobre Zm, exceto [k + 1, k] e [1 + s, 1]. ¥

4.4 Códigos Duais de Códigos MDS

Nesta seção usaremos o grupo de caracteres de um grupo abeliano G para definir o

código dual de um código de grupo sobre G.

Seja C um [n, k]-código de grupo sobre um grupo abeliano G. O [n, n−k]-código dual,
denotado por C⊥, é definido como

C⊥ = {(x1, . . . , xn) ∈ Gn :
nY
i=1

χci (xi) = 1,∀ (c1, . . . , cn) ∈ C},

onde χci ∈ bG, para cada i = 1, . . . , n.
Já sabemos que uma matriz A = (αij)m×m sobre Zdm representa um endomorfismo de

G se, e somente se,

αij ∈ dm
min{di, dj}Zdm.

Assim, se ϕ um endomorfismo G representado pela matriz A = (αij), então o endomor-

fismo representado pela matriz Ad = (−αji) define o endomorfismo dual de ϕ, denotado

por ϕd.
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Usando as relações dadas pela Equação 4.1, o código dual C⊥ do código de grupo C é

descrito por k homomorfismo de Gn−k sobre G, denotado por φ∗l , l = 1, . . . , k, e consiste

das palavras código

(x1, . . . , xk | yk+1 . . . , yn) ,

onde

xl = φ∗l (yk+1, . . . , yn)

=
nY

j=k+1

φ∗l (e, . . . , yj, . . . , e)

=
nY

j=k+1

ϕ∗lj (yj)

e ϕ∗lj = ϕd
jl, para cada l = 1, 2, . . . , k. Note que, o código dual de um código linear

sistemático é também sistemático.

Teorema 4.5 Se a matriz geradora do código de grupo C sobre Zm é

G = [ I P ],

então a matriz geradora do código dual C⊥ é

H = [ −Pt I ].

Além disto, se C é MDS, então C⊥ também o é ¥

Exemplo 4.2 Seja C o [4, 2]-código de grupo sobre Z9 definido pela matriz geradora

G =

 1 0 1 1

0 1 1 2

 .
Então C é um código MDS com dH(C) = 3, pois det(P) = 1 ∈ U(Z9). Assim, o código
dual C⊥ tem matriz geradora

H =

 8 8 1 0

8 7 0 1


e dH(C⊥) = 3, pois det(P) = −8 = 1 ∈ U(Z9). Portanto, C⊥ também é MDS.
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