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Notacao

End(G) - Anel dos endomorfismo do grupo G
Z., - Anel dos inteiros médulo m

Z(G) - Centro do grupo GG

aH - Classe lateral a esquerda

C - Cédigo

C? - Cédigo dual de C

I - Conjunto de indices

J - Conjunto de informagao

N - Conjunto dos nimeros naturais

Z - Conjunto dos nimeros inteiros

R - Conjunto dos nimeros reais

C - Conjunto dos niimeros complexos

dy(,) - Distancia de Hamming

k - Dimensao do cédigo

W - Espaco de saida

F' - Espaco de seqiiéncias

G - Grupo

Z, - Grupo aditivo dos inteiros médulo m

K - Grupo ciclo

K,, - Grupo das rafzes n-ésimas da unidade
G, - Grupo de saida

HK - Grupo fatorizdvel em H e K

Aut(G) - Grupo dos automorfismos de G
Inn(G) - Grupo dos automorfismos internos de G
G - Grupo dos caracteres de GG

% grupo quociente

R;; - Grupo dos homomorfismos de Zg; em Zg,
~ - [somorfismo

d - Minima distancia de Hamming



ker - Nicleo do homomorfismo

o(a) - Ordem do elemento a

|G| - Ordem do grupo G

H x K - Produto direto de H por K
Hx K - Produto semi-direto de H por K
¢ - Raiz primitiva da unidade

@ - Soma direta

< - Subgrupo

(a) - Subgrupo gerado pelo elemento a
< - Subgrupo normal

G' - Subgrupo dos comutadores de G

r - Taxa de informagao do cédigo
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Introducao

No presente trabalho apresentaremos uma construgao de cédigos sobre grupo que imita
a construcao de cédigos algébricos sobre um corpo finito. O estudo de cédigos de grupos
para o canal Gaussiano foi inciado por Slepian em [8].

Um cédigo de grupo sobre um grupo G é um subgrupo de G". O estudo de cédigos
de grupos foi motivado pela a observacao de que cédigos de grupos constitui um ingredi-
ente bésico para cédigos geometricamente uniforme que inclui diversas classes de cédigos:
cédigos de trelica, cédigos reticulados e a constelacao de sinais M-PKS casada a grupos.

Embora a distdncia Euclidiana quadrdtica minima seja a medida apropriada para
conjunto de sinais casado a grupos, a distdncia de Hamming de um cédigo de grupo dar
um limite inferior para a distancia Euclidiana quadratica maxima, cf. em [4].

Dado um [n, k]-cédigo, a maior distdncia minima de Hamming é n — k + 1. Isto é
verdade para c6digos sobre um qualquer alfabeto. Um [n, k]-cédigo cuja distancia minima
de Hamming ¢é igual a n — k + 1 é chamado de cédigo de méxima dsitancia separdvel
(MDS). Cédigos MDS foram inicialmente tratados em [4]. Para cédigos de grupo sob
grupos abelianos a construgao técnica foi dada em [1] em termos de homomorfismo de
grupos G* em G ou, equivalentemente, em termos do conjunto de endomorfismo de G.

Quando G ¢ o grupo ciclico Z,, caracterizaremos os homomorfismos de grupos ZF, em
Zy, que formam [k + s, k]-cédigos MDS. Como cada um destes homomorfismos pode ser
escrito em termos de k endomorfismos Z,, temos que o [k + s, k]-c6digos MDS ¢é descrito
por um conjunto de ks endomorfismos de Z,,. Mostraremos que uma matriz sobre o anel
Z,, estar associada com o conjunto de ks endomorfismos de Z,,.

Cédigos lineares sobre Z,, sao idénticos a cédigos de grupos sobre o grupo aditivo Z,,
de Z,,. Mas cédigos lineares sobre corpos finitos nao sao idénticos a cédigos de grupos
sobre o seu grupo aditivo, o qual é abeliano elementar. Por exemplo, o [4, 2, 3]-cédigo

de grupo da Tabela 1 ¢ um MDS cédigo sobre Zy ® Zs = {1,a} ® {1,b} mas nao ¢ um
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(1,1,1,1) | (a,1,ab,ab) | (b,1,b,b) | (ab,1,a,a)
(1,a,ab,b) | (a,a,1,a) (b,a,a,1) | (ab,a,b,ab)
(1,b,b,a) (a,b,a,b) (b,b,1,ab) | (ab,b,ab,1)
(1,ab,a,ab) | (a,ab,b,1) | (b,ab,ab,a) | (ab,ab,1,b)

Tabela 1: [4,2, 3]-c6digo de grupo sobre Zy ® Zs

c6digo linear sobre o corpo finito GF(4) cujo grupo aditivo é Zy ® Zs, pois o anel dos
endomorfismos de Z,, é isomorfo a Z,,, enquanto anel dos endomorfismos de Zs ® Zo é
isomorfo a GF(4). Um endomorfismo de Z,, pode ser definido por um elemento de Z,, o
qual é a imagem de um gerador sob o endomorfismo e isto é a razao para nao distingao
de cédigos de grupos sobre Z,, e cédigos linear sobre Z,,.

A abordagem que faremos nos préximos capitulos, ficard disposta da seguinte forma:

No capitulo 1, faremos uma abordagem sobre a Teoria de Grupos dando énfaze a
homomorfismos de grupos, além disto, algumas defini¢oes e resultados cldssicos sobre
Moédulos.

No capitulo 2, apresentaremos as principais defini¢oes e parametros de cédigos de
grupos. Além disso, mostraremos que nao existe [4, 2, 3]-cédigo de grupo sobre Zs,,, para
todo m > 2, no entanto, existe [4, 2, 3]-cédigo linear sobre GF(4).

No capitulo 3, apresentaremos uma construcao de codigos de blocos lineares sobre
grupos que imita a construgao de cédigos algébricos sobre corpos finitos. Como vimos,
no Capitulo 2, cédigos baseados em grupos nao abeliano exibem uma pobre distancia de
Hamming. Assim, focaremos nossa atengao em grupos abelianos.

No capitulo 4, caracterizaremos o conjunto de homomorfismos de grupos que define
codigos de grupos com maxima distancia separdvel (MDS) sobre o grupo ciclico Z,,.
Além disto, mostraremos que o cédigo dual de um cédigo de grupo com méxima distancia

separavel sobre Z,,, ¢ também um cédigo de grupo com méxima distancia separavel

X



Capitulo 1

Resultados Basicos

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados bésicos da teoria dos grupos e mé-
dulos que serao necessdarios nos capitulos seguintes, o leitor interessado em mais detalhes

deve consultar [2, 5].

1.1 Conceitos Basicos

Um conjunto nao vazio G equipado com uma operacao bindria

x: GxG—GG

(a,b) — ax*b

é um grupo se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. ax*(bxc) = (axb)*c, para todos a,b,c € G.
2. Existe e € GG tal que e xa = a *x e = a, para todo a € G.

3. Paratodoa € G, existe b € G tal que axb=bxa = e.
O grupo é abeliano ou comutativo se também vale
4. a *b= b a, para todos a,b € G.

Com o objetivo de simplificar a notacao usaremos ab em vez a * b. A ordem ou

cardinalidade de um grupo G é o nimero de elementos de G e denotaremos por |G|. Se



G e H sao dois grupos, entao o produto direto de G com H, denotado por G x H, é o

comjunto de todos os pares ordenados (g, h), onde g € G e h € H, com a operacao bindria
(9,h) (g, 1) = (99", hh").

E facil mostrar que G x H ¢ um grupo com elemento identidade (e, e) e elemento invertivel

(¢7', A7), Assim, G? = G x G. Generalizando, temos
G"=GxGx--xGQq.

Sejam G um grupo e H um subconjunto de GG. Dizemos que H é um subgrupo de G,

denotado por H < G, se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. H # 0;
2. ab~! € H, para todos a,b € H.

Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Dizemos que H é um subgrupo normal

de G, denotado por H < G, se
gHg™ ' = H Vg € G.

Exemplo 1.1 Sejam G um grupo e X = {zyz~'y~' : x,y € G}. Entio G' = (X) é um

subgrupo normal de GG, chamado de subgrupo dos comutadores de G.

Q
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Proposigao 1.1 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entao H é normal e —

T

abeliano se, e somente se, G' C H. [ ]

Sejam g € G e
{9) ={g" :neZ}.

Entéo é claro que (g) é um subgrupo de G’ chamado de subgrupo ciclico de G gerado por
g. Um grupo G é dito ciclico se existir g € G tal que G = (g). A ordem de um elemento
g € G, em simbolos o(g), & definida como o(g) = |(g)|. E facil verificar que se o(g) ¢ finita,
entdo o(g) ¢ igual ao menor inteiro positivo k tal que g~ = e.

Seja G = (g) um grupo ciclico de ordem n. Entao ¢" é um gerador de G se, e somente
se, mdc (n,m) = 1.

~ : G : .
Proposigao 1.2 Seja H um subgrupo de G tal que H C Z (G) e — ¢ ciclico. Entao G

=

é abeliano. |



A funcao ¢ : N —N dada por
dn)=/{m:1<m<n e mdc(n,m)=1}

é chamada de funcao de Euler.
O conjunto

K={zeC:|z| =1}

é claramente um grupo abeliano chamado de grupo ciclo.
Um nimero complexo z € C é uma raiz n-ésima da unidade se z" = 1. Assim, se
z" =1, entao

2" =1z|"=1=|z| = 1.

Logo, é facil verificar que existe 0 € [0, 27 tal que
z = exp(if) = cosf + isen .

Portanto, toda raiz n-ésima da unidade pertence ao grupo K. Assim, substituindo z =

exp(i6) em 2" = 1, obtemos que exp(infl) = 1. Portanto, nf é um mutiplo de 27, ou seja,

g 2
n
para algum k € Z. Assim, o valor de
21k .
exp(Tz)

depende apenas da classe de congruéncia de £ médulo n e existem precisamente n raizes

n-ésimas da unidade. Fazendo

§= exp(%ﬁ’i)

temos que

2k
¢k = eXp(Ti) e K, ={1,¢...,6" 1}
¢ o conjunto de todas as rafzes n-é¢simas da unidade. E facil verificar que K, ¢ um grupo

ciclico de ordem n gerado por £. Note que, se m > n, entao, pelo Algoritmo da Divisao,
Em = €T = (€)1 = 1T = ¢

onde 0 < r < n. Um gerador do grupo ciclico K,, é chamado de raiz n-ésima primitiva

da unidade.



Proposicao 1.3 ¢ € K, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade se, e somente se,

mdc (n, k) = 1. [ |

Sejam G e K dois grupos. Uma aplicacao ¢ : G — K é um homomorfismo de grupos

Y (ab) = (a)y (b),Va,b € G.

Um homomorfismo de grupos ¢ : G — K & um isomorfismo se 1) é bijetiva. Quando
existir um isomorfismo entre G' e K dizemos que G e K sao isomorfos e denotaremos
por G = K. Um endomorfismo de um grupo G é um homomorfismo v : G — G .

Denotaremos por
End (G) ={¢: G — G : ¢ é um homomorfismo}.
Um automorfismo de um grupo G é um isomorfismo ¢ : G — G. Denotaremos por
Aut (G) ={¢: G — G : ¢ ¢ um isomorfismo}.

Note que, se G é um grupo abeliano, entdao End (G) é um anel com respeito as operagoes
de adicao e multiplicacao de endomorfismos.
Se G = (g) é um grupo ciclico de ordem n, entao qualquer ¢ € End (G) é caracterizado

por v (g). Assim, temos |[End (G)| = n, isto &, ¢ (g) = g*, 1 < k < n. Em particular,
|Aut (G)] = ¢ (n).

Proposicao 1.4 Sejam G = (g) um grupo ciclico de ordem n, L um grupo qualquer e

b€ L. Seo(b) divide n, entdo existe um unico homomorfismo ¢ : G — L tal que

Y(g)=bet(g)=10". u

Um elemento ¢ € Aut(G) é dito automorfismo interno se existir ¢ € G tal que

Y (x) = grg™!, para todo z € G. Denotaremos por
Inn (G) = {¢ € Aut (G) : ¢ ¢ um automorfismo}.

Teorema 1.1 Seja ¢ : G — K um homomorfismo de grupos. Entdo

G
Rery - mY



g |12 ]3] 4
Xolg) (1] 1 |1 ] 1
xu(g) [ 1| @ | —i] -1
Xolg) [ 1| =t | @ | -1
Xs(9) [ 1| —1| 1] ¢

Tabela 1.1: Caracteres de G

Proposigao 1.5 Seja G um grupo. Entdo Inn (G) é um subgrupo normal de Aut (G) e

G
) « Inn (G).

Seja G um grupo abeliano de ordem n. Um cardter sobre G' ¢ um homomorfismo de
grupos x : G — C*. Como ¢" = e, para todo g € G, temos que [x(g9)]" = x(e) = 1. Logo,

X(g) € uma raiz n-ésima da unidade para todo g € G. Além disso,

x(gh) = x(9)x(h),Vg,h € G.

O conjunto

G = {x : ¥ ¢ um carster sobre G}

¢ um grupo abeliano com a operacao

(xov)(9) =x(9)¢(g),vg € G.

O elemento identidade x, € definido por x,(g) = 1, para todo g € G, e o elemento inverso
X! é definido por x"!(g) = x(¢7!), para todo g € G. O grupo G ¢ chamado o dual ou

grupo dos caracteres de G.

Exemplo 1.2 Seja G = 7% = {1,2,3,4}. Entdo G ¢ dado na Tabela 1.2

Proposigao 1.6 Seja G um grupo finito. Entao:

1. Se G é um grupo ciclico, entao G = G.

—

2. Se H e K sao dois grupos abelianos finitos, entao (H x K) = Hx K

3. Se G é um grupo abeliano, entio G = G.

5



© | Xo | X1 | X2 | X3

Xo | Xo | X1 | X2 | X3

X1 | X1 | X3 | Xo | Xe

X2 | Xo | Xo | X3 | X1

X3 | X3 | Xe | X1 | Xo

Tabela 1.2: O grupo dual de G
Demonstragao. 1. Sejam G = (g) e |G| = n. Entao

V(g) € Kn={16....6" '}

Como o (§) = n e divide o (g) temos, pela Proposi¢ao 1.4, que existe um unico ¢ € G tal

que ¢ (g) =& e (g) =¢"
Afirmagcao. G = (). De fato, seja ¢ € G. Entdo

ou seja, ¢ (g) é uma raiz n-ésima da unidade. Logo,

0 (9) € Kn=>¢(g) =&,

para algum k € Z, ou seja,

2. Sejam
HxK={(p,0):peHepekK}
w: Hx K — (HxK) wllew): HxK—eC
(0, ¥) = w((e,v¥)) (h, k) = @(h)i(k)

E claro que w ¢ um homomorfismo de grupos sobrejetor. Dado (p, 1) € kerw. Entao

w((e, ) ((h, k) =1,

isto ¢, p(h)yY(k) = 1, para todo (h,k) € H x K. Em particular, p(h) = ¢(h)i(e) = 1,
para todo h € H. Portanto, ¢ = id. De modo andlogo, mostra-se que ¥ = id. Assim, w

¢ injetora.



3. Se G & um grupo abeliano. Entao,

GGy x--x Gy,

o~

onde G; é um grupo ciclico, para cada i = 1,...,s. Pelo item 1, temos que G; = G;, para

cadai=1,...,s. Logo,

—~

GoGix--xG,

e pelo item 2,

Proposigao 1.7 Seja G um grupo. Entao 1) € End (G) se, e somente se,

H={(9,v(9)):9€G}

é um subgrupo de G x G.

Demonstragao. Suponhamos que H < G x G. Dados (g1,% (91)), (g2,% (g2)) € H.

Entao
(9192, (91) ¥ (92)) = (91,9 (91)) (92, ¢ (g92)) € H.

Logo, ¥ (g192) = v (g1) ¥ (g2), isto &, ¥ € End (G). Reciprocamente, é claro que H # (.
Dados (g1,% (1)) , (92,% (92)) € H. Entao

(91,9 (91)) (92,0 (92)) ™" = (91,9 (1)) (92, (g5 "))
= (9195 1,9 (91) ¥(g, 1))

= (q195 " (9195 ")) € H.

Assim, temos H < G x G. [ |

Proposicao 1.8 Sejam G, H grupos e v : G x H — G x H um homomorfismo de
grupos definido por
U (g.h) =(9,¢(9),

onde ¢ é um homomorfismo de grupos de G em H. Entio K = (G x H) <G x H se,
e somente se, p (G) C Z (H).



Demonstragao. (g,h) (¢, (c)) (¢g7',h™!) € K, para todo g,c € G e h € H se, e somente
se, (geg™t, hp () h™t) € K, para todos g,c € G e h € H, se e somente se, ¢ (¢) d = dy (c),
para todos g,c € Ged= (g7 ') h € H se, e somente se, p (G) C Z (H). [

Proposigao 1.9 Seja G um grupo. Entao G é abeliano se, e somente se, ) : GXG — G

dado por ¢ (a,b) = ab é um homomorfismo. [ |

Proposicao 1.10 Todo homomorfismo de grupos v : G¥ — G admite a decomposi¢ao

k

w(glw"?gk):H¢(€7'-~7gi7~"76)7

i=1

onde os fatores mo produto podem ser tomados em qualquer ordem.

Demonstragao. A decomposicao é imediata da definicigo de homomorfismo. Para

demonstrar a comutatividade, consideremos k = 2.

Y (g1,92) = V[(g1,€) (e, 92)] = ¥ (g1,€) ¥ (e, g2)

(0 (gla 92) = Q/J[(e?g?) (917 6)] =9 (67 92) (O (917 6) .

Assim, temos que
U (91, 92) = (g1,€) ¥ (e, g2) = 1 (e, g2) ¥ (g1, €)
pois os elementos (g1, €) e (e, g2) comutam. [

Sejam G um grupo e Hy,..., H, subgrupos de GG. Dizemos que G é produto direto
interno de Hy,..., H,, em simbolos G = H; & --- & H, se as seguites condicoes sao

satisfeitas:
1. Para todo g € G existem tnicos hy € Hy, ..., h, € H, tais que
g=hy-h,.
2. hk = kh, para todo h € H; e k € Hj, com i # j.

Teorema 1.2 Sejam G um grupo e Hy, ..., H, subgrupos de G. Entio G = Hi&---® H,

se, e somente se, as sequintes condi¢coes sdo satisfeitas:

8



1. G=H,---Hy;
2. Hy < H, para cadai=1,...,n;

3. HiN(Hy---H;_1Hiyy -+ Hy,) =A{e}, para cadai=1,... n. [ |

Corolario 1.1 Sejam G um grupo e Hy, ..., H, subgrupos de G. Se G=H,&---® H,,

entao G é isomorfo ao produto direto Hy X --- X H,. [ |

Sejam G um grupo e H, K subgrupos préprios de G. Dizemos que G ¢é fatorizdvel em

H e K se as seguites condigoes sao satisfeitas:

1. G=HK.

2. hk = kh, para todo h € H e k € K.
Um grupo G é decomponivel se G é fatorizavel e
HNK ={e}.

Note que, todo produto direto de grupos H x K é fatorizdvel. A reciproca nao é neces-

sariamente verdade.

Exemplo 1.3 Sejam
G ={(z,y,2y) : 2,y € L},
um grupo e

H={(x,1,z): 2 €Z;}, K={(1,y,y) : y € Z3}.

subgrupos proprios de G. Entao
G=HK +#HXxK.

Mas H, K sao isomorfos a 7o e G = 7y X Zo.No entanto, se G é decomponivel, entdo ele

é isomorfo a um produto direto.
Proposicao 1.11 Seja G um grupo fatorizdvel com G = HK. FEntao:

1. H e K sao subgrupos normais de G,
2. HN K é um subgrupo central, isto é, HNK C Z (G);

9



3. Se H e K sdo abelianos, entao G é decomponivel;
4. Se HN K = {e}, entao G é decomponivel;

5. Se H ou K é abeliano, entao G é decomponivel ou K é um subgrupo normal de H
e G=H,

6. Se H e K sdo nao abelianos e H N K # {e}, entdo |G| > 32.
Demonstracgao. 1. Dados g € G e a € H temos que g = hk =kh,com h € He k € K.
Logo,

gag~' = hka(hk)™ = hkak™*h™' = hah™ € H,

ou seja, H é um subgrupo normal. De maneira andloga mostra-se que K é normal.

2. Dados ge Geac HNK. Entao g = hk =kh com h € H e k € K. Logo,

ag = a(hk) = (ah)k = (ha)k = h(ka) = (hk)a = ga.

Assim, HN K C Z (G).

3. Se H e K sao abelianos, entao para todos g, g € G temos que

g9 = (hk)(WE') = h(kh)KE = h(WE)K
= (hW)(kK") = (W'h)(K'k) = h'(hk")k
= (W) (hk) =g'g.

Logo, G ¢é abeliano. Portanto, H e K sao subgrupos normais de GG, ou seja, G é decom-
ponivel.

4. Se HN K = {e}, entdao G é produto direto de dois subgrupos normais. Portanto,
G é decomponivel.

5. Seja L = HNK. Se H ¢é abeliano, obtemos que H = LM com LNM = {e}. Assim,
H =L x M. Portanto, G = MK com M NK = {e} e MK = KM. Assim, temos que G

é decomponivel ou M = {e}.

H H .
6. Sejam L = HN K e ¢ : G — — x — dado por ¢ (g) = (hl, kl). E fécil verificar

L L
que ¢ é um homomorfismo sobrejetor. Assim,
G H H H||K
—w—x—c |G|=|L||=]||+]|-
L LXLe"|WL‘J
Como |L| > 2, H e K sao nao abelianos temos, pela Proposigao 1.2, que
H K
—| >4 —| > 4.
L|="° J—
Portanto, |G| > 32. [
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1.2 Mobdulos

Seja R um anel comutativo com unidade. Um R-mddulo V sobre R é grupo comu-
tativo aditivo junto com uma aplicaggo R x V' — V', (x,v) — xv, tal que as seguintes

propriedades valem:

1. z(yv) = (zy)v, para todos z,y € Rev € V.
2. z(u+v)=zu+uzv,paratodor € Reu,vev.
3. (r+y)v=av+yv, paratodos z,y € Rev eV.

4. 1v = v, para todo v € V.

Note que, se R € um corpo, entao um R-mdédulo é espaco vetorial sobre R. Além disto,

se V é um R-modulo, entao a aplicacao
¢ : R — End(V) dada por ¢(x) = ¢,,

onde ¢, (v) = zv, para cada € R, é um homomorfismo de anéis. Reciprocamente, seja
V' é grupo comutativo aditivo e suponhamos que ¢ : R — End(V') é um homomorfismo
de anéis tal que ¢(1) = idy. Entdo a aplicaggo RxV — V| (z,v) — ¢(x)(v) = 2v induz
em V uma estrutura de R-modulo.

Um subconjunto nao vazio W de um R-médulo V' é um R-submddulo de V' se as

seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. para todos v,w € W, tem-se v—w € W,

2. Paratodor € Rew € W, tem-se zw € W.

Exemplo 1.4 Seja G qualquer grupo abeliano e escrito a operagao de G como +. Entao

é facil verificar que G é um Z-mddulo com a operagao
Z x G — G,(n,g) — nyg,

onde
(n—1)g+g sen>0

ng = 0 sen=20

(—n)(—g) se n < 0.



Sejam U e V dois R-médulos. Uma aplicacao i : U — V' é um R-homomorfismo se

as seguintes condicoes sao satisfeitas:
L. Y (uwv) = ¢ (u) Y (v),Yu,v € U;
2. Y (2u) =2¢ (u),YueUex e R.

Um R-homomorfismo ¢ : U — V' é um R-isomorfismo se 1 é bijetiva.. Denotaremos
por
Hom z(U,V) ={¢: U — V : ¢ é um R-homomorfismo}.
Em particular, quando U = V' temos que Hom r(U, V) = End (V). Note que, o Teorema

1.2, aplica-se para R-médulos.

Proposicao 1.12 Sejam V um R-mddulo, W1, ..., W, R-submddulos de V e m; as pro-

jegoes associadas a W;. Se V =W,&---@dW,,, entao as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
n . .
1. Zi:l T, = Zdv,
2. w2 =my, para cada i =1,...,n;

3. mimj = Oy, para cada i,j =1,...,n, com i # j.

Reciprocamente, se m; € End g(V) satisfaz 1., 2. e 3. e W; = Imm;, entio V =

Wi @ - @ W, em; sao as projecoes associadas a W;. u

Teorema 1.3 Sejam V um R-modulo e Wy, ..., W, R-submddulos de V. Se V. =W, &
- @ W, e¢eEndg(V), entio
o= Z QT ;.
ij=1
Demonstragao. Queremos demonstrar que

o(v) = Z miom;(v),Vv e V.

,j=1

Como v =w; + - - - + w,, temos, pela Proposicao 1.12, que
o(v) = idyv(d(v))
= Z mi(o(v))
i=1

n n

= > (mo)()_m;(v))

i=1 j=1

= DD (mom)(v).

i=1 j=1
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Corolario 1.2 Sejam V um R-mddulo e W1, ..., W, R-submddulos de V. SeV =W &
- @®W, e¢ € End g(V), entdo End g(V') é isomorfo ao conjunto das matrizes quadradas

de ordem n, A = (¢;;), onde ¢,; = mi¢m; € Hom p(W;, W;). [ |

Exemplo 1.5 Se V = Z3 & Zs, entdo End z(V') é isomorfo ao conjunto das matrizes

( 3\
0 0 10 2 0
ool ool lool
00 10 2 0
01| |lo1| |o1

\ J

Vamos denotar por Z,, o anel dos inteiros médulo n. Neste caso, é facil verificar que
o anel End(Z,,) é isomorfo ao anel Z,.
O expoente de um grupo finito G é o menor inteiro positivo m tal que ¢ = e. Um

grupo aditivo G é abeliano elementar se o expoente de G é um nidmero primo p.

z

Proposicao 1.13 Um grupo G é abeliano elementar com expoente p se, e somente se,

G = Z", para algum m > 1.

Demonstragao. Suponhamos que G é abeliano elementar com expoente p. Entao pg = 0,

para todo g € GG. Seja
-1 Z,x G — G dada por - (7T,g) = xg.

Entao ¢é fécil verificar que G com esta operacao ¢ um espago vetorial sobre Z, de dimensao

m, para algum m > 1. Portanto, G ¢ isomorfo a Z". |

Note que, o grupo aditivo de qualquer corpo finito I’ é abeliano elementar e, recip-
rocamente, qualquer grupo abeliano elementar pode ser dado um estrutura de um corpo
finito.

Seja G um grupo abeliano e m um inteiro positivo. Entao
mG = {mg : g € G}

é um subgrupo de G, pois mG é imagem do homomorfismo grupos ¢ : G — G definido

por ¢(g) = mg. Assim, todo grupo abeliano, com mG = {0} ¢ um Z,,-médulo.

13



Proposigao 1.14 Se o expoente n de G nao é um nimero primo e m é divisor de n,
. , n ) , n . ,
entio mG é um subgrupo de G com expoente —. Além disto, se — é um niumero primo,

m m

entao mG é grupo abeliano elementar.

Demonstragao. Para todo h € mG existe g € G tal que h = mg. Logo,

(—)h = —mg =ng =0.

n n
m m

n n
Agora devemos mostrar que — é o menor inteiro positivo tal que —h = 0, para todo
m m
h € mG.
Suponhamos que kh = 0 e h = mg. Entao kmg = 0, ou seja, km = rn para algum

no...
r € Z. Portanto, — divide k. |
m
Para finalizar esta secao vamos considerar o seguinte grupo
G:Zd1 X "-Xde,

onde

dy|dy| - |dpm.

Seja g; o gerador de Z,,. Entao cada g € G tem a forma

g=g1" g,

para 0 < o; < (d; — 1). Assim, uma base normal para G é o conjunto

{91, -, gm}-

E qtil considerar os a; como elementos do anel Z;., de modo que a exponenciacao define
um isomorfismo entre o grupo ciclico Z,, e o grupo ciclico aditivo dos inteiros médulo d;.

Note que se s | t, entao

Z
Ly~ —-.
SZt

Seja R;; o grupo de homomorfismos de grupos de Zy, em Zg, (quando i = j, Ry =
End(Zg,)). Entao o anel End(G) é isomorfo ao anel das matrizes quadradas de ordem m,
A= (goij), onde @;; € R;;.

De fato, se g € G e

9=91"" " Ym, 9i € Lq,,
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entao ¢é claro que ¢ : G — G dada por
v(9)=111]¢s (%)
i=1 j=1

¢ um endomorfismo.

7j=1

Reciprocamente, dado ¢ € End (G). Se g; € Zg, e ¢ (9;) = [] gij, com g;; € Zg,, entao
Pij Ly, — Zd].

dada por ¢, (gi) = ¢i; ¢ um homomorfismo. Nao ¢ dificil mostrar que esta correspondéncia

preserva soma e produto.

Finalmente, de ¢ € End (G) temos que

m m
e(9)=]]e )™ ewlg)=]]w; @),
i=1 j=1
onde @;; (¢:) = ¢;”, com 0 < ay; < (di; —1). Como [ (g;)]" = e se, e somente se,
g;liaij = e para j = 1,...,m, se, e somente se, dj|q,q,, Para j =1,...,m, temos que
1. Se j <, entdo dj|d; e a;; € Zg,.
2. Se j > i, entao d;|d; e
d;
a; € L2,
J dz
Portanto,
mn i_n: ajja;
o) =]]o™
i=1
Assim, podemos identificar ¢ com a matriz A = (ay;), o € Z4, se j < i e
d; .
Qi € EZdi se j > i.

Do resultado acima segue que o grupo de automorfismos de G é isomorfo ao grupo
multiplicativo das matrizes, A = (a;;), que tem inverso no anel de todas estas matrizes.

Note que, podemos assumir, sem perda de generalidade, que a;; € 24, €

~ do ~ d -~
11 d—?&lg R d—TOzlm
Q91 Qg Iy,
m
A= o :
Am1 Am2 B Omm
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Logo, todas as matrizes A’ com a estrutura acima e tal que 6 (A’) = A, onde

a.. (modd;) se j<i

e(a;]) — ’L]( ]) .] =
—~/ . .

a;; (mod d;) se j > i,

descreve o mesmo endomorfismo como A. Pode-se mostrar que # preserva a nao-singularidade

de uma matriz.
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Capitulo 2

Distancia de Hamming

O objetivo deste capitulo é estudar, sobre certas condigoes, a minima distancia de

Hamming de um cédigo sob um grupo qualquer.

2.1 Coaodigos

Um alfabeto é qualquer conjunto nao vazio F. Um cédigo C' sobre um alfabeto F' é

qualquer subconjunto nao vazio do conjunto ' de todas as seqiiéncias
C = {Ci 11 E ]I} = (Ci)ie]b
onde ¢; € F el C Z. Quando
I={i:1<i<n}

temos que F™ = FT.
Um cddigo de bloco C' de comprimento n sobre um alfabeto F' é qualquer subconjunto

nao vazio do conjunto " de todas as palavras (ou seqiiéncias)
C = {Ci 11 E H}

O alfabeto F', salvo mengao explicita em contrério, sera finito.
A dimensao do codigo C & k = logp, |C'| stmbolos por blocos. Note que k nao neces-
sariamente é inteiro. A taxa do cédigo é
k
r=—.
Também notamos que |C| é limitado, isto é,

1< o < IR
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A distancia de Hamming dy(c,c’) entre duas palavras ¢, ¢’ € F™ é o nimero de compo-
nentes nas quais elas diferem.

Se |C| > 2, ent@o a minima distancia de Hamming dy (C') de C' é definida por
dg (C) = min{dg(c,c) : c,c’ € C,c # c'}

Note que, 1 < dg (C) < n. Se |C| =1, entéo dg (C') = 0o por convengao.
Um cédigo de bloco de comprimento n com dimensao £ e minima distancia de Ham-

ming d = dy (C') é chamado um [n, k, d]-cédigo.

Definicao 2.1 Seja J um subconjunto de I. Entao a proje¢ao sobre J é o mapeamento

P: F'— FY

c— Pj(c),

onde Py (c) = {c;;i € J}.
Observagao 2.1 A imagem de C' sobre Py é
Py(C) ={Ps(c) : c € C}.
Como Py(C) é um subconjunto de F¥ temos que |Py(C)| < |F|1.
Exemplo 2.1 Sejam
C =1{(0,0,0,0),(1,1,0,0),(0,0,1,1),(1,1,1,1)}

um [4,2,2]-cddigo sobre o alfabeto F = {0,1}, 1 ={1,2,3,4} e J = {3,4}. Entdo

Py (C) ={(0,0), (1,1)} # F¥ = {(0,0),(1,0), (0, 1), (1,1)}.

Proposigao 2.1 (Singleton Bound) Se C' é um [n, k,d]-cddigo sobre um alfabeto F,

comk >0, entagod <n—k+ 1.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que d > n — k+ 1, ou ainda, k > n —d + 1.

Consideremos qualquer subconjunto J de I, com |J| =n — d + 1. Como

|B(O)] < [P = [Pt < PP = |C
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temos que a projecao sobre J de pelo menos duas palavras distintas ¢ e ¢’ sao iguais, isto

é, Py(c) = Py(c’), com c # c'. Portanto,
dy (e, Y <n—|J|=n—-(n—-d+1)=d-1<d,
o que é uma contradicao. [ |

Definicao 2.2 Um [n, k,d]-cddigo sobre um alfabeto F', com k > 0, tal qued =n—k+1

¢é chamado um cdédigo de mdxima distancia separdvel (M DS).

Observagao 2.2 Como n e d sao inteiros temos que a dimensao k do cédigo MDS é um

inteiro, poisd=n—k+1 ouk=n—d+1.

Definigao 2.3 Um conjunto de informacao para um cédigo C' com dimensao inteira k é
qualquer subconjunto J de 1, com |J| = k, tal que Py (C) = F?, isto é, Py restrito a Cé

uma bijegao.
Exemplo 2.2 Sejam
¢ ={(0,0,0,0),(1,1,0,0),(0,0,1,1),(1,1,1,1)}
um [4,2,2]-cédigo sobre o alfabeto F ={0,1}, [ ={1,2,3,4} e J = {3,4}. Entao

Py (0) = {(070)> (17 1)} # Fl = {(070)> (170)a (07 1)7 (1> 1)}

Portanto, J = {3,4} ndo é um conjunto de informacao. Se J = {2,3}, entdo J é um

conjunto de informacao, pois
PJT (C> = {(O> 0)7 (L O)a (07 1)> (17 1)} = FJ'

Proposigao 2.2 Se C' é um [n, k, d|-cédigo MDS sobre um alfabeto F', com k > 1, entdo

todo subconjunto J de 1, com |J| =k, é um conjunto de informagao de C'.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que exista J C I, com |J| = k, que nao seja
um conjunto de informagao de C'. Entao, existem ¢, ¢’ € C, ¢ # ¢’ tais que Py (c) = Py (c/),
pois caso contrério, Py restrito a C' seria bijecao. Logo, ¢ e ¢’ tém |J| = k componentes
iguais. Portanto,

du(c,c)=n—k<n—-k+1=d,
o que é uma contradicao, pois C' é um MDS. |
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Observagao 2.3 Se C' nao é um cédigo MDS nao implica que J é um conjunto de infor-

magao. Confira o exemplo anterior, onde d =2 e J = {3,4}.

Quando F' = GF (q) = F, é o corpo de Galois com ¢ elementos, um cédigo de compri-
mento n sobre Fy é linear se ele € um subespago do espago vetorial F'. Neste caso, o peso
de Hamming wy(c) de uma palavra c6digo nao nula ¢ € F}' ¢ o mimero de componentes

diferentes de zero. Assim,
dy(c,c) =dy(c—c,0) =wy (c—c)

e a dimensao do cédigo ¢ um nimero inteiro.
Seja C' um [n, k, d]-c6digo linear sobre Fj,. Se {ci,...,c;} é uma base de C, entao a

imersao g : Ff — F' dada por,

k k
g((U1, s 7“/6)) = (Zuicila ceey Zuicin> )
i=1 i=1

onde ¢; = (¢i1,...,¢in), 1 < i < k, ¢ um codificador para o cédigo C. A k X n matriz
G = (cij) que descreve a aplicagao linear g é chamada uma matriz geradora do cédigo C'.
Assim, C consiste de ¢* combinacoes lineares uG, onde u = (uy, ..., u;) € IF’; ¢ chamada

uma seqiiéncia de informacdo ou mensagem.

Exemplo 2.3 Uma matriz geradora para o [7,4,3]|-cddigo linear C sobre Fy é

1 000111

01 000171
G —

0010101

0001110

Observagao 2.4 Como a base para um [n,k,d|-cédigo linear C sobre F, nao é unica
temos que a matriz geradora G para C' também ndo é unica. Desde que operagoes ele-
mentares de linhas deixa o cédigo C' invariante, podemos escolher uma base para C' tal

que a matriz geradora G’ é da forma
G = [ I, P ]7

onde I, é a k x k matriz identidade e P é uma k x (n — k) matriz. Neste caso, dizemos

que G’ estd na forma canonica.
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Se a matriz geradora G de um [n, k, d]-cédigo linear C' sobre Fj, estd na forma canonica,
entao os primeiros k simbolos de uma palavra cédigo ¢ € C' sao chamados de simbolos de
informagoes, os quais sao escolhidos arbitrariamente e o restante, chamados simbolos de
verifica¢do de paridade, sao determinados. Sejam C; e Cy dois [n, k, d]-c6digo linear sobre
F,. Dizemos que C} e Cy sao equivalentes se existirem matrizes geradoras G; e Go para

C} e Oy, respctivamente, e uma matriz de permutacao Q tal que
G2 - GIQ

Um [n, k, d]-cédigo linear C' sobre F} é sistemdtico se ele possui um conjunto de infor-
magao, isto é, se existir um subconjunto J de I tal que |J| = k ou, equivalentemente, se
existir exatamente uma palavra cédigo para todas as possiveis escolhas de coordenadas

nas k-posigoes, isto é, a matriz geradora G do cédigo C' é da forma
G=[1, P

Seja g : F(f — F} um codificador para o [n, k, d]-c6digo C' sobre F,, com matriz
geradora

G=[1, P]|
Entdo a aplicacao linear A : F' — F:_’“ definida pela (n — k) x n matriz
H= [ _Pt Infk ]
tem as seguintes propriedades:

1. ker h = Im g;

2. ¢ € C se, e somente se, Hc' = 0.

De fato. A aplicacao linear ho g : Fq’C — Fq’“k ¢ identicamente nula, pois

. -P
GH' = [Ik; P]

In—k
— I(-P)+PI,,

-~ -P+P=0.

Logo, Img C ker h. Desde que as tltimas n — k colunas de H formam a base canoénica

do espago vetorial F, g_k temos que Im h gera F, g_k e contém ¢"* elementos. Assim, pelo
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Primeiro Teorema de Isomorfismos,

Portanto, ker h = Im g, pois |Im g| = ¢".

A matriz H é chamada de matriz de verifica¢io de paridade para o [n, k, d]-cédigo C

sobre Fy,. Sec = (c1,...,Ck, Chs1, - .-, Cn) € C, ent@o temos o sistema de equagoes Hc'=0
ou, equivalentemente,
k
Chtj = Zcz‘hij71 <j<n-—k,
i=1

onde h;; sao as entradas da matriz P.

Exemplo 2.4 A matriz de verifica¢io de paridade para o [7,4,3]-cédigo linear C sobre

F, ¢
1011100

H=|1101010
1110001

Se ¢ = (c1,c,c3,¢4,C5,¢6,¢7) € C, entdo He' = 0. Logo, temos o sequinte sistema de

equagoes de verificacao de paridade:

ci+cezt+cea+c5 = 0
1+ c+cg+cg = 0

ci+cCcy+c3+cr = 0

ou, equivalentemente,

s = C1+C3+c¢q
Cg¢ — (C +CQ+C4
cr = €1+ Cy+Cs.

Assim, as aplicagoes ¢; : Fyf — Fy, i = 1,2, 3, definidas por

¢1((01,C2,C3,C4)) = Ct+c3tcy
¢2((01,C2,C3,C4)) = ¢ttt
ps((c1,ca,03,¢4)) = c1+ca2+c3
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sao lineares. Portanto, toda palavra cédigo de C' pode ser escrita na forma

(u | ¢1(u), py(u), p3(n)),

onde u = (c1,Ca,C3,¢4) € Py, Oy, G5 sG0 aplicagdes lineares.

Seja C' um [n, k, d]-cédigo linear sobre F;. Entdo o cddigo dual a C' é definido por
Cr={xeF:(x,¢c)=0Vce C}.

Teorema 2.1 Se C é um [n, k,d]-cédigo linear sobre F,, entdo C+ é um [n,n — k,d*]-

codigo linear sobre Fy,.

Demonstracgao. E ficil verificar que C+ é um subespago vetorial de FJ. Assim, basta
mostrar que dim C* = n—k. Seja G uma matriz geradora para C. Entdo podemos supor,
sem perda de generalidade, que

G:[Ik P]-

Consideremos

H= [ _Pt Infk: ]

e seja (H) o subespaco vetorial de F] . gerado pelas linhas de H. Entao dim(H) =n — k.
Afirmagao. C*+ = (H).
De fato. Como GH' = 0 temos que as linhas de H sao ortogonais as linhas de G, isto

¢, (H) C C*. Sejam x € C*, onde x = (1,...,7,) e
n—k
y=Xx- Zkarihia
i=1
onde h; sdo as linhas de H. Como (H) C C*+ e x € C* temos que y € C*+. Logo,

y:(yl,...,yk,O,...,O)GC’L

e yG = 0 implica que y; =0, j = 1,..., k. Portanto,

n—k
X = E Tryihy
i=1

e C+ C (H). [ |
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Um cédigo C' em F} & um cddigo ciclico se ¢ = (ci,...,¢,) € C, entdo € =
(CnyC1y...,cn1) € C. E conveniente representar a palavra cédigo ¢ = (cq,...,¢,) € C
pelo polinébmio

c(r) =c1+ cor + -+ + ey

no anel

R.(x) = 1)

Entao xzc(z) representa um deslocamento ciclico da palavra cédigo c e, assim, um c6digo
ciclico linear é representado por um ideal em R, (z). Portanto, C' pode ser gerado por um

unico polinémio g(z), chamado polinémio gerador do cédigo. Neste caso, se

9g(@)=go+ qr+ -+ Gn_p"F

¢ o polinomio gerador do [n, k, d]-cédigo ciclico C' sobre F, entao os polindémios

k—1

g(x),2g(x),..., 2" "g(x)

sao as palavras cédigo de C. Assim, uma matriz geradora de C' é dada por

g g1 " Gox O 0 --- 0
_O 0 - 0 g 91 - gnfk_

Observacao 2.5 Para qualquer corpo Fy e qualquer inteiro positivo n existem os sequintes

codigos lineares MDS.
1. O [n,n.1]-cédigo universal C = Fy'.

2. O [n,n — 1,2]-cddigo de verifica¢io de paridade simples (CVPS)

C:{CEF;:ZCi:O}.

=1

3. O [n,1,n]-cddigo de repeticao

C={(,a,...,a) € I/ a € F}.

Teorema 2.2 (Cédigos de Reed-Solomon) Sejam F, um corpo e n < q+ 1. Entao

existe um [n, k, d)-cédigo linear MDS sobre F,, onde 1 < k < n.
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Demonstragao. Sejamn =g+ 1e p: F(f — F;' dada por

Qp(f):(f(al);f(@2)w--7f(aq>7fkfl);

onde a1, ag, ..., q, sao todos os ¢ elementos de Fj e
f (@)= fo+ fix+ foar? + -+ fra" € Fla].

Assim, é facil ver que ¢ é uma aplicagao linear injetiva. Logo, C' = ¢(F, f) é um codigo
linear com comprimento n e dimensao k.
Se fi_1 # 0, entdo pelo Teorema Fundamental da Algebra, f (z) possui no maximo

k — 1 raizes. Assim, o peso de Hamming de qualquer palavra cédigo nao nula c é
wy (¢) >n—(k—1).

Assim, pela Proposicao 2.1,

wy (¢)=n—Fk+1.

Se fr_1 = 0, entdo pelo Teorema Fundamental da Algebra, f (x) possui no maximo k — 2
raizes. Logo,

wy(c)>n—[(k—2)+1]=n—k+1.

Assim, pela Proposicao 2.1,

wy (¢)=n—Fk+1.

Logo, C' ¢ um MDS. Se n < ¢ + 1, entao obtemos este cédigo simplesmente omitindo

componentes no codigo acima. |
Proposigao 2.3 Nao ezxiste [4,2,3]-cddigo (linear ou nao) sobre Fy.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que exista um [4,2, 3]-cédigo C' sobre Fy.
Como

para todo a € Fy podemos supor, sem perda de generalidade, que (0,0,0,0) € C. Sendo
C um cédigo MDS temos, Proposicao 2.2, que cada par de posi¢coes é um conjunto de
informagao. Assim, existe uma palavra cédigo com (0,1) nas duas primeiras posigoes,
a qual deve ser (0,1,1,1), pois caso contrario, dgy (C) < 3. Similarmente, C' contém
(1,0,1,1),(1,1,0,1) e (1,1,1,0). Mas a distancia de Hamming entre qualquer duas

palavras ¢é igual a 2, o que é uma contradigao. |
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Observagao 2.6 A Proposi¢io mostra que ndo existe um [4,2,3]-cédigo sobre Fy, no
entanto, o Teorema 2.2, mostra que existe um [4,2, 3]-cddigo linear sobre F3 ou Fy. Assim,

podemos notar que sobre corpos grandes temos bons pardmetros de codigos.

2.2 (Cbdigos sobre Grupos nao Abelianos

Nesta secao o alfabeto F' serd um grupo G com a operagao de multiplicagao e elemento
identidade e.

Um cédigo de bloco C' de comprimento n sobre G é cddigo de grupo se C' &€ um subgrupo
do produto direto G".Se C' € um cédigo de grupo sobre (G, entao a minima distancia de
Hamming é o minimo peso de Hamming. Um cédigo linear C' sobre F, é um cédigo de

grupo sobre o grupo aditivo de F7j.

Proposigao 2.4 Seja G um grupo finito. Entao existe um [n,n — 1,2]-cddigo sobre G,

para todo n > 2.

Demonstragao. Seja
C’:{CGG”:HCi:e}.
i=1

Entao, é claro que C' é um subconjunto nao vazio de G". Se ¢ = (¢y4,...,¢,) € C, entdo
podemos escolher ¢y, cs, ..., c,_ 1, arbitrariamente de GG, enquanto, ¢, é completamente

determinado por ¢y, co, ..., c,_1, isto é,

n—1

-1
e =
i=1
Assim, |C| = |G|""! e mais nenhuma palavra cédigo pode diferenciar de outra, numa

lnica componente. Pois, se

/

c=(c1,...,c,) e =(d,c,....c),

diferenciassem em apenas uma componente, digamos ¢,,, entao

Cn = Z oty = Z i =y
o que ¢ uma contradi¢do. Portanto, dy (C') > 2. Por outro lado, pela Proposicao 2.1,

temos que

d<n—k+l=n—(n—-1)+1=2.
Portanto, dy (C) = 2. [
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Proposigao 2.5 Seja G um grupo nao abeliano. Entdo nao existe [n,n — 1,2]-cdédigo de

grupo sobre G para n > 3.

Demonstragao. Dividiremos a prova em dois casos:

12 Caso - Suponhamos que n = 3 e que exista um [3, 2, 2]-cédigo de grupo C' sobre
G. Entao, pela Proposicao 2.2, cada subconjunto J de I, com |J| = 2, é um conjunto de
informacao de C'. Assim, todo par de elementos de G aparece em J para algum c € C.
Sejam a,b € G tais que ab # ba e ¢ = (e,a,a™ ') ed = (b7}, b, e) duas palavras c6digo.
Entao

cd = (b_l,ab, a_l) e dc = (b_l,ba,a_l)

sao duas palavras cédigo com distancia de Hamming igual a 1, o que é uma contradicao.
20 Caso - Suponhamos que n > 3 e que exista um [n, n — 1, 2]-cédigo de grupo C' sobre

G. Dado um subconjunto J de I, com |J| = 3. Entao
C'={ceC:cj=ecse j¢ I}
¢ um subgrupo de C' com |C’| = |G|?. De fato, se ¢,d € C’, digamos
c=(a,b,ce,....e) ed=(d,V,c e, ... €)

com abc = e e a'b'd = e, entdo cd € (', pois C' é grupo. Portanto, a projegao Pj(C") de
C" sobre J deve ser um [3, 2, 2]-c6digo de grupo sobre G, o que &, pelo primeiro caso, uma

contradicao. |

Proposigao 2.6 Se C' é cidigo de grupo sobre um grupo nao abeliano G com dois con-
Juntos de informacoes distintos J e J' tais que JNJ' # ), entdo para cada g € G' e j €
JNJ existece C comc;=gec;=eseie (JUT)—{j}..

Demonstragao. Sejam a,b € G tais que ab # ba. Entao considerando duas palavras
codigoced taisquec; =aec;=e,dj=bed =eseilec]—{j} Entdo, cd e dc sao
duas palavras cédigo que coincide em J U J exceto na j-ésima componente, onde cd e
dc tem componentes ab e ba, respectivamente. Como cde'd~! € C' e suas componentes
sao todas iguais a e, exceto a j-ésima que ¢ igual a aba'b~! temos, para cada g € G’ e

jeINT, queexistec € C,comcj=gec;=eseic (JUJ)—{j}. [ |

Proposigao 2.7 Seja C' um [n,k,d]-cddigo de grupo sobre um grupo néao abeliano G.

Entao:
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n
1. Se k > 5 € C tem dois conjuntos de informacao cuja uniao é I, entao d = 1.

n . . . . . .
2. Se k < 5 © C tem dois conjuntos de informacao que se interceptam em uma tnica

posicao, entao d < n — 2k + 2.

Demonstragao. 1. Suponhamos que k£ > g e C' tenha dois conjuntos de informagoes J
e J' tais que JUJ = 1. Entao JNJ' # 0, pois k > g Assim, pela Proposicao 2.6, para
cadage G e jeJNJ existece C,come; =gec; =esei€ (JUJ)—{j}. Portanto,
d=1.
2. Suponhamos que k < g e C' tenha dois conjuntos de informacoes J e J' tais que |
JNJ'| =1. Entao
m=|JUJl|=2k—-1<n.

Assim, pela Proposicao 2.6, existe ¢ € C' com wy (¢) = 1 dentro de JU J'. Logo,
d < 1+ (n—m)
= 1+n—(2k—-1)
= n—2k-—-2.
Portanto, d < n — 2k + 2. |

Observacao 2.7 A Proposi¢cio mostra que codigos de grupos sobre grupos nao abelianos,
iniciando do [n, 1,n]-cédigo, todo simbolo de informagao adicional custa duas unidades de
distdancia, enquanto para cédigos MDS, todo simbolo de informagao adicional custa apenas

uma unidade de distdncia.

Coroldrio 2.1 Seja G um grupo nao abeliano. Entao nao existe [n, k, d]|-cddigo de grupo

MDS sobre G, com 1 < k < n.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que exista um [n, k, d]-cédigo de grupo MDS
sobre G com 1 < k < n. Assim, temos dois casos hd serem considerados.
12 Caso - Se k > g, entao pela Proposicao 2.7, d = 1. Logo,n —k+1=1en =k,
que é uma contradigao.
20 Caso. Se k < g, entao pela Proposicao 2.7,
n—k+1 = d<n-2k+2

= k<1,
o que é uma contradicao. |
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Observagao 2.8 Seja G um grupo nao abeliano com |G| = p™. Entdo, pelo Teorema
2.2, existe um [n, k,d]-cddigo MDS sobre G para cadan < p™+1 el < k < n. Mas
pelo Coroldrio um codigo com estes pardmetros nao pode ser cédigo de grupo. Assim,
concluimos que para codigos sobre grupos nao abelianos, a propriedade de grupos é, em

geral, incompativel com o alcance da melhor minima distincia de Hamming.

Um cé6digo de grupo C' de comprimento n sobre um grupo G é um cddigo normal se
C & um subgrupo normal de G™.

Dado um cédigo de grupo C e i € I, o grupo de saida G;, no instante 7, serd definido
como o conjunto de todo g € G' que jé ocorre como componente ¢; = Py (¢) das palavras
cédigo ¢ € O isto é,

G; = Py (C).

Usualmente G; = GG para todo 7 € I, mas nao estd excluida da definicao a possibilidade de
(G; ser um subconjunto préprio de GG. Portanto, G; pode ser abeliano sem que G o seja.

E claro que, se i pertence a um conjunto de informacao J, entao
G; = Py (0) =G =G,

O cédigo C' é assim um subgrupo de W =[], G;, o qual serd chamado espaco de saida
de C. W & abeliano se, e somente se, GG; ¢ abeliano, para cada i = 1,...,n. Se G} é o

comutador de G;, entdo W' = []'_, G} ¢ o comutador de W.

Proposigao 2.8 Seja C' um cddigo de grupo sobre um grupo G. Entao C' é normal em

w
W se, somente se, W' C C. Além disto, se C é normal em W, entao — abeliano

C

Demonstragao. Suponhamos que C' é normal em W. Dados i € T e a,b € G;. Sejam
ccC,comc¢ =a,cj=esei#jewecW,comw;, =0b, wj =esei# j. Logo, por
hipétese,

m=wcw '€ C.

Assim,

-1

d=cm'=c (wcw’l) —cwe'wleC,

com d; = aba™'b! e d; = e se i # j. Portanto, W’ C C, pois i ¢ arbitrério.

A reciproca, segue da Proposicao 1.1. |
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Teorema 2.3 Sejam C um cddigo normal sobre um grupo G e W nao abeliano. Entdo

a minima distancia de Hamming de C é igual a 1.

Demonstragao. Se C' ¢ normal em G", entao C' é normal em W, pois W é um subgrupo
de G™. Assim, pela Proposicao 2.8, W/ C C. Como W é nao abeliano temos que existem

a,b € W tais que ab # ba, ou seja,
aba 'b! £e.

Logo W’ # {e} e pelo menos um G contém um elemento g # e. Assim, a palavra cédigo

c,com ¢ =gec;=esei#jéum elemento de W e de C. Portanto, wy (¢c) =1. N

Coroldrio 2.2 Seja G um grupo néao abeliano. Entao um [n,1,n]-cédigo de repeti¢io

sobre G é um cddigo de grupo mas nao é um cidigo normal para n > 2.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que o [n, 1, n|-cédigo de repeticao seja nor-

mal. Entao, pelo Teorema, temos que d =n = 1, o que é uma contradicao. |

Teorema 2.4 Sejam C' um [n, k,d]-cddigo de grupo sobre um grupo abeliano G com ex-
poente q, p um fator primo de ¢ e pm = q. Se C' possui um conjunto de informacao J,

entao eziste [n, k,d]-cddigo de grupo D sobre K = mG.

Demonstragao. Pela Proposicao 1.14, o grupo K = m(G é um grupo abeliano elementar,
com expoente p. O cédigo D = mC' é um subcédigo de C' e um cédigo de grupo sobre
K. Como C possui um subconjunto de informacao J temos que |J| = k e existem |K|*
palavras c6digo em D correspondendo a toda k-uplas de elementos de K em J. Ora, sendo
D um subcédigo de C' temos que a minima distancia de Hamming de D é pelo menos d.

Portanto, D é um [n, k, d]-cédigo de grupo sobre K. [ |

Coroldrio 2.3 Seja G = Za,y,, para todo m > 2. Entao nao existe [4,2, 3]|-cédigo de grupo
sobre G.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que exista um [4, 2, 3]-c6digo de grupo sobre
G. Entao, pela Proposicao 2.2, C' possui um conjunto de informagao J, com |J| = 2. Pelo
Teorema 2.4, D = mC é um [4, 2, 3]-cédigo de grupo sobre K = mG = Zs, o que &, pela

Proposigao 2.3, uma contradicao. |

Observagao 2.9 O Coroldrio mostra que nao existe [4, 2, 3]-cédigo de grupo sobre Zy, no
entanto, pelo Teorema 2.2 existe um [4,2,3]-cddigo linear sobre Fy. Assim, o Coroldrio

mostra simplesmente que um tal codigo nao é de grupo.
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Capitulo 3

Cédigos de Bloco Lineares Sobre

Grupos

Neste capitulo consideraremos uma construcao de cédigos de bloco lineares sobre gru-
pos que imita a construgao de cédigos algébricos sobre corpos finitos. Como vimos, cédigos
baseados em grupos nao abeliano exibem uma pobre distancia de Hamming, focaremos

pois nossa atencao em grupos abelianos.

3.1 Matriz de Verificacao de Paridade

Sejam GG um grupo e
C={ceG": " - cin=e,1<i<me a; €L}

Entao, é claro que C' é um cédigo sobre GG, pois C' # @. Note que, este cédigo é descrito
por uma “matriz de verificagdo de paridade” H = (a;;), cujas entradas sdo os expoentes

a; €24,1<i<mel<j<n.

Exemplo 3.1 O [3,2]-cddigo de verificagao de paridade simples C' sobre G é definido pela

relacdo cicocs = e, isto é, pela matriz
H = [111].

C € linear se, e somente se, G é abeliano. De fato, dados a,b,c,d € G temos que

(a,b,67*a™) (¢,d,d"'c) € C. Portanto,
(a,b,07'a™") (¢, d,d'c¢™Y) = (ac,bd,b'a'd ¢t € C
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se, e somente se,

b rard et = (bd) " (ac) 7t

Fazendo, a = c e b= d, temos que
bla v a = (0b) 7 (aa) !
se, e somente se, ab = ba.

Exemplo 3.2 O [3,1]-cddigo de repeticio C sobre G ¢é definido pelas relagdes cicy 'cd =

e ecicicst = e, isto é, pela matriz

H=
1 0 -1

Assim, temos que C = {(a,a,a) : a € G}.

Exemplo 3.3 A matriz

1110 -1 0 O
H=]10111 0 -1 0
1101 0 0 -1

define um [7,4]-cddigo. Este cédigo é chamado codigo de Hamming, o qual é linear se G
¢ abeliano. Pode ser mostrado, por cdlculos direto, que a minima distdncia de Hamming

é igual a 3.

Exemplo 3.4 Pela Proposicao 1.7 o conjunto

C={(g1v2(9),903(9), ., 0.(9):9€G}

¢ um [n,1]-cdédigo linear do tipo repeticao sobre G se, e somente se, p; € End (G). Se

©; € Aut (G), entao o cddigo C' é chamado c6digo linear do tipo repeti¢ao automorfo.

Proposicao 3.1 Um [n, 1]-cddigo linear do tipo repeticao C' tem minima distdncia de

Hamming igual a n se, e somente se, C' é automorfo.

Demonstragao. Suponhamos que exista pelo menos um ¢, € End (G) tal que ¢, ¢
Aut (G). Entao
kerp; = {g € G ¢;(9) = e} # {e}.
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Assim, existe g € G com ¢, (g) = e e g # e. A correspondente palavra cédigo possui
pelo mensos um elemento identidade (i-ésima posi¢ao), de modo que sua distancia de
Hamming & palavra cédigo identidade ¢ no méximo n — 1. Portanto, a minima distancia

de Hamming nao pode exceder a n — 1. |

Exemplo 3.5 Seja G = S5 0o grupo simétrico. Entdo a matriz

203 0 O

230 0 O
H:

100 -1 O

010 0 -1

define um [5,2]-cédigo C' sobre G sem conjunto de informagao. De fato, se

G = {e,r,r? s, sr, 57},

com 13 =5%=¢ ersrs=-e, entio as palavras cédigo tém a forma

(abc | ab)

onde

bc€{e,r,m*} e ac{e,s,sr, sr?}.

Fazendo a tabela dos elementos de G temos que |C| = 36, e portanto k = 2.

Na teoria da codificacao algébrica a “cldssica” construgao de cédigos lineares concatena
uma k-upla de simbolos de informacao com (n — k) simbolos de verificacdo de paridade
escolhidos de modo a satisfazer certas equacgoes de verificacao de paridade. A seguir
mostraremos como esta construcao pode ser imitada para gerar cédigos lineares sobre
grupos, no entanto, esta construcao nao é bastante geral: é suficiente observar que para
grupos nao abelianos a ordem dos elementos é relevante. Assim, nao podemos usar um
procedimento baseado na matriz de verificacao de paridade para definir cédigos lineares
sobre grupos gerais.

Um [n, k]-cédigo C' sobre um grupo G ¢ sistemdtico se suas |G|* palavras cédigos sdo
n-uplas da forma:

(Cl,...,Ck’korl,...,dn)

com dy,; = @, (c1,...,cx), onde @, sao (n — k) aplicacdes de GF em G, i=1,...,n — k.
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Proposicao 3.2 O [n, k]-cddigo sistemdatico C' sobre G ¢é linear se, e somente se, as

aplicacoes @, de G* em G sio homomorfismos de grupos.

Demonstragao. Sejam

(Cl,...,Ck|dk+1,...,dn) S C

(X1, s @ | Ytr, -, Yn) € C.
Entao seu produto é uma palavra codigo se, e somente se,
; (c1y .o ek) g (@1, .o xy) = @, (ax, . .. cpxy)
se, e somente se, ¢, sao homomorfismos de grupos. |

Um [n, k]-codigo sistemético linear C' sobre G é a imagem de um ¢ € End (G") tal

que
Plcld)=(cle(o),

onde ¢ ¢ um homomorfismo de G* em G"*,

Observagao 3.1 Pela Proposi¢io 1.8 um [n,k]-cddigo sistemdtico linear C' sobre um

grupo G é normal se, e somente se, ¢ é um homomorfismo de G* em Z (G”*k). ]

Proposicao 3.3 Todos os |n, k|-cdédigos sistemdticos lineares sobre G sdo isomorfos a

G*.

Demonstracao. Sejam C' um [n, k]-c6digo sistemdtico linear sobre o grupo G e 7 a

projecao de G™ sobre G* x {e}"~* ou seja,
T(G1s- Gk | Grats--9n) = (91, -, 01| €,...,€).
E claro que  é um homomorfismo de grupos e mais 7 restrito a
C ={(c,(c)) : ¢ ¢ um homomorfismo de G* em G"*}
& um isomorfismo de C' em G* x {e}, ou seja, C' = G*. [

A Proposicao mostra que a estrutura algébrica abstrata de um cédigo linear nao é
tao relevante, no sentido de que nao carrega muita informagcao sobre as propriedades do

c6digo em si, pois em grupos isomorfos gerais pode ser pensado como sendo o mesmo
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grupo, o mesmo nao é verdade para codigos lineares, os quais por exemplo, podem ter
diferentes distancias de Hamming.
Um [n, k]-cédigo de bloco sistemético linear & decomponivel (fatorizdvel) se ele ¢ um

grupo decomponivel (fatoriazével).
Exemplo 3.6 O [3,2,2]-cddigo sobre Zy é decomponivel em C = C1Cy, onde

Cr={(xz,e|x):x€Zs}

Co={(e,y|y) 1y € Zs}.

Além disto, C' # Cy x Cy mas Cy, Cy sdo isomorfos a Zs e C 2 Ly X Zo.

Proposicao 3.4 A minima distincia de Hamming de um cédigo fatoriazdvel C = C1Cs

nao pode exceder a menor entre as minimas distancias de Hamming de Cy e Cs. [ |

Proposigao 3.5 Um [n, k]-cddigo de bloco sistemdtico linear sobre um grupo fatorizdvel

G ¢ fatorizdvel.

Demonstragao. Por definicao G = HK com HK = KH. Entao G' = H'K' para todo
| € Z. Tomando ¢ € G* temos que ¢ = ¢;c; com ¢; € H* e ¢, € K¥. Como ¢ ¢ um

homomorfismo temos que

(clp(c) = (cica|p(cica))

= (c1|w(er)) (2| p(ea)).

Note que, embora

@ (c1),p(co) € H"FK™*

pode ocorrer que ¢ (c;) € H" % ou ¢ (cy) ¢ K" 7", [ |

3.2 Cddigos Assintoticamente Maus.

Nesta secao mostraremos, do ponto de vista da distdncia de Hamming, que cédigos

lineares sobre grupos nao abelianos sao assintoticamente maus.
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Seja G um grupo nao abeliano. Com as notagoes da Proposi¢ao 1.10, um [n, k]-cédigo

linear é caracterizado por (n — k) homomorfismos de grupos
o, Gt — @

cada um deles é caracterizado por k& endomorfismo
p;:G—G

tais que, para j # [,
01 (G) g (G) = ¢; (G) ¢ (G),
elemento a elemento. O grupo

W =0, (G)py (G) - ¢, (G)

¢ um subgrupo de G. Considerando agora um dos ;, temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.6 Sejam G um grupo nao abeliano e ¢ um homomorfismo sobrejetor de

Gk em G. Se
¢ (g1, 98) = 01 (91) o1 (),

onde ; € End (G), entdo:

1. Se G nao é fatorizdvel em subgrupos prdprios nao centrais, entao p; € Aut(G) para

algum i e ; (G) C Z (G), para todo j com i # j.
2. Se G é indecomponivel, entio |G| > 32.

Demonstragao.l. Como ¢ ¢é sobrejetor temos que

k

G=[]¢ (@ =¢; W

onde

com i # j. Assim, por hipétese,
0 (G)=G e W; CZ(G)

ou

0, (G)CZ(G) e W;=G.
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Se p,; (G) = G e W; C Z(G) acabou. Mas se ¢, (G) € Z(G) e W; = G, repete-se o
mesmo argumento em W; = G até obtermos o automorfismo ;.

2. Se G ¢é indecomponivel, entdao H; = W; N,(G) C Z (G) e |H;| > 2. Pelo item 3 da
Proposigao 1.11, W, e ¢, (G) sdo ndo abelianos e finalmente pelo item 6 da Proposicao

1.11, |G| > 32. |

Vamos supor primeiro que G é indecomponivel e que pelo menos um dos ¢, € Aut (G),
(isto, como temos visto, ¢ certamente o caso se |G| < 32). Entao, mostraremos que todo
[n, k]-cédigo sistemético linear sobre G é decomponivel em k cédigo do tipo repeticao.

De fato, considere o simbolo de verificacao de paridade

dk+¢ = ¢Z (Cl,...,Ck),

onde ¢; ¢ um homomorfismo de grupos de G* em G. Assim, se G é indecomponivel,

entao
dk+i :gbi(e,...,cji,...,e)Zi

onde ¢, € End (G), cuja imagem ¢, (G) pode ser um subgrupo niao comutativo e

k
Zi:Hgbi(e,...,Ch,...,e)GZ(G),h%ji-
h=1

Note que, o homomorfismo ¢, pode ser associado naturalmente com um automorfismo,

possivelmente o automorfismo identidade, como segue:
divi = @i ey Gy ooy€) Zi =0, (c5,) Zs.
J& sabemos que a palavra codigo é
(cl, cosCr | O (cjy) Zay e Ok (Cjnfk) Zn,k)

Agora, sejam c e d duas palavras cédigo. Entao

C = (Cl, e, Cr | 91 (le) Zl, . 70n—k (Cjnfk) Zn—k)

d=(d,....dy |00 (d;)Us, ... 00y (ds, ) Uniy)
com Z;,U; € Z (G). Logo,
(cd) (de) ™' = ((erdy) (dicr) ™+ (cdy) (dier) " |
01((cids,) (djnei) ™) Oni((cs oy ) (ds i) ),
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pois
(ZU) (UiZ) ™" =e,
de modo que obtemos um subcédigo decomponivel num niimero conveniente de cédigos
do tipo repeticao de dimensao 1.
Finalmente, se G é decomponivel, digamos G = HK, com H indecomponivel e nao
abeliano, entao restringimos o subcédigo a H. Assim, o argumento acima aplica-se e
o codigo linear é necessariamente decomponivel em um produto de k cédigo do tipo

repeticao.

Proposigao 3.7 Seja G um grupo nao abeliano. FEntao nenhum [4,2]-cddigo de bloco

sistemdtico linear C' sobre G tem minima distincia de Hamming excedendo a 2.

Demonstragao. Qualquer palavra de C' tem a forma:

(crca | p1(cr) @1 (c2) palc1)ds (c2)),

onde

P15 P2, ¢17 ¢2 € End (G) € ¥; (G) ¢z (G) = ¢’L (G) 23 (G) ’ = 17 2.
Se um dos quatros endomorfismos, digamos ¢, ¢ Aut (G), entao o subcédigo de C' com

palavras cédigo
(c1e [ ¢y (1) @y (1))

nao é automorfo. Logo, pela Proposicao 3.1, sua minima distancia de Hamming nao pode
exceder a 2. Portanto, pela Proposicao 3.4, a minima distancia de Hamming de C' nao

pode exceder a 2. |

Para limitar a minima distdncia de Hamming d, observamos que, no melhor evento,
. . .~ . ~ . n
todos estes cédigos do tipo repeticao de dimensao 1 tem um e o mesmo comprimento T 0

qual é a maior minima distéancia de cada subcédigo. Portanto, obtemos uma cota superior

para a minima distancia de Hamming:

n

d< H
— Lk

n d s

Fazendo r = T el = T obtemos a cota assintética

1

rd < —

n
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a qual mostra que rd aproxima-se de zero quando n cresce. Note que, esta cota superior

melhora o resultado da Proposicao 2.7.

3.3 Cdbdigos sobre Grupos Abelianos.

Nesta secao examinaremos com mais detalhes a construcao de cédigos lineares sobre

grupos abelianos.

Um [n, k]-cédigo sistemadtico linear sobre o grupo abeliano G' é um subgrupo de G"

com ordem |G|¥, descrito por (n — k) homomorfismos de grupos de G* sobre G. Suas

palavras cédigo sao:

(61,02,...,Ck | dk+1,...,dn),

onde

dk+l = ¢I(Cl7027’-'ack)
k
= Hgbl(e,...,cj,...,e)
j=1

e todo ¢, é caracterizado por k matrizes quadradas de ordem m,
Al h),h=1,... k

com elementos em Z,, .

Usando uma base normal para GG temos que

m

Ch:H llh (§ dl Hg’”

=1

e pela equagao 3.1, para cadal =1,...,(n — k),

kK m
d = HHQ
h=1

=

04” (Lh)ein

1
k. m
m o5 Y ag(lLh)ein
h=
(2

- [

Assim, comparando expoente obtemos um conjunto de equagoes de verificagao de paridade

m

k
ZZ%;’ (L,h) e —dy =0
h=1j

1

ondei=1,....mel=1,...,(n—k).

39

(3.2)



Definimos agora m vetores d; cujas (n — k) componentes sao os expoentes dos sim-
bolos de paridade e m vetores ¢; cujas k componentes sao os expoentes dos simbolos de

informagao. O conjunto de equagoes em (3.2) pode ser ser escrito na forma matricial

C1 0
All Alm —In—k 0 Cm 0
Aml Amm 0 —dpn—k dl

dpm, 0

onde A;; sdo (n — k) x k matizes e I,y sao (n — k) x (n — k) matrizes identidades. A
m(n —k) x mn

matriz dos coeficientes que aparece na forma escalonada em (3.3) descreve um c6digo e
pode ser chamada sua matriz de verificacao de paridade H, a qual nos permite limitar,
e possilvelmente avaliar, a minima distancia de Hamming do c6digo. Vamos numerar as

primeiras mk colunas de H (as quais corresponde a localizagao de informagcao), como
h1+mh2,h1 = 1,...,]{7,h2:0,...,l€—1.

As colunas com o mesmo indice h; serdao chamadas de “colunas companheiras de infor-
macao”. Estas colunas ocupam a mesma posicao dentro das submatrizes A;;. Similar-
mente, podemos definir “colunas companheiras de verificagao de paridade” numerando da
mesma maneira o restante (n — k) colunas (correspondendo a localizacdo de verificagao

de paridade).

Teorema 3.1 Seja C' um [n, k]-cddigo sistemdtico linear sobre Z;. Entdo, a matriz de
verificagcao de paridade H é uma matriz escalonada (n — k) x n sobre Z;. A minima
distancia de Hamming d do cddigo é igual ao mimero minimo de colunas linearmente

dependentes de H.

Demonstragao. Seja g um gerador de Z;. Entao o nimero minimo de colunas linear-
mente dependentes em H dar o niimero minimo de expoentes nao nulos para g numa dada
palavra cédigo. Este é o nimero de posi¢oes em que uma palavra cédigo difere da palavra

cédigo identidade de C. [
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Exemplo 3.7 Um [5,2,2]-cddigo sistemdtico linear sobre Zs ¢é definido pela matriz de

verificagcao de paridade sobre Zg

1 1 -1 0 0
H: 3 1 0 —1 O - (h17h27h37h47h5)'
51 0 0 -1

Como 4hy +4hy = 0 temos que d = 2. Seja g um gerador de Zg. Entao as palavras codigo

tém a forma

ci+c2  ,3ci+c2  5citce
: ,g>rre)

(9,9 | g7, g

Ezxemplo 3.8 Um [5,2,3|-cédigo sistemdtico linear sobre Zs é definido pela matriz de

verificacao de paridade sobre Zs.

1 1 -1 0 0
H: O ]. 0 _1 O - (h17h27h37h/47h5)
10 0 0 -1

Como hy + hg + hs = 0 temos que d = 3. Seja g um gerador de Zs. FEntdo as palavras
codigo tém a forma

c1+c2

(97, 9% | g7, 9%, %)
Este é um exemplo de um codigo 6timo, pois o Coroldrio 2.3 exclui a existéncia de um

[5,2,4] sobre Zs.

Teorema 3.2 Seja C' um |n, k|-cddigo sistemdatico linear sobre um grupo abeliano G de
expoente d,,. Entao, a matriz de verificagio de paridade H é uma matriz escalonada
m(n—k) x mn sobre Z; . A minima distancia de Hamming d do cédigo é igual ao
nidmero minimo de colunas linearmente dependentes de H do sistema homogéneo (3.3)

sobre Z,,, com cada conjunto de colunas companheiras contando uma vez.

Demonstragao. Observe que a minima distancia é caracterizada pelo niimero minimo
de elementos diferentes da identidade na palavra cédigo. Diferentes geradores na mesma
posicao nao aumenta a distdncia . Logo, colunas companheiras que define elementos
associados com diferentes geradores de G mas localizado na mesma posicao da palavra

c6digo conta exatamente uma vez no mesmo peso da palavra cédigo. |
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Exemplo 3.9 Um [5,2,3]-cddigo sistemdatico linear sobre Zo X Z4 € definido pela matriz
de verificacao de paridade sobre Z,.
A A =13 0
Ag1 Ap 0 —I3
= (hla h27 h37 h47 h57 h67 h77 h87 h97 th) )

onde

o
s
=

|
_ O
w = O

o
s
[N}

|

_ O =
S = O

w
—
[\)
[\)

A= 11 1 |,An=

e}
—_
=N
N O

Como 2 (hy + hs)+2 (hy + hy) +2h; = 0 temos que d = 3. Sejam g1, go 0s dois geradores

de Zy X Z4. Entao eles satisfazem as relagoes

G =0i =¢ ¢ gi192 = o0
e as palavras cédigo tém a forma

c1 . di  ca _do c14c2 3c1+di+2c2+2de di+de
(91" 95", 97, 95" | 9 :

c1+d1+2c2
1 792 ) gl 2 )

c14+3d1+c2  di+co+2ds
g ) 92 )

g1

Exemplo 3.10 Um [5,2, 3]|-cddigo sistemdtico linear sobre Zs é definido pela matriz de

verificagcao de paridade sobre Zs.

11100
H=10 10 1 0| =, hhs ha hs)
1 0001
Como hy + hs + hs = 0 temos que d = 3. Seja g um gerador de Zo. Entdo as palavras
codigo tém a forma

c1+c2

(g 9| g2, g, 9%)

3.4 Cdbdigos de Grupos Multiniveis

Nesta secao apresentaremos uma construcao de cédigos de grupos a partir de cédigos

conhecidos.
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Sejam G um grupo, H e K dois subgrupos. Dizemos que G é um produto semidireto

de H por K, em simbolos G = Hx K, se as seguintes condig¢oes sao satisfeitas:

1. G=HK;

2. H <G;

3. HN K = {e}.

Neste caso, K é um complemento de H e K ~ %

Seja G o produto semidireto de H por K. Entao, cada g € GG pode ser escrito de modo

tnico na forma:

g=hk,he Hek € K.

Teorema 3.3 Sejam G = HxK, Cy C H' e Cx C K" cédigos de grupos. Entdo o
conjunto

CG:{hklhECHekECK}

é um cdédigo de grupo sobre G se khk ' € Cy, para todoh € Cy ek € Ck. O cédigo Ce

é chamado cédigo estendido e denotado por Cqg = Cyg © Ck.
Demonstragao. Sabemos que e € Uy e e € (k. Logo,
e=cececCgeCq#0.

Dados g1, g2 € Cg. Entao g; = hik; e go = hoks, para algum h;, hy € Cy e ki, ks € Ck.

Logo,
218" = (k) (hoky)™
= hiki(k; "hy ")
= hy(kik; 'hy?)
= hi(kik;'hy'kok; Y (kik, ) € Cg.
Portanto, C'¢ é um cédigo de grupo sobre G. |

Corolério 3.1 Sejam G = H x K um grupo abeliano aditivo, Cy C H' e Cx C K'

codigos de grupos. Entao o cédigo estendido Cqg = Cyg @ Ci
CG:{h+k:h€CH6 kEOK}
é um codigo de grupo sobre G. [
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(e,e,e e e)
(ryr,r e e)
(r?, 72, 1% e, e)
(e,e,r,r,T)
(e,e,72,72,7?)

(ryr,r2 rr)

(s,8,8,¢€,¢€)
(sr% sr2 512 e, €)
(sr, sr, sr,e,e)
(s,8,8m%,7,71)
(s,s,sr,m%,1?%)

(sr? sr?, sr,r,7)

(e,e,8,8,8)
(r,r,sr%,5,5)
(r?,r2, sr,s,5)

(e, e, sr?, 512 sr?)
(e, e, sr, sr, sr)

(r,r, sr,sr?, sr?)

(s,8,€e,8,8)
(sr% sr? 1,5, 5)
(sr,sr,12,5,8)
(s,s,7, 512 s12)
(s,8,7% s, s7)

(sr?, sr?, 12 sr?, sr?)

(ryrye,r2r?) | (sr?,sr?, 5,72, 1%) (r,7, s, 8T, sr) (sr% 512, e, sr, 1)

2

(r2,r% e, r,m) (sr,sr,s,r,r) (r2,72, 5,812, 5r%) | (sr,sr,e,sr2, s1?)

(r2,r2 ror2 r?) | (sr,sr,sr2, 02 r2) | (r?, r? sr?, sr, sr) (sr,sr, T, 81, 57)

Tabela 3.1: [5,2, 3]-cédigo de grupo sobre G

Exemplo 3.11 Seja

G = {e,r,r? s, sr, 51},

com 1 =s*=¢c esr=r?s. Entio G=HxK, onde H={e,r,m?} ¢ K = {e,s}. Sejam

CH = <(T,T,T,€,€)7(e’e7r’r’7~)> - o’

CK = <(Sa878767 6); (6, 6,8,8,8)) - K5

(5,2, 3]-cédigos de grupos. E facil verificar que khk™* € Cy, para todoh € Cy ek € Ck.
O cddigo estendido Cg €é o [5,2,3]-cddigo dado pela Tabela 3.1

Sejam G = HxK e Cg C G" um cédigo de grupo. Entdo toda palavra cédigo g € Cg

pode ser escrita de modo tnico na forma
g =hyk,
Teorema 3.4 Sejam G = HxK e Cg C G um cédigo de grupo. Entdo
Co=1{hk:heCyekeCk}
se, e somente se, hy, k, € Cq, para todo g € Cg.

Demonstragao. Se g € (g, entao g = hk, com h € Cy e k € Cx. Como Cy e Ck
sao codigos de grupos temos que e € Cy. Assim, k = ek € Cg. De modo anélogo,
h =he € (5.

A reciproca ¢é imediata. [ |
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Coroldrio 3.2 Todo cédigo de grupo sobre: G = Zy,, X L, com mdc(m,n) = 1, pode
ser obtido como cddigos estendido de um cddigo de grupo sobre Z,, e um codigo de grupo

sobre Z,,. [ |
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Capitulo 4

Cédigos MDS

Neste capitulo caracterizaremos o conjunto de homomorfismos de grupos que define
codigos de grupos com maxima distancia separdvel (MDS) sobre o grupo ciclico Z,,.
Além disto, mostraremos que o cédigo dual de um cédigo de grupo com méxima distancia

separavel sobre Z,, é também um cédigo de grupo com méxima distancia separdvel

4.1 Cédigos MDS sobre Grupos Ciclicos

Nesta secao identificaremos os homomorfismos que define cédigos de grupos com méx-
ima distancia separdvel (MDS) sobre o grupo ciclico Z,,.

Sabemos que um [n, k]-c6digo sistematico linear C' sobre o grupo abeliano G é um
subgrupo de G™ com ordem |G|, descrito por (n — k) homomorfismo de grupos ¢; de G*

sobre GG. Suas palavras cédigo sao:
(01,02,-~.,Ck | dk—l—la"'adn)?
onde

gt = & (c1,09,...,¢k) (4.1)

k
— ngﬁl(e,...,cj,...,e),Vl:1,...,n—k.
j=1

Assim, um tnico homomorfismo de Z* para Z,, define um [k + 1, k]-c6digo sistemdtico

linear sobre Z,,. Qualquer componente nos 1ltimos termos da equagao 4.1,



é essencialmente um elemento de End(Z,,). Assim, qualquer palavra cédigo

(61,02, oy Cp | dk+1, Ce 7dk+s)

de um [k + s, k]-cédigo grupo sobre Z,, ¢ da forma

k k
(617627 ey Ck | nggl (CJ) ). 'Jngjs (CJ))J
7=1 7=1

onde ¢; € Z,, Pj; Sa0 k endomorfismos de Z,, e os ¢, sao ditos decompostos como estes

endomorfismos, que denotaremos por

Op=pu P Vl=1,...,s.

Dizemos que um homomorfismo ¢ : Zk — 7Z,, ¢ homomorfismo com distancia cres-
cente (HDC) se
ker ¢ = {e} ou dy(ker¢) = 2.

Proposicao 4.1 Um [k + 1,k|-cddigo de grupo sobre Z,, é MDS se, e somente se, ¢ :
7k — 7., ¢ um HDC.

Demonstragao. Suponhamos que C' é um [k + 1, k]-c6digo de grupo MDS sobre Z,,.
Entao

dp(C)=k+1—-k+1=2,

isto é, toda palavra cédigo de C' tem pelo menos duas componentes diferentes de e. Se

ker ¢ # {e}, entao existe

c=(e,...,Ci..sCjy..ie| (e, ¢y e, e))) € C—{e},

com i # j tal que

Logo, dy(ker ¢) = 2. Portanto, ¢ : Z¥ — Z,, ¢ um HDC.

Reciprocamente, suponhamos que ¢ : Z¥, — Z,, ¢ um HDC. Entao para cada

c=(c1,09,...,¢. | d((er,¢0,...,c1))) € C

temos dois casos hé serem considerados:

12 Caso - Se ¢((c1,ca,...,cx)) = e, entao

(c1,¢0,...,c) = (e,e,...,€)

47



ou dy(c) > 2.
20 Caso - Se ¢((c1, ¢2, ..., 1)) # €, entao pelo menos um dos ¢; # e. Logo, dg(c) > 2.

Portanto, em qualquer um dos casos, temos que dgy(c) > 2. Pela Proposicao 2.1,
dg(c) <k4+1—-k+1=2.
Portanto, C' ¢ um [k + 1, k]-c6digo de grupo MDS sobre Z,,. [ |

Proposicao 4.2 Seja ¢ : ZF, — Z,, um homomorfismo de grupos, onde ¢ = ©,pq -+ - @y

Entao ¢ é HDC se, e somente se, ¢, € Aut(Z,,), para cadai=1,... k.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que ¢, ¢ Aut(Z,,), para algumi =1,... k.

Entao existe ¢; € Z,,, ¢; # e tal que ¢; € ker ¢,. Logo,

o((e,....ci,....e) =, (¢;) =e,

isto &, dg(ker ) = 1, o que é uma contradicao.

Reciprocamente, Suponhamos que ¢, € Aut(Z,,), para cadai=1,...,k, e
d= (6,...,di,...,6) Gan,

com d; # e. Entao ¢ (d) = ¢, (d;) # e e a minima distancia do cédigo definido por ¢ é
igual a 2. Assim, pela Proposicao 4.1, temos que ¢ é HDC ]

Sejam @, = {¢,};_; um conjunto de homomorfismos de Z*, em Z,, e
ker (¢, -+ ¢,) = ker ¢, N -+~ Nker ¢,.
Se para cada r, 1 <r <s,
ker (gbll e gblr) = {e} ou dy(ker (qb“ e gblr)) =r+1,Vi; € {l,...,s},
entao dizemos que 4 é um conjunto com distincia crescente de homomorfismos (CDCH).
Observagao 4.1 Se &, é um CDCH, entao todo subconjunto de ®4 também o é.

Teorema 4.1 Um [k+s, k]-cddigo de grupo sobre Z,, definido por ®, é MDS se, e somente
se, &, ¢ um CDCH.
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Demonstragao. Suponhamos que C' seja um [k + s, k]-cédigo de grupo MDS sobre Z,,
definido por ®,. Entao
dg(C)=k+s—k+1=s+1,

isto é, toda palavra cédigo de C' tem pelo menos s+ 1 componentes diferentes de e. Assim,

se
c=(cr,09,. .. ¢ | dis1,y .o dpys) € C
tem exatamente r, 0 < 7 < s, elementos dyii; € {diy1,...,drss} sd0 iguais e, com
j=1,...,r, entao a palavra cédigo
c=(c1,c2 0k | diriys - diyi,)
é tal que

dg(©) > (s+1)—(s—r)
= r+1

Logo, ®;, = {¢;,}j_; ¢ um CDCH. Portanto, ®; ¢ um CDCH.

Reciprocamente, suponhamos que ¢, é um CDCH e

c = (Cl,CQ,...,Ck; | dk+17"‘7dk—|—s)
= (c1,69,.. 508 | Oy (1,0, oy Ch) e @g(Cryca,. .. 1)) € C.
Se exatamente r, 0 < r < s, elementos dyy;; € {dg+1,...,dkss} sdo diferentes de e, com
j=1,...,r, entao, eliminando estas componentes, a parte restante ¢ de ¢ € uma palavra

cédigo do cédigo definido por um subconjunto de @, consistindo de s —1 homomorfismos.
Logo, por defini¢ao
dy(c) > s—r+1.

Assim,
dy(c) > r4+(s—r+1)
= s+ 1.
Portanto, pela Proposicao 4.1, temos que o cédigo definido por @, ¢ um MDS. |

Corolario 4.1 Se

C={(c1,co,...,cr| (1,00, Ck) ., Os(Cry02, .. ck)) ¢ € L}

¢ um [k + s, k|-cddigo de grupo MDS, entio o [k + t,k]-cédigo de grupo C; definido por
um subconjunto de t homomorfismo definindo C' é MDS, para todot =1,...,s—1,. N
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4.2 Caracterizacao Matricial de Cédigos MDS

Sabemos que cada ¢ € End(Z,,) ¢ unicamente definido pela imagem do gerador de
L, sob @. Além disto, End(Z,,) ~ Z,, e ¢(g9) = g* € Aut(Z,,), onde Z,, = (g), se, e
somente se, mdc(m, ) = 1 ou, equivalentemente, « € U(Z,,) o conjunto das unidades de
Zm.

Seja

C={(c1,ca,... ek | Oy (c1,CayevoyCh)yeneys(CryCay.n )i € € L}

um [k + s, k]-cédigo de grupo sobre Z,,. Entao a matriz
P = (aij)rxs (4.2)
sobre Z,,, onde
?; :<P1j<P2j"'80kjan: L....se %’j(g) =g™,i=1,...,k

é chamada matriz associada ao cédigo C'. Assim, a matriz geradora G de C pode ser

escrita na forma

G =] I, P ]
e a palavra cédigo ¢ corespondente a mensagem u = (cq, ..., ;) é dada por
c = uG.

As equacoes de verificagao de paridades sao

sy = iciair,r =1,...,s,
i=1
as quais, na forma matricial, tornam-se
[Pt I, ]c" = 0.
A matriz de verificacao de paridade H do c6digo C' é dada por
H=[-P" I, |

Note que, esta matriz H pode ser obtida da matriz de verificacao de paridade dada no
Capitulo anterior para cédigos de grupos sobre grupos abelianos restrigindo a grupos

ciclicos.
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Proposigao 4.3 [7, Corollary3, pp.319] Seja ¢ = p®, onde p é primo e a € N. Entdo
[n, k, d]-cddigo linear C sobre F, é MDS se, e somente se, qualquer k colunas da matriz

geradora G de C' sao linearmente independentes. |

O préximo teorema é uma generalizagdo de um resultado dado em [7, Theorem 8, pp.

321].
Teorema 4.2 Seja

C={(c1,co,...,c| o1 (c1,¢0,. . Ck) ... Qs (C1,C2, 0 Ch)) ¢ € L}

um [k + s, k]-cddigo de grupo sobre Z,,. Entao C' é MDS se, e somente se, o determinante
de qualquer submatriz t X t da matriz associada é uma unidade em Z,,, para cada t =

1,...,min{s, k}.

Demonstragao. Suponhamos que C' é um cédigo MDS. Seja Co cédigo obtido de C

pela eliminacao de todas as componentes exceto as componentes

{le, N ,Cjt,CkJril, Ce ,I’kJrit},

isto é, C ¢ um 2t, t]-c6digo e sua matriz associada serd denotada por P;. E claro que C

~

¢ um coédigo MDS e dy(C) =t + 1. Considere a seguinte equacao matricial.
P.c =o0. (4.3)
Se existir um vetor € = (c1, ..., ¢) # 0 satisfazendo a equagao 4.3, entao o vetor
c=(c1,...,¢,0,...,0)

¢ uma palavra codigo de C com dy(c) < t, o que é uma contradi¢do. Logo, a tnica
solucao da equacgao 4.3 é o vetor nulo. Portanto, o determinante de P; é uma unidade em
Zon.

Reciprocamente, seja P a matriz associada do cédigo C' e suponhamos que o de-
terminante de qualquer submatriz ¢ x t de P seja uma unidade em Z,, para cada

t=1,...,min{s,r}. Considerando

c=(c1,02,...,Ck | Ch1y- oy Crys) € C,
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com ¢; = g%, onde ¢ é um gerador de Z,, temos que ¢ pode ser representado por

B= (B B Bras - Brss) -

Com esta representacao temos que

Bk-f-r = 057“161 +05r262 + - +Oérkﬁk,7" = 1,...,8,

onde a soma ¢é efetuada em Z,,.

Suponhamos que no conjunto

{61, B}

somente ¢ elementos sejam diferentes de zero, digamos 3, ,...,[3;,. Entdo a equagao

anterior reduz-se a

ﬁk—i—r - a?‘jlﬁjl + OérjgﬁjQ +- 1+ Oérjtﬁjt,r = ]., e, S

Suponhamos que ¢ destes elementos sejam zeros, digamos 3, ..., 3., Entao
Qi B, + Qg By, + 0, B, = 0,1 =11,y

Logo, por hipétese,

que é uma contradicao. Logo,

dip(c) > (t+s)—t+1

= s+ 1.

Portanto, C' € um MDS. |

Exemplo 4.1 Seja C o [4,2]-codigo de grupo sobre Zg definido pela matriz geradora

1 011
G —
011 2

Entao C' é um cddigo MDS com dy(C) = 3, pois det(P) =1 € U(Zy). Note que a matriz
de verificagao de paridade de C é dada por

8 8 1 0
H=
8 7 0 1
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4.3 Sobre a Existéncia de Cédigos MDS

Apresentaremos nesta se¢ao alguns resultados da nao existéncia de cédigos MDS sobre

ZLi,, onde m € um produto de primos distintos, digamos
m = p?‘l “ e plal
com a; € Zy.

Proposigao 4.4 Seja m = p®, onde p é primo e a € N. Entao existe um [k + 1, k]-cddigo
de grupo MDS sobre Z,,, para todo k € N.

Demonstragao. Pela Proposigao 2.4 existe um [k + 1, k,2]-c6digo MDS C' sobre Z,,,

para todo k € N. Assim, a matriz geradora de C é dada por

L 0 - 0 aig
G- o1 --- 0 ‘042(k+1) |
00 - b ke

onde (ki1 € Zpm, para todo i = 1,...,k. Como dy(C) = 2 temos que a1 € U(Zy,),

para todo ¢ = 1,..., k. Portanto, pelo Teorema 4.2, C' é um cédigo de grupo MDS. W

Proposigao 4.5 Seja m = p®, onde p é primo e a € N. Entao existe um [1+ s, 1]-cddigo

de grupo MDS sobre Z,,, para todo s € N.

Demonstragao. Seja C' um [1 + s, 1]-cédigo de grupo sobre Z,,, para todo s € N. Entao

a matriz geradora de C' é dada por

G=|1 11t Qg |

onde ay(iy1) € 2, para todo ¢ = 1,...,5s — 1. Se ay;y1) € U(Z,), para todo i =

1,...,s — 1, entao, pelo Teorema 4.2, C' é um cédigo de grupo MDS. |

Proposigao 4.6 Sejam = p®, onde p é primo e a € N. Entao nao existe [k+2, k]-cédigo

de grupo MDS sobre Z,,, com k > p.
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Demonstragao. Seja C' um [k+2, k]-c6digo de grupo sobre Z,,. Entao a matriz geradora

de C é dada por

I 0 - 0 aigs1) Qigs2)
G 01 -+ 0 aiy1) Qagky2) |
100 - b k) Qk(et2) |
onde 45y € Zm, para todo s =1,...,k e j = 1,2. Suponhamos que C' seja um cédigo

de grupo MDS sobre Z,,. Entao, pelo Teorema 4.2, cada submatriz

P, = i1 (k+j1)  Cia(k+j2) (4.4)
Qig(kt51)  Vig(k+j2)
da matriz associada P tem determinante uma unidade em Z,,. Ou, equivalentemente, o

determinante da matriz

, 1 1
P, = (4.5)

1 ~1
Qg (kjr) Xiz(kti1) Qg (kg jo) Viz(k+52)

¢ uma unidade em Z,,. Assim,

ai%k+j1)o‘i2<k+jl)[1 - ail(k+j1)ai;%k+j1)a;%k+jz)O‘iz(k-&-jz)] # 0 (modp).

. . -1 ~
e o nimero de valores diferentes para cada O () QXiz (kjy) A0 pode exceder a p — 1, ou

(2
seja, dois elementos de uma classe lateral a esquerda de Z, em Z,, nao pode aparecer na
segunda linha de 4.5. Logo, existem somente p — 1 classes laterais a esquerda de Z, em

Z,,. Portanto, um [k + 2, k]-cédigo de grupo MDS sobre Z,, nao existe se k > p. [ |

O préximo teorema é uma generalizagao da Proposi¢ao 2.3.

Teorema 4.3 Seja m = p®, onde p é primo e a € N. Entao nao existe [k + s, k]-cddigo

de grupo MDS sobre Z,,, com max{s,k} > p ek,s € N—{1}.

Demonstragao. Seja C' um [k+ s, k|-c6digo de grupo sobre Z,,. Entao a matriz geradora

de C' é dada por

10 -0 O1(k+1) = Ql(k+s)
a- 01 --- 0 Qo(kt1) * 0 Oo(kis) |
(000 - 1 agepny 0 Qe |
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onde a;k1j) € Zm, para todoi =1,...,ke j = 1,...,s. Suponhamos que C' seja um

c6digo de grupo MDS sobre Z,,. Entao, pelo Teorema 4.2, cada submatriz

P, — Qg (k+51) Yy (k+je) ’ (4.6)

iy (k+51)  Vig(k+je)

onde ¢t = min{s, k}, da matriz associada P tem determinante uma unidade em Z,,. Ou,

equivalentemente, o determinante da matriz

P, = (4.7)

¢ uma unidade em Z,,. Assim, dois elementos de uma classe lateral & esquerda de Z,
em Z,, nao pode aparecer na segunda linha ou coluna de 4.7, exceto a primeira linha e
coluna. Logo, existem somente p — 1 classes laterais a esquerda de Z, em Z,,, isto é,

k < p— 1. Portanto, um [k + 2, k]-c6digo de grupo MDS sobre Z,, nao existe se k > p.l

Coroldrio 4.2 Seja n € N. FEntdo nao existe n,k,d|-cddigo de grupo MDS sobre F;,

exceto [n,1,n] e [n,n —1,2]. [

Teorema 4.4 Seja m = pi*---p}', onde p; sao primos distintos e a; € Z. Entdo ndo

existe [k + s, k]-cddigo de grupo MDS sobre Z,, com
max{s, k} > min{py,...,p} e k,s e N—{1}.

Demonstragao.Seja C' um [k + s, k]-c6digo de grupo sobre Z,,. Entao a matriz geradora

de C é dada por

10 -0 Qrk+1) " Ql(k+s)
G- 01 -+ 0 @is1) “+° Q2hts) 7
00 - b gty Qkets)

onde Qj(rtj) € Zm, paratodot=1,... ke j=1,...,s. Seja

1 1 1
1 -
L B Be-ne- |
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a matriz obtida de P por multiplicacao de cada linha e coluna por unidades apropriadas.

Assim , uma condi¢ao necesséria para o cédigo C' ser MDS é que

1 1
det :51]' — Bt #
Bri By
seja uma unidade em Z,,. Isto significa que, para cadat=1,...,1,

ﬁlj =By = 51j (1 - 5@1511) #0 (mOdPt>-

Logo, pelos argumentos usados na demonstracao da Proposi¢ao 4.6 e do Teorema 4.3,
temos que o nimero de valores diferentes para cada 3,; ndo pode exceder ao min{py, ..., pm}—

1. Portanto, nao existe [k + s, k]-cédigo de grupo MDS sobre Z,,, com

max{s, k} > min{py,...,p} e k,s € N—{1}.

O préximo coroldrio é uma generalizacao do Teorema 2.4.

Coroldrio 4.3 Seja m € N um ndmero par. Entdo ndao existe [n,k]-cédigo de grupo

MDS sobre Zy,, exceto [k+ 1,k] e [1+ s,1]. [

4.4 Cdbdigos Duais de Cédigos MDS

Nesta secao usaremos o grupo de caracteres de um grupo abeliano GG para definir o
cédigo dual de um cédigo de grupo sobre G.
Seja C' um [n, k|-c6digo de grupo sobre um grupo abeliano G. O [n,n — k|-cédigo dual,
denotado por C+, é definido como
n
Ct={(z1,...,2,) €G": chi (x;) =1,V (c1,...,c,) € C},
i=1
onde x,. € @, paracadat=1,...,n.
J& sabemos que uma matriz A = (@;;)mxm sobre Z;, representa um endomorfismo de

G se, e somente se,

Ao,
Yij < mln{dz,d]}

Assim, se ¢ um endomorfismo G representado pela matriz A = (o;;), entdo o endomor-

Z, .

fismo representado pela matriz A? = (—«;;) define o endomorfismo dual de ¢, denotado

por 4,
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Usando as relacoes dadas pela Equacao 4.1, o cédigo dual C* do cédigo de grupo C é
descrito por k& homomorfismo de G"~* sobre (G, denotado por ¢;, [ = 1,...,k, e consiste

das palavras cédigo

(Ilw'ka | yk+1“-7yn)7
onde
xr, = Cbzk (yk+17 s 7yn>
= H o (e, yjy ... €)
Jj=k+1
= JI ¢ w)
j=k+1
e pj; = cp?l, para cada [ = 1,2,...,k. Note que, o cédigo dual de um cédigo linear

sistemdtico é também sistemético.
Teorema 4.5 Se a matriz geradora do cédigo de grupo C' sobre Z,, é
G=[1 P
entdo a matriz geradora do cédigo dual C+ é
H=[_-Pt 1]
Além disto, se C' é MDS, entao C+ também o é [ |

Exemplo 4.2 Seja C' o [4,2]-cddigo de grupo sobre Zg definido pela matriz geradora

1 011
011 2

Entao C é um codigo MDS com dy(C) = 3, pois det(P) =1 € U(Zy). Assim, o cddigo

dual C+ tem matriz geradora

8 8 10
H:
8 7 0 1

e dy(Ct) = 3, pois det(P) = —8 = 1 € U(Zy). Portanto, C*+ também é MDS.
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