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Notacao

Be(x0) bola aberta de raio € e centro xg

x cardter da matriz

aH classe lateral a esquerda

C cédigo

(M, n) codigo de grupo em R”

F' corpo

V' — X complementar

L(V, V) conjunto de operadores lineares de V

S+ complemento ortogonal

N conjunto dos nimeros naturais

Z conjunto dos nimeros inteiros

R conjunto dos niimeros reais

C conjunto dos nimeros complexos

R™ produto cartesiano de R (n cépias)

GL(V) conjunto dos operadores lineares invertiveis £(V, V)
GL,(F) conjunto das matrizes invertiveis ordem n
M,,(F') conjunto das matrizes de ordem n

O(V') conjunto dos operadores ortogonais de GL(V')
O(n,R) conjunto das matrizes ortogonais com entradas em R
AC conjunto das diferencgas dos elementos de C

Ve conjunto dos elementos do R™ que sao fixados por G
Vi conjunto dos elementos ortogonais a Vi

k dimensao do cédigo

d? distancia quadratica

Se(xg) esfera de raio € e centro xg

F" espaco de seqiiéncias

G, estabilizador de x

X fecho de X

0X fronteira de X

M (H,G) grupo das matrizes monomiais

% grupo quociente



S, grupo de simetria

H», K holomorfo relativo de H por L
[.] indice

~ jsomorfismo

XY interior de X

M~! matriz invertivel

M! matriz transposta

DP matriz monomial

|.| maior inteiro

[.] menor inteiro

|||l norma

ker micleo do homomorfismo

Fix(a) nimero de elementos que fixa a
T operador linear

O(x) 6rbita do elemento

o(a) ordem do elemento

|.| ordem do grupo

(,) < (,) ordem lexicografica

G H produto entrelacado de G por H
(.) produto interno

G = Hx K produto semi-direto de H por K
« relacao de equivaléncia

pn representagao natural

PR representacao regular

¢ soma direta

< subgrupo

(a) subgrupo gerado pelo elemento a
< subgrupo normal

tr traco da matriz

R taxa de informagao do cédigo
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Introducao

0.1 Historico

O Canal Gaussiano ¢ um modelo de comunicagao introduzido por Shannom em 1948,
no qual mensagens para a transmissao sao representadas por vetores em R”. Quando o
vetor x é transmitido o sinal recebido é representado por um vetor r = X +n que consiste
do vetor enviado mais um vetor n com varidveis aleatérias independente chamado ruido,
o qual nao depende de x. Mais precisamente, o Canal Gaussiano com Ruido Branco
Aditivo é um canal onde a medida de probabilidade de transicao é uma funcao apenas da
diferenca r — x, isto é,

pR|X(I' | x) = pn(r —x),

onde py(n) é a densidade de probabilidade com uma média zero e uma varianga o?.

Em um sistema de comunicacoes digitais, o objetivo é transmitir dados de uma fonte
até um usudrio. O meio usado para esta transmissao ¢ o canal (Gaussiano), e pode ser
um cabo coaxial, fibra 6ptica, a atmosfera ( no caso de ondas de radio) etc.

Em um sistema tradicional, os dados gerados pela fonte sao simbolos de um alfabeto F'.
Como cada simbolos tem sua probabilidade de ocorréncia, estes dados sao processados pelo
codificador de fonte, com o objetivo de eliminar redundéncia, isto é, tornar os sfmbolos
equiprovaveis e desta forma compactar a informacao.

As seqiiéncias geradas pelo codificador de fonte sao entao processadas pelo codificador
de canal, que introduz redundéancia gerando seqiiéncias de simbolos de F' que sao chamadas
de palavras cédigo.

Para a transmissao, o modulador associa a cada palavra cédigo x um sfmbolo analégico,
que é entao enviado pelo canal.

A imperfeicao do canal gera distorgoes, e o sinal recebido nem sempre coincide com o
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enviado. O demodulador faz entao a melhor estimativa, fornecendo uma seqiiéncia r de
simbolos de F'. Devido ao ruido n, é possivel que r nao seja uma palavra cédigo. Entao
o decodificador de canal associard uma palavra cédigo, que é a melhor estimativa.

Finalmente, o decodificador de fonte associara a esta palavra cédigo a suposta seqiién-
cia original de sfmbolos enviada.

Na presente dissertacao descrevemos uma classe de cédigos e uma deco dificacao para
a transmissao de informacao por significado de faixa limitada W na presenga do Canal
Gaussiano com rufdo branco aditivo. O sistema global de transmissao ¢ chamado modu-
lagao de permutagao. O sistema tem muitas caracteristicas desejaveis, cada palavra codigo
exige a mesma energia para a transmissao. O recebimento, que é por verossimelhancga, é
do tipo algébrico, um instrumento relativamente fécil, e nao exige generalizacao local da
possivel mensagem enviada.

Nesta dissertacao, consideraremos decodificagao por verossimilhanga de cédigos de
grupos. Esta técnica consiste das seguintes etapas. Primeira - representa o cédigo de grupo
na forma de um conjunto de vetores em R" cujas componentes sao obtidas por permutacao
das componentes de um vetor inicial de acordo com um grupo GG de permutacao. Segunda
- decodificamos o vetor recebido r pela procura da mais provdvel permutacao no grupo
Sp. Terceira - selecionamos um elemento de GG mais préximo da permutagao encontrada.
Aqui focalizaremos nas duas primeiras etapas. Em particular, determinaremos o valor
minimo de n, e mostraremos que qualquer cédigo de grupo pode ser representado como

um codigo de permutacao.

0.2 Descricao

Esta dissertagao tem como base os artigos [2, 9, 13].

No capitulo 1, faremos uma abordagem sobre a teoria de grupos e alguns resultados
sobre dlgebra linear, destes 1ltimos resultados, obteremos um algoritmo para encontrar
uma matriz ortogonal O quadrada de ordem m, onde m = |G| e G é um grupo ciclico.

No capitulo 2, definimos representacao de grupos, regioes fundamental, cédigos de
grupo, coédigos de permutacao e cédigos planar. Caracterizamos cédigos planar e demon-
straremos um teorema que relacionando cédigos planar com a representagao de um grupo

G de matrizes ortogonais.
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No capitulo 3, apresentaremos um decodificador sub-6timo de cédigos de grupo. Esta
técnica consiste das seguintes etapas. Primeira - representaremos o cédigo de grupo na
forma de um conjunto de vetores em R" cujas componentes sao obtidas por permutagao
das componentes de um vetor inicial de acordo com um grupo G de permutagao. Segunda
- decodificamos o vetor recebido r pela procura da mais provavel permutacao no grupo

S,. Terceira - selecionamos um elemento de G mais préximo da permutacao encontrada.



Capitulo 1

Grupos de Permutacao

Neste capitulo apresentaremos algumas definicoes e resultados bédsicos da teoria de
grupos e que serao necessarios para os capitulos subsequentes, o leitor interessado em

mais detalhes pode consultar [7].

1.1 Conceitos Basicos

Um conjunto ndo vazio G munido com uma operacao bindria (a,b) — a x b é um

grupo se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. A operagao é associativa: a * (b*c) = (a *b) x ¢, Va,b,c € G.
2. Existe um elemento neutro, isto é, 3 e € G tal que e xa =a*xe = a, Va € G.

3. Todo elemento possui um elemento inverso, isto é, V a € G, 3 b € G tal que

axb=bxa=e.
O grupo ¢é abeliano ou comutativo se também vale:
4. A operacao é comutativa, isto é, a xb=b=xa, Va,b € G.

Para simplificar a notacao usaremos ab em vez de a * b.
Um subconjunto nao vazio H de um grupo G é um subgrupo de G, denotado por

H < @G, quando com a operagao herdada de G, H é um grupo.

Proposigao 1.1 Sejam G um grupo e H um subconjunto nao-vazio de G. FEntao H é

um subgrupo de G se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:



1. para todos hi, he € H, tem-se hihy € H.
2. Para todo h € H, tem-se h~! € H. [ |
Sejam X um subconjunto nao vazio de G e

F={H:H<Ge XCH}

Entao

(X)= () #

HeF
é o menor subgrupo de GG contendo X e chamado o subgrupo gerado por X. Quanto existir

a € G tal que
G =({a}) = (a) = {a" : n € Z}

dizemos que G é um grupo ciclico.
Sejam G um grupo, H e K subgrupos finito de G. Entao

[H]|K]

HK| = ———.
HK] |HN K|

Uma particao de um conjunto nao vazio {2 é um conjunto
PQ)={'":TcQTI#g}
tal que as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. FlﬂFQZQ,VFl,FQEP(Q),Fl#PQ;

Sejam G um grupo e H um subgrupo de GG. Definimos em G uma relagio de equiv-

aléncia (& esquerda) «~ de H em G, da seguinte maneira, para todos a,b € G,
ab<= dh € H tal que b = ah.

De modo andlogo definimos a relagao a direita.

A classe de equivaléncia que contém a é o conjunto
aH = {ah: h € H},

chamado de classe lateral & esquerda de H em G que contém a.

A cardinalidade do conjunto das classes laterais & esquerda (& direita) chama-se o

indice de H em G, denotado por [G : H].



Teorema 1.1 (Lagrange) Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Entdo |G| =
|H||G : H]. Em particular, se G é finito, entdo |H| | |G| e [G : H] | |G]|. [

Proposicao 1.2 Sejam G um grupo e H, K subgrupos de G tal que K < H < G. Entao

G:K|=|G: H|H: K]

Um subgrupo H de um grupo G é chamado normal de GG, em simbolos H < G, se
aha™' € HNa e G, h e H.

Seja p um nimero primo. Um grupo G é chamado um p-grupo se existir n € N tal que
a’" = e, para todo a € G. Além disto, pelo Teorema 1.1, todo subgrupo de um p-grupo

¢ um p-subgrupo de G.

Lema 1.1 (Cauchy) Sejam G um grupo finito e p um primo que divide |G|. Entao

existe a € G, a # e, tal que a? = e. |

Seja 2 um conjunto finito e nao vazio. Entao o conjunto de todas as bijecoes de €2
sobre (), em sfimbolos Sq, ¢ chamado o grupo de simetrias de €2. Qualquer subgrupo de
Sq € chamado de grupo de permutagdo. Quando Q = {1,2,...,n} denotaremos Sg por
Sh.

Sejam G um grupo e ) um conjunto nao vazio. Dizemos que G age sobre () se existir
uma aplicacao 1 : G x  — Q, com ¥ (a,r) = az, tal que as seguintes condigoes sao

satisfeitas:
1. a(bz) = (ab)z, para todos a,b € G,z € Q;
2. ex = x, para todo x € ).

A aplicacdo ¥ é chamado a ag¢do de G sobre € e  é chamado um G-conjunto. Se

|2| = n, entdo n é chamado o grau do G-conjunto 2.
Exemplo 1.1 Sejam G =S, e Q ={1,2,...,,n}. Entao Q é um G-conjunto sob a ag¢ao

oxi=0(i),0 € Sy,1 € Q.



Observagao 1.1 Seja ) um G-conjunto. Entao para cadaa € G fixado, a aplica¢io v, () =

ax é uma permutacao de 2.
Teorema 1.2 Sejam G um grupo e ) um conjunto.

1. Se Q) é um G-conjunto, entao a agdo de G sobre ) induz um homomorfismo ¥ :

2. Qualquer homomorfismo 1 : G — Sq induz uma acao de G sobre €.

Demonstragao. 1. Vamos definir ¢ : G — Sq por ¢(a) = ¢,. Dados a,b € G temos,

para todo x € €2, que

(Y(ab))(z) = ¢u(x) = (ab)x
= a(bx) = ¢,(bz)
= (7)) = @, 0 py(x)
= Y(a) o y(b)(z),

isto &, 1(ab) = 1(a)y(b), para todos a,b € G. Portanto, v ¢ um homomorfismo.
2. Definindo az = (¢(a))(z), para todo a € G e x € Q. E facil verificar que isto ¢ uma
acao de G em (2. [ ]

Seja 2 um G-conjunto nao vazio. Entao para cada x € ) o conjunto
Gy, ={aeG:arx=ux}
¢ um subgrupo de G' chamado o estabilizador de z. O conjunto
O(x) ={ax :a € G}
é chamado a orbita de x.
Proposigao 1.3 Sejam 2 um G-conjunto e x € Q). Entdo
0(2)] =[G : Ga].

Em particular, se G é finito, entao |O(z)| | |G].



Demonstragao. Vamos definir

por p(az) = aG,. E facil verificar que ¢ estd bem definida e injetiva. Agora, dado a € G,

existe ax € O(z) tal que p(ax) = aG,, isto &, ¢ & sobrejetiva. Portanto,
0(2)] =[G : Ga].
Se G é finito, entao, pelo Teoremal.l, temos que |O(z)| | |G|. [ |
Seja 2 um G-conjunto nao vazio. Entao, dados z,y € €2, definimos
Yy o< existe a € G tal que y = ax.

E claro que « é uma relagao de equivaléncia em €2 e a classe de equivaléncia determinada

por z é igual a 6rbita de x. Além disto, se y -~ z, entdo existe a € G tal que G, = aG,a™".
Lema 1.2 Sea € G — G,, entao G, N GraG, = .

Demonstracgao. Se b € G, N GaG,, entao bxr = x e b = cad, onde ¢, d € G,. Logo,

1

bx:cadx:cam:c_lbx:ax:c_x:ax:ax:x:aer,

0 que é uma contradicao. |

Proposicao 1.4 Seja G um grupo de ordem 2k, com k impar. Entdo G possui um

subgrupo de indice 2.

Demonstragao. Seja G um grupo de ordem 2k. Entao, pelo Teorema 1.2, existe para
cada a € G um homomorfismo injetivo ¢, de G em Syi. Assim, G é isomorfo K = ¢,(G)
e |K| = 2k.

Afirmacgao. K contém uma permutacao fmpar, isto é, Ag, # K.

De fato. Pelo Lema 1.1, existe b € K tal que o(b) = 2. Considerando K como um

(b)-conjunto, obtemos que

K = U {z,bx}

zeK

é uma unido disjunta de érbitas. Assim, dado a € G com o(a) = 2 temos

a+—— b= Oq = (xlbxl) e (Ikbxk),



¢ uma permutacao fmpar, pois k é impar. Portanto, K contém uma permutacao fmpar e

Agk 7é K. LOgO, Agk g KAQk e Sgk = KAgk Daf,

|Sor| — [K Agy] K]
2 —= = = = K . A N K .
Al ~ Tl Py A0
Assim, basta tomar H = ¢, ' (Ag, N K). |

1.2 Grupos Multiplamente Transitivo

Nesta secao apresentaremos algumas defini¢oes e resultados sobre grupos multipla-
mente transitivo (m-transitivo). O leitor interessado em maiores detalhes pode consultar
[, 12].

Dizemos que G age transitivamente sobre €2, se para quaisquer x,y € €2, existir a € GG
com axr = y ou, equivalentemente, Q@ = O(z),Vz € Q. Dizemos que G age fortemente
transitivo sobre €2 se dados x,y € €2, entao existir um tnico a € G tal que y = ax. Neste

caso, |G| = (9.
Observagao 1.2 G age transitivamente sobre cada drbita.

Teorema 1.3 Sejam G um grupo, H < G e A = % um G-congunto. Seja wy a represen-

tacao por permutacao induzida por esta acao. Entao:
1. G age transitivamente sobre A.
2. O estabilizador em G do ponto H € A € o subgrupo H.
3. O nicleo da ag¢ao é dado por

ker 7y = ﬂ bHb !
beGG

e ker my é o maior subgrupo normal de G contido em H.

Demonstragao.1. Para ver que G age transitivamente sobre A. Sejam aH, bH € A e
c=ba"! € G. Entao
caH = (ba')aH = bH.

2. O estabilizador do ponto H é
Gp={aeG:aH=H}=H.

6



3. Por defini¢ao de 7y temos que

kermy = {a€G:abH =bH,Vb e G}
= {acG:blabec H Vb G}
= {a€G:a€bHV ' Vbe G}

= ﬂ bHbH .

beG

A segunda afirmagao, segue do fato de que
kermy <G e kermy < H.
Finalmente, se N <G e N C H entao
N =zNz ' <zHz ' Vred.

Assim, N < ker7y. [ |
Coroldrio 1.1 (Cayley) Todo grupo é isomorfo a um grupo de permuta¢do. . ]

Dizemos que um subconjunto I' C Q) é G-invariante se

GI'={o(i):i €T} CT,
onde o € G e G é um grupo de permutagoes sobre {2.
Exemplo 1.2 Sejam Q ={1,2,3 } e Sq = {e,T1,72,73,01,02}. Entdo
G={e,11} < Sq se I' ={2,3} entio GI' =T.

Observacao 1.3 Todo grupo de permutagao sobre €2 possui pelo menos dois G-conjuntos

inwvariantes 2 e &, chamados de trivias e qualquer outro serd chamado de nao trivial.

Se o0s Unicos G-conjuntos invariantes de €2 sao os triviais, entao dizemos que 2 é um
G-conjunto transitivo. Caso contrario, {2 é um G-conjunto intransitivo.

Para cada a € G fixado, denotamos por Fix(a) o nimero de elementos de x €
fixados por a, isto é,

Fix(a) = {z € Q@ : az = a}|.



Proposigao 1.5 (Cauchy-Frobenius) Seja Q um G-conjunto. Entao

ZFiX(a) = k|G|,

acG
onde k € igual ao nimero de drbitas de G.
Demonstragao. Considere o conjunto

I'={(a,x) e G xQ:ax =2z},

contaremos o nimero de elementos de I' de duas maneiras distintas. Primeiro, suponha

que as 6rbitas de G sao €1, . .., . Entao, pela Proposigao 1.3, temos
|G| :
Tl = ZZ = 2_IGI=k|ql.
i=1 z€Q; =1

Por outro lado,

T =) Fix(a)

aeG

ZFiX (a) = k|G|

aeG

Portanto,

[ |
Dizemos que um G-conjunto ) é semi-regular se G, = {e}, Vx € Q e se, além disto,

(2 ¢ um G-conjunto transitivo, entao dizemos que G é regular.

Proposicao 1.6 Todas as orbitas de um G-conjunto semi-reqular tém o mesmo compri-

mento, a saber, |G|.

Demonstragao. Pelo Proposicaol.3, |O(x)| = [G : G,], Yz € Q. Como por hipétese G &
semi-regular temos que G, = {e}. Portanto, |O(z)| = |G]|. [

Proposigao 1.7 Seja Q@ um G-conjunto semi-regular. Entao |G| divide |Q2|. Além disto,

um G-conjunto transitivo €2 é reqular se, e somente se, G age fortemente transitivo sobre

Q.

Demonstragao. Seja €2 um G-conjunto semi-regular. Entao

0= U O(x)

e

8



e pela Proposicaol.3, || = k|G|, onde k é o nimero de érbitas. Portanto, |G| é um
divisor de |€2|. Finalmente, suponhamos que 2 ¢ um G-conjunto é regular, isto ¢, 2 é
semi-regular e transitivo. Entdo, || = k|G|. Como (2 é transitivo temos que k = 1.
Portanto, || = |G]|.

Reciprocamente, suponhamos que || = |G|. Como (2 é transitivo temos, pelo Teorema

1.1 e a Proposicao 1.3, que

G GGl = 1G] = 19] = 0()| =[G Gul.
Logo, |G| = 1. Portanto, G, = {e}. [
Proposigao 1.8 Seja Q2 um G-conjunto transitivo com G abeliano. Entao G é regular.

Demonstracgao. Para cada x € €2 fixado, temos que existe, para cada y € €2, a € G tal

que ar =y, Yy € Q. Logo,

Gy = Go=1{beG:baxr =ax}
= {be G:abxr =azx}
= {beG:bx=2a}=0G,.

Assim, G, = {e}, pois y € Q é arbitrario. Portanto, G é regular. [ |
Um subconjunto A de um G-conjunto transitivo 2 é imprimitivo se

ah=Aou aANA=g.

Observagao 1.4 Seja 2 um G-conjunto transitivo. Entao todo subconjunto nao vazio A

de Q) tal que A = Q ou |A| =1 é imprimitivo e chamados de triviais.

Dizemos que 2 um G-conjunto transitivo é imprimitivo se existe um subconjunto

imprimitivo nao trivial em €. Caso contrario, €2 é primitivo.

Exemplo 1.3 Sejam Q = {1,2,3,4} e G = {e,71,72,73} < S4. Entao Q é um G-

conjunto transitivo e 1mprimitivo, pois

{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4} e {3,4}

sao imprimitivos em ).



Observagao 1.5 Se existir um subconjunto imprimitivo A em um G-conjunto transitivo

Q, entdo
Q={]JaA,

unido disjunta e |A| divide |€].
Proposigao 1.9 Seja 2 um G-congunto transitivo de grau primo. Entao €2 é primitivo.

Demonstracao. Seja A C Q. Entao, pela Observacao 1.5 |A| divide |2|. Como a || &

primo temos que |[A| =1 ou |A| = |Q|. Portanto, Q2 é primitivo. . [ |

Proposigao 1.10 Seja Q2 um G-conjunto transitivo. Entao §) é primitivo se, e somente

se, para cada x € 2, G, é um subgrupo mazximal de G.

Demonstragao. Suponhamos que exista um subgrupo H de G tal que G, < H <
G. Entao, fazendo A = xH C (), temos duas possibilidades:

Se A = (), entao H é transitivo e
Q| =[G : G, =[H : G

Portanto, G = H.
Se A = {x}, entdo H < G,. Portanto, G, = H.
Reciprocamente, suponhamos, por absurdo, que €2 contenha um subconjunto imprim-

itivo A nao trivial. Entao definimos H < G por
H={aeG:aA=A}

Agora, escolha z € A. Se ax = x, entao x € ANaA e, assim, aA = A. Portanto, G, < H.
Como A ¢é nao trivial temos que existe y € A, com y # z. Por hipétese, existe a € G tal
que axr = y. Logo,

y € ANaA

eal = A. Assim, a € H e a ¢ G,, pois ax = y # z, isto é, G, é um subgrupo préprio
deH. Pela maximalidade G, temos que G = H. Logo, aA = A, para todo a € G, isto é,

Q2 = A, o que é uma contradigao. ]

Sejam €2 um G-conjunto e m € N. Dizemos que ) é m-transitivo se dado quaisquer

dois subconjuntos ordenados

A={zy,...;zntel ={y,....un},
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de € existir a € G tal que

ax; = y;,i € {1,...,m}.

Exemplo 1.4 Sejam Q = {1,...,n}. Entdo, Q) é um S,-conjunto n-transi tivo e Q é um

Ap-conjunto (n — 2)-transitivo mas nao é (n — 1)-transitivo.

Solugao. () é um S,,-conjunto n-transitivo, pois S, contém qualquer permutacao de ).

Dados
F={z,...,xn0}e A={y1,...,Yn2}

Entao, exatamente uma das seguintes permutacgoes é par.

Yi sel<i1<n—2
o(zi) =yiep(®) =9 y» sei=n—1

Yn—1 S€l=m,

onde x, 1,%n,Yn_1 € Yp S20 elementos restantes. Assim, 2 é um A,-conjunto (n — 2)-
transitivo, pois existe ¢ € A, tal que ¢(z;) = vy;, Vi = 1,...,n — 2, mas nao é (n — 1)-

transitivo. [

Proposigao 1.11 Sejam Q2 um G-conjunto transitivo e m € N, com m < || . Entdo 2

¢ m-transitivo se, e somente se, d — {x} é um G,-conjunto (m — 1)-transitivo.
Demonstragao. Suponhamos que €2 é m-transitivo. Entao dados
F={z1,...,xmateA={y1, ..., Ym-1}
dois conjuntos ordenados em Q — {z}. E claro que
I'=A{z1,....,2;m 1,2t e N ={y1,. .., Ym_1,2}
sao conjuntos ordenados de €). Por hipétese, existe a € G tal que
ar; =y;,Vi=1,..., m—1eax = x.

Logo, a € G,. Portanto, Q2 — {z} é um G,-conjunto (m — 1)-transitivo.
Reciprocamente, suponhamos que 2—{z} ¢ um G,-conjunto (m—1)-transitivo. Como
(2 é transitivo temos que 2 — {z} ¢ um G,-conjunto (m — 1)-transitivo, para todo x € €.

Assim, dados subconjuntos ordenados
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de 2, podemos escolher a € G tal que azy = y;. Por hipétese, existe b € G, tal que
blax;) = y;, paratodoi = 2,..., m. Logo, paracadai = 1,2,...,m temos que (ba)x; = y;.

Portanto, G é m-transitivo. |

Proposicao 1.12 Sejam €2 um G-conjunto transitivo. Entdo ) é 2-transitivo se, e so-

mente se, G = G, U GraG,, para todo a € G — G.

Demonstragao. Suponhamos que () é 2-transitivo. Entao dado b € G — G, axr =y e
br = z, com x ¢ {y,z}. Pela Proposicao 1.11,  — {x} é G,-transitivo. Logo, existe
¢ € G, tal que cy = z. Portanto,
car=cy=z=br=a 'clba =2 = a'c b e G,.
Assim, b € G aG,, pois
b=c(ctb) = cala'c D),

com ca € Gya e a”tc b € G,. Portanto, pelo Lema 1.2, G = G, U G,aG,.

Reciprocamente, suponhamos que G = G, U G,aG,. Dados y,z € Q — {z}, por
hipétese, existem b, ¢ € G tais que bx = y e cx = z. Como b, ¢ ¢ G, temos que b € G,aG,
e ¢ € G,aG,. Logo, existem r, s,t,u € G, tais que

b=rasec=tau= c=t(r 'bs )u.
Assim,
z = cx=t(r s ur = (tr 'b)s'x
= trtbr =trly.

Logo, 2 — {z} & um G,-conjunto transitivo. Portanto, pela Proposi¢ao 1.11, G é 2-

transitivo. [

Observacao 1.6 Os subgrupos da Proposicao acima sao maximais. Além disto, Se €) é

um G-conjunto 2-transitivo, entao () é primitivo.

Proposigao 1.13 Seja Q um G-conjunto transitivo. Entao

Y Fix(a)® = k|G,

acG

onde k é o niumero de obitas de G,. Em particular, ) é 2-transitivo se, e somente se,

> Fix(a)® = 2/G.

aeG
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Demonstragao. Seja
I'={(a,z,y) :x,y € Qeac G, NG}

Entao para calcular |I'|, procedemos como segue. Pela Proposi¢ao 1.5, para cada a € G

fixado, o nimero de pares ordenados (z,y) com (a,z,y) € I' ¢ dado por Fix(a)?. Assim,

| = " Fix(a)®.

aceG

Por outro lado, como €2 é um G-conjunto transitivo temos, para algum z € ) fixado, que
7] = [Q]A],

onde

A={(a,y) :a € Gyeay =y}

Mas
Al = k|G,

onde k é o nimero de 6rbitas de GG,.. Pela Proposicao 1.5 e Teorema 1.1 temos que

> Fix(a)® = k|G| 1Q| = k[Ga| [G : G.] = k|G

a€G

1.3 Produto Entrelacado

Neste secao apresentaremos um dos mais importantes método para a construgao de
grupos a partir de grupos conhecidos.
Sejam G um grupo, H e K dois subgrupos. Dizemos que G é um produto semi-direto

de H por K, em simbolos G = Hx K, se as seguintes condig¢oes sao satisfeitas:

Neste caso, K é um complemento de H e K ~ %
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Teorema 1.4 Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. FEntao as sequintes

condigoes sao equivalentes:

1. G é um produto semi-direto de H por %;
2. Ezxiste um homomorfismo de grupos ¢ : % — G, com

mTop=1dg,
H

onden:G — % é o homomorfismo canoénico;

3. Eziste um homomorfismo de grupos ¢ : G — G, com ker ¢ = H e ¢(x) = x para

todo x € Im ¢.

Demonstragao. (1. = 2.) Seja K um complemento de H em G, isto é, K ~ % Entao,

cada a € G pode ser escrito de modo tinico na forma a = hk com h € H e k € K. Seja

gp:%—>G

definida por ¢(Ha) = k. Entao é facil verificar que ¢ ¢ um homomorfismo bem definido
com
Top= id%.

(2. = 3.) Vamos definir ¢ : G — G por ¢ = p om. Se x € Im ¢, entdo existe a € G

tal que = = ¢(a). Logo,
¢(x) = ¢(d(a)) = po (mop)(n(a)) = pon(a) = ¢(a) ==,

isto ¢, ¢(z) = x para todo = € Im ¢. Se a € ker ¢, entdo ¢(a) = ponm(a) =e. Logo, k =e¢
ea € H, isto é, ker ¢ C H. Reciprocamente, se a € H, entao

¢(a) = pom(a) = p(Ha) = p(H) = e,

e, assim, a € ker ¢.

(3. = 1.) Fazendo K = Im ¢. Obtemos que G = HK, pois

a = ae = ag(a)"'¢(a) = [ag(a™")]é(a) € HK,

para todo a € G. Finalmente, se x € H N K, entao ¢(z) = e e x = ¢(x). Logo, = = e,
isto é,

HNK ={e}.
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Como

K=Im¢ ~

Tl Q

temos que G é o produto semi-direto de H por % |

Seja G o produto semi-direto de H por K. Entao, cada a € G pode ser escrito de

modo unico na forma:

a=hkhe Hek e K.

Assim, dados aq,as € G, digamos a; = hiky € ag = hoky, com hy,hy € H € ki, ko € K,

obtemos que
arag = (hiky)(hoks) = (haikihokiV)(krks) = (hah5) (kiks),
onde hi' = kyhoky!. Agora, seja K agindo em G por conjugacdo, isto é,
k-a=kak™".
Entao, para cada k € K:
1. o : H— H, ox(h) = k- h é um automorfismo.

2. p: K — Aut(H) < S¢ definida por ¢(k) = o ¢ um homomorfismo.
De fato. 1.

O'kOO'k—l(h) == O'k(Uk—l(h))
= ou(khk™)
= k(k'hk)k' = h.

De modo anélogo,

op-100k(h) = h,Yh € H.

Logo, o;-1 € a inversa de o e o é bijetiva. Dados hy, hy € H,

O'k(hlh2> = ]{T(hlhg)k’_l
= (khik ") (khok™)
= O'k(hl)O'k(hQ).
Logo, o, € Aut(H), Vk € K.
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2. Basta mostrar que oy, = 0k, © Ok,, Vk1, ko € K. De fato, dado h € H,

Uklkz(h) = (klkg)h(/ﬁkg)_l = kl(lﬂ'ghl{?;l)kfl
= Ok (thk@_l) =0k, (0k2<h>>

= 0Ok © Uk2(h)’
Assim, a multiplicagdo em G torna-se

aias = (hlkl)(hzkz) = (hlgﬁ(/{ig)hg)(klkg)

Neste caso, G' é o produto semi-direto de H por K via ¢, isto ¢, G = Hx,K.

Sejam G, H grupos, {2 um H-conjunto finito e
{G, 2z € Q}

uma familia de cépias isomorfas de G indexada por ().
Seja

K:HG:C.

e

Entao o produto entrelagado de G por H, denotado por G H, é o produto semi-direto de
K por H, onde H age sobre K por

a,-h=ay,

para todo h € H e a, € K. O subgrupo normal K de G! H é chamado a base do produto
entrelacado.
Note que, se GG ¢é finito, entao

K| =G|,
e se H também é finito, entao
GV H| = |[KxH| = |K||H| = |G| |H]|.

Seja A um G-conjunto. Entao A x €2 pode ser considerado um (G ! H)-conjunto. De

fato, dado a € G e x € Q, definimos a, € Sxxq, como segue:

(aly) sey=uz,
(\y) sey#uz.

a,(\y) =
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E facil verificar que ﬁmgm = z;l\)x e, assim, @x definido por
G, ={a,:a€qG),

é um subgrupo de Syxq. Além disto, a aplicagao ¢ : G — @m, dada por a — a, é um
isomorfismo.

Para cada h € H, definimos hes AxQ, COMO segue:

~

h(\,y) = (A hy)

H={h:heH}.

E fécil verificar que H ¢ um subgrupo de Sy«q € que a aplicacao ¢ : H — H dada por

h —— h é um isomorfismo.

Teorema 1.5 Sejam G, H grupos, 2 um H-conjunto finito e A um G-conjunto. Se §2 e

A sao transitivos, entdo A x Q é um (G H)-conjunto transitivo.

Demonstragao. Sejam (A, z), (7,y) € AxQ. Como G age transitivamente sobre Atemos

que existe a € G tal que a\ = v e H age transitivamente sobre () temos que existe h € H

tal que hx = y.
Afirmagao: ha, AN z) = (v,y).
De fato.

ha, (\,z) = h(@&, (\z))
= }Al(a)\,x)
= (a\ hz)
= (ry).

Se L C Aut(H), entdao um holomorfo relativo de H por L, em simbolos Hol(H, L), é
igual Hx K, onde ¢ : K — L é um isomorfismo. Se H e K sdo fixados, entao Hol(H, L)
é tnico, a menos de isomorfismo.

Seja H um grupo qualquer agindo em (2 = H por multiplicacao & esquerda, isto é,

h-a = ha.
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Entao para cada h € H fixado, o, : Q — 2 dada por o (a) = ha é uma bijegao. Se
L={ph)=0n:he H} =Aut(H),

entao

Hol(H, L) = Hol(H) = HxL.

Exemplo 1.5 Mostrar que G = Hol(Zg X Za) ~ Sy4. Note que L = Aut(Zy X Zs) ~ Ss,
pois todo elemento de Zy X Zy — {(0,0)} tem ordem dois. Agora, se H = Zy x Zs, entdo
G = HxL e |G| =24. Finalmente, seja

Q:%:{hL:hEH}.

Entao g - (hL) = ghL é uma agao de G sobre §. Logo,
p:G— Sq

definida por ¢(g) = o4, onde o,(hL) = ghL e o4, € Sq >~ Sy, é homomorfismo injetivo.
De fato.

kerop = {g€G:p(g)=Ia}
= {9€G:¢(g9)(hL) =hL,Yh € H}
= {g€G:g(hL)=hL,Vh € H}

= m GhL = {6}

heH
Portanto, Hol(Zy X Zs) ~ Sj.
Sejam 2 = {1,2,...,n}, n > 2, K um grupo e
H = ﬁ K=K".
Entéao 0 -i=0(i), Yo € S, ei € Q, ¢ uma acdo de S,, em €2, isto é, {2 é um S,-conjunto.

Assim,

S, — Aut(H)

definida por
p(0)(hi)izy = (ho-1())ims

18



¢ um homomorfismo injetivo de grupos, pois se o € ker p e 0 # I, entao existe ¢ € {2 tal

que o(i) # i. Logo, existe (h;);_, € H tal que
hi # ho-1y € () (h;)izy # (hy)jy-

Portanto, p(0) # Iy.

Se L = S, entao o produto entrelacado de K por L, em simbolos K ! L, é dado por
Hol(H,L). Se 2 = G é um grupo, entdo o produto entrelacado K S, é chamado de
reqular.

Sejam F' um corpo e I = [e; - - - €,] a matriz identidade sobre F', com vetores colunas
e;,?=1,...,n. Uma matriz de permutacao sobre F' ¢ uma matriz P obtida permutando

as colunas de I, isto é, existe o € S, tal que
P = [e;1) """ €o(n))-
Afirmacgao: O conjunto P, de todas as matrizes de permutagao ¢ um grupo.
De fato. Dados P, Q € P,, digamos
P =[esn) - eom] € Q= [ern) - erm),
onde 0,7 € S, entao
PQ = [ea‘r(l) te eO’T(TL)] € Pn>

pois o7 € S,. Assim, temos a associatividade em P, e I é elemento identidade de P,. E
facil verificar que

PP'=P'P =1
Finalmente, a aplicacao f : S, — P, dada por
f(o) =P =[esq) - €sm)]

é um isomorfismo de grupos.

Seja G um grupo multiplicativo qualquer. Uma matriz monomial A sobre G é uma
matriz de permutacao P cujas entradas nao nulas sao substituidas pelos elementos de G,
isto é, A = DP, onde

D = diag(ay, ..., a,),Va; € G,

¢ uma matriz diagonal de ordem n. Dizemos que P ¢é o suporte de A. Logo, o conjunto

M(G, P,) = {todas as matrizes monomiais A sobre G com suporte em P, }
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é claramente um grupo. Além disto,
P, ~M{{e}, P,) < M(G,P,) e M(G,{1}) ~ G".
Teorema 1.6 M (G, P,) = M(G,{I})xM({e}, P,). Neste caso,
M(G,P,) = G P,.
Demonstragao. Por definicao temos que
M(G, P,) = M(G,{I})M ({e}, P.,).
Assim, basta mostrar que
M(G,{1}) S M(G, P,) e M(G,{I}) n M({e}, P,) = {el}.
Dados A =DP € M(G, P,) e D' € M(G,{I}), temos que

AD'A™! = DPD'P'D!
= DD'D ' ¢ M(G,{I}).
Finalmente, dado
A € M(G.{1}) N M({e}, P),

temos que A = DI e A = diag(e, ..., e)P, isto &,
D = diag(ay, ..., a,) = diag(e,...,e).
Portanto, A = el.

Exemplo 1.6 Sejam G = {1, -1} um grupo multiplicativo e

P2: ;
01 1 0

o grupo das matrizes de permutacao. Entao

L
o1l 10|l ] o1]| |0 =1
M<G7P2):

0

-1 0 -1 01 0 -1

0 -1 1 0 -1 0 -1 0

\ Vs

—_

=)
1
J/

é isomorfo ao grupo diedral Dy.

20




1.4 Operadores Lineares

Nesta seciio apresentaremos algumas definicdes e resultados bésicos sobre Algebra
Linear, que serao necessarios para o entendimento dos capitulos subsequentes, o leitor
interessado em mais detalhes pode consultar [6].

Seja F' um corpo. Um conjunto nao vazio V' equipado com duas operagoes (u,v) —

u+v e (a,u) — au, é um espago vetorial sobre F' se as seguintes condi¢oes sao satisfeitas:
1. (V,4+) é um grupo comutativo;
2. a(pu) = (af)u, para todos o, 3 € Feu € V;
2. (a+f)u=au+puea(u+v)=au+ av, para todos a, f € F eu,v € V;

3. lu = u, para todou € V.

Um espaco vetorial V', salvo mencgao explicita em contrario, significa um espaco veorial
sobre R com dimensao dim(V') = n. Um operador linear de V' é uma aplicacao T : V — V

tal que
T(ou+v)=aTl(u)+T(v),Yu,veVeacR

Denotaremos por L(V, V) o conjunto de todos os operadores lineares de V. Neste caso,
L(V,V) é um espaco vetorial com dim(L(V,V)) = n?.
Um escalar A € R é um autovalor T € L(V, V), se existir u € V, v # 0 tal que

T(u) = Au.
O vetor u é chamado o autovetor de T associado ao autovalor .

Lema 1.3 Autovetores associados a autovalores distintos sao sempre linearmente inde-

pendentes. |

Um elemento 7" € L(V, V) é chamado de estrutura simples se T possui n autovetores
linearmente independentes.

Assim, um operador T" possui uma estrutura simples se todas as raizes da equagao car-
acterfstica sao distintas e pertencem a R. Note que, estas condicoes nao sao necessérias,
pois existe operadores de estrutura simples cuja equacao caracterfstica possui raizes multi-

plas.
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Seja v € V. Entao, obtemos a sequéncia de vetores
v,T(v), T*(v),....
Como a dim(V') = n, existe m € Z, com 0 < m < n, tal que os vetores
v,T(v),..., 7" (v)
sao linearmente independentes e
T™(v) = agv + o T(v) + 4+ am T (v),

onde a; € R.
Sejam W um subespaco de V e T' € L(V, V). Dizemos que W é invariante em relacao
aT se T(W)C W, isto é,
T(w)eW,Vw e W.

Lema 1.4 Seja W # {0} um subespaco de V invariante em relagio a T € L(V,V).
Entao existe w € W — {0}, tal que T'(w) = Aw. [ |

Demonstragao. Seja {wy,...,w;} uma base para W. Entao relativo a esta base T  é

representado por uma matriz A = (a;;). Seja

Entao, por hipétese,

Neste caso,
k
5i = ZO[J'CLZ'J',Z' c {1,2,,]{3}
j=1

Afirmacgao: A equagao vetorial Aw = Aw tem uma solugao nao nula.
De fato. Note que, a equagao polinomial det(A — A\I) = 0 tem pelo menos uma raiz

(em geral complexa) nao nula Ay Logo, sistema

k
(@i — Ao)ay + Zaijaj =0,i€{1,2,...,k}

i#]
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tem uma solugao nao nula ~vy,...,7;. Assim, fazendo

k
W) = Z%wi e W,
i=1
obtemos que

Awy = Awo,

isto ¢, wy ¢ um autovetor nao nulo de 7" associado ao autovalor \g = A(7'). |

Lema 1.5 Seja G um subgrupo abeliano finito (infinito) de L(V,V'). Entdo existe u € V
tal que T'(u) = Au, para todo T € G e A = X\(T).

Demonstragao. A demonstragao é feito por indugao sobre dimV' = n. Paran = 1, nada
hé a demonstrar. Suponhamos que o resultado seja vilido para todo espago vetorial de
dimensao menor ou igual a n — 1.

Se cada u € V' é tal que T'(u) = \(T)u, para todo T' € G, entao o lema estd demon-
strado, pois ' = aI. Assim, suponhamos que exista u € V tal que T'(u) # Au para algum
T e G Seja

Wo,={veV :T(v)=av}U{0}

Logo, se v € W,, entao Uv € W, para todo U € G, pois
TU(v)=UT(v) =aU(v),
isto é, W, é invariante em relacao a qualquer elemento de GG. Além disto, pelo Lema 1.4,
{0} WGV

Portanto, pela hipétese de indugdo, existe v € W, tal que T'(v) = A(T)v, para todo
TeG. |

Um elemento T* € L(V, V) é chamado o transposto ou auto-adjunto de T € L(V,V)
se

(T'(u),v) = (u, T"(v)),Vu,v € V.

Um elemento T' € L(V, V) é chamado normal se TT* = T'T e ortogonal se

(T'(u), T(v)) = (u,v),Va,v e V.
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O conjunto das transformagoes ortogonais de L(V, V), serd denotado por O(V'). Note
que, T € O(V) se, e somente se, TT" = [. Além disto, se T' € O(V), entao det(T) = +1.
Se det T' = 1, entao dizemos que T' é de primeira espécie (ou proprio), caso contrério de
sequnda espécie (ou improrio).

Seja S um subconjunto nao vazio de V. O conjunto
St={uecV:(uv)=0VyveS}

¢ um subespago de V', chamado o complemento ortogonal de (S). Além disto, se W é um

subespaco de V invariante com relacio a T, entdo W+ é invariante com relacao a T".
Para o estudo de operadores lineares no espaco vetorial Euclidiano V' sobre R esten-

deremos V' ao espaco unitario V/, isto é, ao espago com produto interno V sobre C. Esta

extensao é feita da seguinte maneira:
1. Os vetores de V' sao chamados vetores “reais”;
2. Introduzimos vetores “complexo” z = u + iv, onde u,v € V;

3. As operacoes de adicao de vetores complexos e a multiplicacao sao definidas de
modo natural. Entao o conjunto dos vetores complexos formam um espaco vetorial

V sobre C, com dim V= n, o qual contém V' como subespaco;
4. Se z; = u; +1vy € Zo = Uy + Vo, para todos u;, v; € V, entao
(z1,22) = (1, u2) — (vi,va) +i({v,uz) + (ug, va))

¢ o produto interno em V. Fazendo z; = u; — ivy e Z; = Uy — vy, obtemos que

<21,ZQ> = <Z1, Z1>.

Se escolhermos uma base real de V', entao V serd o conjunto de todos os vetores com
coodenadas complexas e V' o conjunto de todos os vetores com coordenadas reais nesta
base. Assim, todo elemento 7' € L(V, V') pode ser estendido de modo tinico a um elemento
LV, IN/)

T(a+iv) =T(u)+iT(v)
Dentre todos os operadores de £(1N/, ‘N/) os que podem ser caracterizados pelo fato T'(V) C

V', serao chamados operadores reais. Seja T' um operador real. Entao, para cada
z=u+iv,Zz=u—ivevV,
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com u,v € V e v # 0, temos que
T(z) =T(u)+iT(v) eT(z) =T(u) —iT(v),

onde T'(u),T(v) € V.

Se T(z) = Mz, entdo T(z) = M\z. Logo, o espaco bi-dimensional
Wz{az%—ﬁi:a,ﬁé@} = (2,%Z)

tem uma base real.

1 1
u:§(z+2)eV:2—i(z—Z)

e o plano em V gerado por esta base é chamado plano invariante de T" associado ao par

de autovalores \ e \.

Seja A = u + iv. Entao, é fécil verificar que
T(u)=pu—vveTl(v)=vu+ pv.
Consideremos um operador real T' de estrutura simples com autovalores

Aop—1 = fy + vy
)\2/@ - ,uk;_ivknk:l?"')q:

ANo= =29+ 1,...n,

onde i, vk, 1y € R e vy # 0 para k = 1,2,...,q. Entao, os autovetores zi,...,z,

associados a estes autovalores podem ser escolhidos tais que

Zok—1 = Ui+ 1V,
Zop, = uk_ivk7k217"'7QJ
z, = w,l=2¢+1,...,n
O conjunto de vetores
{111,V1,L12,V2,...,llq,Vq,UQq+1,...,un}, (].].)

forma uma base de V. Neste caso,

T(ug) = pyu, — ViV,
T(vi) = v + v, k=1,...,¢, (1.2)
T(w) =puw, l=2¢+1,...,n.
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Assim, o operador T' é equivalente & matriz pseudo-diagonal

B = (AI,A27 ce JAqJ/’LQq—f—l? ce 7:“71) )

onde

1%
A, = M Vi

—Vig
em relagao a base (1.1). Em particular, no caso de operadores ortogonais os coeficientes
da Equagao (1.2) devem satisfazer
pi4vi = 1, k=1,....q,
w = £, l=2¢+1,...,n.

Como a base (1.1) pode ser assumida ortonormal. As férmulas (1.2) podem ser represen-

tadas na forma
T(uy) = uy cos O — v sen O,

T(vi) = ugsendy + viycosby, k=1,...,q,

T(ul) ::tlll, l:2q—|—1,,n

Teorema 1.7 Seja G um subgrupo normal abeliano finito (infinito) de o peradores de
LV, V), onde V é um espago vetorial com produto interno sobre C. Entao existe uma

base ortonormal {uy, ..., u,} para V tal que
T(w;) = \w;
para todo T' € G e \; = \(T).
Demonstragao. Pelo Lema 1.5, existe u; € V tal que
T(uy) = M(T)uy

para todo T" € G. Seja
Wy={veV:(v,u) =0}

Como dim W; = n —1 e W; é invariante com relagao a todo T € GG temos, pelo Lema 1.4,
que existe up € Wital que

T(UQ) = )\2<T)u2
para todo T" € GG. Seja
Wey={veV:(v,v;)=0,i=1,2}.
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Como dim Wy = n — 2 e W5 é invariante com relagao a todo T € G temos, pelo Lema 1.4,
que existe ug € W5 tal que

T(U3) = )\3(T)u3

para todo T € (G. Proseguindo assim, obtemos uma base de vetores orto gonais u;, us, ..., u,
formada de autovetores comuns a todo 1" € (G. Como estes vetores podem ser normaliza-

dos temos o resultado. [ |

Coroldrio 1.2 Seja G um subgrupo normal abeliano finito (infinito) de o peradores de
LV, V), onde V' é um espago vetorial com produto interno sobre R. Entao existe uma

base candnica ortonormal

{ul>V17 Uz, Vg, ... 7uqavq> u2q+17 o 7un}
para V tal que

T(up) = p(T)ug — vi(T) v,

T(vi) = ve(T)ug + p,(T)vi, k=1,...,q,

T(ul) = lul(T)ul? = 2(] + 17 EENZ
para todo T € G.

Demonstragao: Como dim £(V,V) = n?, podemos escolher um niimero finito de op-
eradores normais que sao linearmente independentes, digamos 1}, 75,...T,. Facamos a
imersio de V em V. Entao, pelo Teorema 1.7, existe uma base ortonormal {zy,...,z,}
para V tal que
Tj(zi) = Ni(T)zi
Seja
T=oT1+aT5+---,0; ER

Entao, T' ¢ um operador normal real em V' e

T(z;)) = Mz, (1.3)

)‘j = Ckl)\j(Tl) + CKQ)\j(TQ) + -

Como os autovalores de T" sao formas lineares em «; e T' é real, temos que estas formas po-

dem ser fatoradas em pares de complexos conjugados e uns reais; com uma reenumeracao,
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se necessario, de todos os autovalores, obtemos que

Aok—1 =y + Vg,
AQk - :uk;_iykhk:]-?"w(L
ANo= o, l=2q+1,...,n,
onde i, vy € 1y sao formas linear reais em «;.

Podemos assumir, na Equacao (1.3), que os vetores zs,_1 € Zgx sa0 conjugados com-

plexos e 0s z; reais:

Zog—1 = U+ iV,
Zy — uk—ivk,kzl,...,q,
7z, — ul,l:2q—|—1,...,n.

Nao é dificil mostrar que o conjunto de vetores reais
{ub Vi,U2,V2,...,Ug, Vg, U2g41, - - - 7un}
da Equagao (1.3) forma uma base ortonormal de V. Nesta base canonica,

T(ug) = W — ViV,
T (vi) = vpve + ug, k=1,...,q,
T(w)=pww, l=2¢q+1,...,n.

Desde que todos os operadores do dado conjunto sao obtidos de T' para valores especiais
de oy, a base da Equagao (1.3), ndo depende destes pardmetros, é uma base candnica

comuin [

1.5 Algoritmo

O objetivo desta secao é transformar o Coroldrio 1.2 em um algoritmo construtivo

para obter uma matriz O ortogonal de ordem m tal que:

diag(1,Aq,..., Ax 1) sem =2k —1,
diag(l,—1,A4,..., Ax_1) sem =2k,

OCO' =
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onde

21 21
cos(—W) - sen(—W)

sen(—) cos(ﬁ)

i m
0 0 0 1
1 0 0 0
C ==
o 0 - 1 0

com C uma matriz circulante e G = (C).

Vamos considerar primeiro o caso em que |G| = m fmpar.

. 2w _ 21
1. Sejam € =exp— e = exp —;
m m

2. Considere a matriz quadrada Q de ordem m

1 1 1 e 1

1 e g2 g2(k=1)

1 = g2 g2(k=1)

1 2 4 ~A(k=1)
Q= 1 = =4 Z4(k—1)

1 evl 2201 52(1<:71)2

1 g1 21 L 22k-1)

3. Considere a matriz quadrada T de ordem m

1 1 1 1
T =diag | 1, R,
T —1 T —1

4. Considere a matriz quadrada B de ordem m
B =mdiag(1,2,2,...,2).

Entao a matriz O é dada por:

O=B:TQ
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Demonstracao Usando o fato de que €™ = 1 e € = ¢™ ! verificar-se que
q q

0 ¢ 0 z2 0 gh-1

QCQ' =mdiag | 1, ..
0 g2 0 et 0

]

Como T e QCQ' exibem uma forma pseudo-diagonal, para calcular

T(QCQ"T
é suficiente considerar o produto
2 2
1 1 0 &4 1 i 2cosﬂ 2senﬂ
- 277?(] 2%
1 —1 g 0 1 — —2sen —  2cos —
m m
Assim,
2 2
2 cos il 2sen il
1, HL A I
- —2sen— 2cos —
T(QOQ)T" = mdiag on(k—1) ok —1)
2c08 ————— 2sen ———=
or(k = 1) o (k1)
7'(' p— —
—2sen ———= 2cos——=
m

Multiplicando T(QOQ")T! & esquerda por B2 e a direita por (B’%)t obtemos a matriz
desejada. Seja

0=B:TQ
Entao O é ortogonal. De fato, é f4cil verificar que

(TQ)(TQ)' =B.

Logo,
(B":TQ)(B:TQ)' = B :TQQ'T(B %) = B :B(B %)’ =L

Portanto, O ¢é ortogonal.
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Finalmente, no caso |G| = m par, faz-se

111

1 -1 1

1 e €2

Q = 1 & 2
1 &F
1 =k

1
T = diag| 1,1,
1

B = mdiag(1,1,2,...,2)

1

—1

e se procede de modo andlogo para obter O.
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Capitulo 2

Cédigos de Grupo

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes e reultados bésicas sobre represen-
tacao de grupos, cédigos de grupo e regices fundamentais, o leitor interessado em mais

detalhes pode consultar [3, §].

2.1 Representacao de Grupos

Seja V' um espago vetorial sobre F'. Entao o conjunto de todos os ope radores lineares

invertiveis sobre V' serd denotado por
GL(V).
Uma representacdo de um grupo finito G é um homomorfismo
p:G— GL(V),p(ab) = p(a)p(b),¥Ya,b € G.
Segue desta definicao que
ple) = I, p(a™) = (p(a)) ", Va € G

Neste caso, dizemos que V' é o espaco representacao e a dimensao da re presentacao p é
a dimensao de V. Se p e ¢ sao representacoes do grupo GG com espagos representagao Vi e
V3, respectivamente, entao dizemos que p e  sao representagao equivalente ou isomorfa

se existir um isomorfismo 7" de V; sobre V5, tal que

Tp(a) = p(a)T,Va € G.
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Sejam

M, (F)={A : A é uma matriz de ordem n sobre F'}

GL,(F) = {A € M,(F) : det(A) # 0}.

Entao fixada uma base para V' sobre F' podemos definir um isomorfismo entre GL(V') e
GL,(F) associando cada elemento de GL(V') a sua matriz na base dada em GL,,(F).
Uma representacao matricial de GG sobre F' de grau n é um homomorfismo ¢ : G —
GL,(F). Assim, se
T:GL,(F)— GL(V)

¢ um isomorfismo, entao

To:G— GL(V)
¢ uma representacao de G. De modo andlogo, a cada representacao de G,
¢:G— GL(V),
podemos associar uma representacao matricial
T'¢:G— GL,(F).

Por causa disto, nao faremos distingao explicita entre representagao e representacao ma-
tricial. Seja

¢:G— GL,(F)
definida por ¢(a) = I, para todo a € G. Entao ¢ é claramente uma representacao de G,

e é chamada de representacao unitdria quando n = 1.

Observacao 2.1 Uma representacao de dimensdo 1 de um grupo G é um homomorfismo

VG — F*.

Exemplo 2.1 (A representacao natural) Se G =S, entdo existe uma representacao
natural em termos de matrizes de permutagao. Denotaremos esta representacao por py-.
Seja

{vi,va, ..., v}

uma base para V. Definimos a transformacao linear de V-em V por
pn(0)(Vi) = Vo), 0 € G.
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Exemplo 2.2 (A representagao regular) Sejam G um grupo de ordemn e V um es-

paco vetorial de dimensdo n com uma base
{Va:a € G}
Definimos uma transformagao linear de V-em V' por

prla)vy, = vap,a,h € G.

7

Isto é a representagao regular de G. Em termos de matrizes, é conviniente ordenar os
elementos a; € G,1=1,2,....,n. Entdo
1 se, a; = aga;

prlar) =
0 se, a; # apa,

e isto produz uma representacao matricial de G' por matrizes de permutacao.

Sejam p uma representacao do grupo G e V' seu espago representacao. Dizemos que

um subespaco W de V' é invariante sob p se
pla)(w) e W,Vw € W, ea € G.

Logo, a restricao de p a W é também uma representacao de G com espaco representacao W.
Se dim(V) = n e dim(W) = k com 0 < k < n, entdo é claro que a matriz correspondente

a esta representacao pode ser escrita na forma

R EOR0
o

B(a)
onde v = p|w é uma representagao k-dimensional com espaco de representagao W. Essa
forma matricial é obtida primeiro escolhendo uma base para W e estendendo para uma
base de V.
Seja p uma representagao de G' com espago representacao V. Se V' nao contém sube-
spaco invariante préprio W, dizemos que p é uma representagao irredutivel. Caso con-
trario, p ¢é dita representacao redutivel.

Dizemos que uma representacao p de G' é completamente redutivel, se

V=W & --oW,,
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onde p; = p|w, € irredutivel para cada i = 1,...,r. Neste caso, escrevemos

p=p @& D®p.

Note que, todas essas definigoes tem uma interpretacao matricial e que as nogoes irre-
dutiveis, redutivel e completamente redutivel sao preservadas por similaridade.

Em termos de matrizes, uma representacao matricial p de G de grau n é redutivel se
existir uma matriz nao singular M, com coeficientes no corpo F tal que:

M 'p(a)M = ¢la) ¢la) ,Va € G,
O ¢(a)

onde ¢ e 1 sao os constituintes de p. Uma representacao matricial é irredutivel se nao
for redutivel.

Uma representacao matricial p de G de grau n é completamente redutivel se existir

uma matriz nao singular M, com coeficientes em F' tal que:

pila) O - O
W - | O #0 o 0
0 0 - p(

= p1<a)@'“@pr<a)7va€G7
onde cada constituinte p, (a) é irredutivel.

Observacao 2.2 Note que, a no¢ao de irredutibilidade depende do corpo F' que estar

sendo considerado. Por exemplo, seja G = (a) um grupo ciclico de ordem 4 e defina

0 -1
1 0

p: G — GLy(F) por p(a) =

Entao, se F' =R, entao p é irredutivel, pois as raizes do polinémio caracteristico asso-

ciado a matriz p(a) sao i, —i € C. No entanto, se F'= C, entdo p é redutivel.

A seguir provaremos o Teorema de Maschke que vale para F'G-médulos, onde F' é um
corpo de caracteristica zero ou com caracteristica nao dividindo a ordem do grupo finito

G. Demonstraremos apenas para espaco vetorial.
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Teorema 2.1 (Maschke) Sejam G um grupo e F' um corpo, onde a caracteristica de F
é igual a zero ou nao divide a ordem do grupo G. Entdo, toda representacao matricial de

G é completamente redutivel.

Demonstragao. Seja p uma representagao matricial de G' de grau n. A demonstragao é
por inducao sobre n.

Se n = 1, entao p é irredutivel e nao hd nada para demonstrar.

Suponhamos que o resultado seja vilido para toda representacao matricial de G com
grau < n. Se p ¢é irredutivel o teorema estd demonstrado. Assim podemos assumir p é

redutivel, isto é,

p(a) = é(a) ¢ (a) VacG.
O (a)
Como
p(ab) =p(a)p(b),Va,be G
temos que

¢ (ab) = ¢ (a)P(b), (2.1)
Y (ab) = ¢ (a)ep(b),
p(ab) = ¢(a)p(b) +¢(a)y(b),Va,beC.

Multiplicando & direita por 1 (b=!) a tltima equagao de (2.1), obtemos que

@(ab)y (b)) = [p(ab)y((ab) )9 (a)
= ¢(a)p®)p (b7")+¢(a),Va,beG.

Somando em b € GG obtemos que,

> ) (b7

beG

+1Gl ¢ (a).

> @)y (cl)] Y (a) = ¢ (a)

ceG

Se a caracteristica de F' é zero ou um nimero primo p nao dividindo |G|, podemos dividir

por |G| para obtermos
p(a)M = (a) M+ ¢(a),Va € G, (2.2)

onde M ¢é a matriz retangular definida por:

1 1
MZ@ZS"(C)#’(C )-

ceG

36



Seja
I M
O I

uma matriz nao singular. Entao, para cada a € G temos, pela Equagao (2.2), que

A7lp(a)A=¢(a) @y (a) Vg EC.

Por hipétese de indugao, ¢ e 1) sao completamente redutiveis. Portanto, p é completa-

mente redutivel. [ ]

Observacao 2.3 O Teorema anterior tem uma importante implicagdo: se p é uma repre-
sentacao com espaco representagcao V e um subespaco W invariante sobre p, entao existe

uma base de V' tal que a representacao matricial pode ser expressa na forma

e ambos y(a) e B(a) sido também representacoes de G. Quando a representagdo pode assim

ser reduzida, escrevemos

pla) =~(a) ® B(a),a € G.

O cardter da matriz p(a) associada a representacao p ¢ definido como sendo o trago

da matriz p(a). Em simbolos

x(a) = tr(p(a))

Observacao 2.4 Note que o cardter da representacao natural do Fxemplo 2.1 € igual ao
numero de pontos fixados por o € S,. De fato, sejam ey, ..., e, as colunas da matriz

identidade 1. Se o(i) =i, entdo py(0)e; = e,;) = €;. Portanto, Fix(c) = xy(0).
Teorema 2.2 Sejam p uma representacao de G com grau n e cardter x. Entao:
1. x(e) = dim p;
2. x €é uma funcao classe de G}

3. x(a™") =X(a);

4. Se xq e X, sao caracteres das representacoes p e o, entao o cardter de p&o € x1+Xs-
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Demonstragao.l. Para qualquer representacao matricial p(e) = I. Logo,
x(e) = tr(p(e)) = n = dim p.
2. Devemos mostrar que, para cada a € G fixado temos que
x(bab™) = x(a), Vb € G.

De fato, basta notar que

3. Se A1,..., A\, sdo os elementos da diagonal principal de p(a), entao

x(a™) = tr(p(a™))

= tr(p(a)”™")
— Z A
i=1
= sz‘ = X(a)
i=1
4. Seja ¢ = p & 0. Entao a representagao matricial de ¢ é dada por

0
@(a) = ) Va € G.

Portanto, o cardter de p ® o é x; + X»- |

Definimos um produto interno sobre dois caracteres x; e x, de G por

1
<X1,X2> | |

al Z X1(a)Xz(a)
1

= @ Z xi(@)xz(a™).

aeG

Teorema 2.3 Sejam p uma representacao de G com grau n e cardter x. Entao:

1. Uma representagao p é irredutivel se, e somente se, (x,x) = 1;
2. Se p; e p; sdo representagoes irredutivel, entao (x;, x;) = 0j;

3. Em qualquer decomposicao de uma representacao arbitrdaria p em wma soma direta

de representacoes irredutiveis, o niumero de somandos equi valente na representac¢ao
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irredutivel p; é dado por (x,x;), onde p tem cardter x. Assim, duas representa¢oes
com 0 mesmo cardter sao equivalentes e o numero de representacoes na soma direta
que sao equivalentes a p;, o qual chamamos a multiplicidade m; de p; em p, é

independente da decomposicao particular;
4. Se a multicidade de p; em p é m;, entdo (x,x) = Y., m3. [

Como ah # h, se a # e, temos que os elementos de pp(a) na diagonal principal sao

todos nulos. Logo, o cardter da representacao regular pp, denotado por xp, ¢ dado por

|G| sea=e

xr(a) = :
0 sea##e

Se x; ¢ o cardter de uma representacao irredutivel de dimensao n;, entao

1
<XR7 Xi) ’ |

a1 ZXR(G)Xz‘(a_l)

a€G

1
e |G| xi(e) = n.

Assim, qualquer representagao irredutivel de dimensao n; tem multiplicidade n; na rep-
resentagao regular. Contudo, isto implica que existe um nimero finito de representagoes

irredutiveis nao equivalentes de GG, py, ..., p;, de dimensao ng,...,n, tal que
2 __
E n; = |Gl.
=1

Teorema 2.4 O nimero de representagoes irredutiveis e nao equivalentes de um grupo

G sobre C ¢ igual ao nimero de classes de conjungagao em G. [

G
Sejam G' um grupo, H um subgrupo normal de G' e p uma representacao de 7 com

espaco de representacao V. Definimos uma representacao o sobre GG por

oc: G— GL(V)
a— p(bH)

se a € bH. De fato. Sejam a; = bihy e as = bsho, onde hi,hy € H e by, by sao

representantes de classes laterais & esquerda de H em G. Entao
o(ar)o(az) = p(b1H)p(b2H)
= p (blbgH) =0 (a1a2) y
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pOiS a1ag9 = blhlbghg €

aijas = bl(hlb2)h2
= bi(bahs)he
== blb2<h3h2).

Assim, uma representacao do grupo quociente é também uma representagao do grupo e a
definicao é independente dos representantes de classe laterais. Note que, toda represen-
tacao irredutivel de um grupo abeliano finito é de dimensao 1

De fato. Seja p = p; @ --- @ p,. a representacao de um grupo abeliano finito GG, onde
os p; sao representacoes irredutiveis. Se a multiplicidade de p; em p é n;, entao pelos

Teoremas 2.3 e 2.4 temos que
|G|

E 2 __
i=1
pois existem |G| classes de conjugagao, o tinico conjunto de inteiros positivos satisfazendo

esta relacao é

Teorema 2.5 O numero de representacoes irredutiveis de dimensio 1 de um grupo G é
igual a |G : G’
Demonstragao. Segue da observagao acima que toda representacao irredutivel de % é
uma representacao irredutivel de G de dimensao 1, pois % ¢ abeliano.

Reciprocamente, suponhamos que p é uma representagao irredutivel de G de dimensao

1. Neste caso, temos que

pla) = x(a),Va € G.
Portanto,
x(aytay tayaz) = x(ay )x(ag )x(ar)x(az) = 1.

Logo, x(a) = 1,Va € G'. Assim, p é uma representagao irredutivel de dimensao 1 sobre
o e podemos concluir que o mimero de representacoes irredutiveis de G de dimensao 1
é[G: G ]

Seja 2 um G-conjunto. Um subconjunto I' de €2 é um constituinte transitivo de G se

as seguintes condigoes sao satisfeitas:
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1. ox €', paratodooc € Gex €T}

2. Se z,y € I', entao existe o € G tal que oz = y.

Lema 2.1 Seja Q um G-conjunto, com k constituintes transitivos I'y, ..., Ty e || =

m;,t=1,..., k. Entao

ZXN(U) = k|G|

oeG

e py contém a representagao identidade k vezes.

Demonstragao. Pela Observagao 2.4 temos que x y (o) = Fix(o). Assim, pela Proposicao

1.5, temos que

> xnlo) =D Fix(o) = k|G].

ceG ceG

Lema 2.2 Sejam Q um G-conjunto transitivo de grau n e H um subgrupo de G fizando

r1 € Q. Entao

> Xk(o) = k|G,

ceG

onde k é o niumero constituintes de H.

Demonstragao. Pela Observagao 2.4 temos que x y (o) = Fix(o). Assim, pela Proposicao

1.13, temos que

"4 (0) = 3 Fix()? = |G

ceG ceG

Teorema 2.6 Seja ) um G-conjunto duplamente transitivo de grau n. Entao a py de G

¢ a soma direta da representa¢do unitdria e uma representacao irredutivel de dimensao

(n—1).

Demonstragao. Seja H um subgrupo de G fixando x;. Como {2 é duplamente transitivo

temos que G tem um constituinte e H tem dois

{z1} e {xa,...,2,}.
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Pelo Lema 2.2, temos que

S G(e) = 200
= ZXN(U)YN(U)-

ceG

Logo, se py tem a decomposi¢ao
PN = mipy & - S msp,

onde p; é uma representacao irredutivel com carater y; e multiplicidade m;, entao pelo

Teorema 2.3,

2061 = 3 |Ymale) - Yo mixdo)

ceG Li=1
s
= |G1Y_mi.
=1

Pelo Lema 2.1, py contém a representagao identidade uma vez. Assim, a tnica solugao

da equagao
S
St =
i=1
émy=1em; =1, para algum 7 = 1, ..., s. Portanto,
PN = P1 D Py
onde p; é uma representagao irredutivel de dimensao (n — 1). [ |

2.2 Regiao Fundamental

O objetivo desta se¢ao é descrever uma construcao que produz uma regiao fundamen-
tal para qualquer subgrupo finito do grupo das transfomagoes invertiveis de um espaco
vetorial de dimensao finita.

Seja V' um espaco vetorial de dimensao n sobre R equipado com o produto interno
usual. A norma quadrdtica ou peso Euclidiano N(x) = ||x||? de um vetor x € V é a soma

dos quadrados de suas componentes, isto é,

N(x) = (x,x) =x-x'
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A distancia Fuclidiana quadrdtica entre dois vetores X,y € V é a norma quadratica de

sua diferenca, isto &,
& (x,y) = N(x—y).

Fixado xy € V' e um nimero real € > 0, o conjunto
Se(x0) ={x eV :d(x,x9) = ¢}
é chamado a esfera de raio € e centro xy € 0 conjunto
Bi(xo) = {x €V :d(x,x0) < e}

é chamado a bola aberta de raio € e centro xg.
Um subconjunto U de V' & aberto se, e somente se, para cada x € U existir € > 0 tal
que

Be(x) C U.

Note que, a intersecao finita e a uniao de conjuntos abertos é aberto. Um subconjunto
X de V ¢ fechado se, e somente se, o seu complementar U = V — X ¢é aberto. Assim a
interseccao e a uniao finita de conjuntos fechados é fechado.
Seja
F={YCV:XCYeY éabertoem V}.

Entao o conjunto

XW:LJY

YeF
é chamado o interior de X. Seja

F'={Y CV:XCYeY éfechado em V}.
Entao o conjunto

X=Y

YeF
é chamado o fecho de X. A fronteira de X em V é dada por
0X =X - X°.

Seja X um subconjunto de V fixado e Y C X. Entao Y é chamado aberto relativamente

a X se, e somente se, existir um aberto U de V' tal que
Y=XnNnU.
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Se dim V' = n, com n > 2, entao podemos escolher dois vetores linearmente indepen-

dentes vy, vy € V. Assim, para cada A € R definimos o subespago de V'
Vi = (vi 4+ Ava) ™.

Logo, se X # p, entao V) e V), sao subespago distintos de dimensao n — 1, isto é, existem

infinitos subespago de V' com dimensao n — 1.

Proposigao 2.1 Se dimV = n, entdao V ndao é wma unido de um niumero finito de

subespacos proprios.

Demonstragao. Se dim V' = 1, entao{0} € o unico subespaco préprio de V. Suponhamos,
como hipétese de inducao, que o resultado seja vélida para todo os espacos de dimensao

n — 1. Suponhamos, por absurdo, que
V=VuU---uV,,

onde cada V; é um subespaco préprio de V e W um subespaco qualquer de V' de dimensao

n — 1. Entao

=1

= wn(UW)
= (WnV)u

U NV,

Por hipétese de indugao W = W NV, para algum i. Como dimW = n — 1 temos que
dimV; <n—1eW CV, implica que W = V,. Portanto, todo subespaco W de dimensao
n — 1 ocorre como um dos subespacos Vi,...,V,,, o que é uma contradicao, pois V' tem

infinitos subespacos de dimensao n — 1. . |

Seja G é um grupo finito de O(V'). Um subconjunto R de V' é chamado uma regiGo

fundamental para G em V se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. R é fechado;
2. Sel #T € G, entao RNT(R) C OR;

3. V={T(R): T € G}.
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Mais geralmente, se W é um subespaco de V' invariante sob (G, entao um subconjunto

R de W é uma regiao fundamental para G em W se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. R é fechado relativamente a W

2. Se ] #T € G, entdao RNT(R) C OR;

3. W={T(R): T € G}.

Como cada T € G é uma transformacao linear temos que o conjunto
Ve = {x€V:T(x) = x}

¢ um subespaco de V e Vp = ker(T — I). Se T # I, entao Vy & um subespacgo préprio de
V. Logo, pela Proposicao 2.1, temos que

V£ VT ey

Assim, podemos escolher um ponto xo € V' — Vp. Portanto, Gy, = {I} e pela Proposi¢ao
1.3,
[0(x0)| =[G : Gx,] = |G-

Se G ={Ty,Th,...,Tps_1}, com Ty = I e Tjxg = x;, entao
O (x9) = {x0,X1, ..., Xpr-1}-
Se ¢ # 0, entao o segmento de reta ligando x( a x; é definido por
Ly={xo+ A(x; —%¢): 0 <A< 1},

1
Logo, x; — x¢ ¢ um vetor paralelo a L. Como o ponto médio é o vetor —(Xq + X;) temos
que

d(xo, %<x0 +x)) = dix;, %(XO b)) Vi= 0, M- 1.

1
Se H; = (x¢g — x;)* & o hiperplano, entao §(X0 +x;) € H;, pois

1 [I%ol[* =[xl
<2<X0 + X1)7X0 XZ> - 2
_ Ixol? = [1Tixol|?
2
Il sl
2
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Portanto, H; é o “bissector perpendicular” de L.
Seja x € V. Entao x L (x9 — x;) se, e somente se, d(x,Xq) = d(x,x;). Assim, como
T;xg = x; temos que

H, ={xeV:dx,x) =dxx;)}

O conjunto

Xi={xeV dxx) <dxx)}1<i<M-1

é chamado semi-espago de V' determinado por H; e pode ser pensado como o conjunto de

todos os pontos que estao no mesmo lado de H; como x,.
Teorema 2.7 O conjunto

M-1

i=1
é uma regiao fundamental para G em V.

Demonstragao. Como cada X; é fechado temos que R é fechado. Se T; # I, entao

Ti(R) =T; (Ahl Xj)

Ti(R) = T({x:d(x,x0) <d(x,%x;),1<j<M-1})
= {Ti(x) : d(Ti(x), Ti(x0)) < d(Ti(x),TiTj(x0)), 1 < j < M — 1}
= {y:d(y,x;) <(dy,Tk(x0)),0 <k <M — 1,k # i}
pois
{I,T;:1<j<M-1}y=G—-{T;}.
Assim,

Ti(X;) = {x: d(x,x;) < d(x,%x;)}
para todos i e j, com j #i. Se x € RNT;(R), entdo
d(X, XU) S d (XJXZ) e d(X,XZ) S d (XJ XO) :

Assim, d (x,%x0) = d(x,x;) e RNT;(R) C OR, para todo T; # I. Finalmente, se x € V,
escolha um indice ¢ para o qual d (x, x;) seja minima e, portanto, d (x,x;) < d (x,X;) para
todo j. Como

Ti(R)={x:d(x,x;) <d(x,x;)},0<j<M-1.
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temos que x € T;R. Portanto,
V=U{Ti(R):0<i< M -1}

e R é uma regiao fundamental para G em V. |

2.3 Cddigos de Grupo

Seja F' um alfabeto com ¢ sfmbolos, digamos
F={0,1,...,q—1}.
Um espago de seqiiéncias é o conjunto
F' = {(ci)ier : ci € F},

onde I C Z. Quando
I={1,2,...,n}

denotamos F' por F".

Um cddigo C sobre F & qualquer subconjunto nao vazio de F'. Um cédigo C sobre F
é um cddigo de bloco de comprimento n se C' um subconjunto de F™. A dimensao de um
cédigo C' é o nimero

Note que k£ nao é necessariamente inteiro.
Um c6digo de bloco C' de comprimento n e dimensao k é chamado (n, k)-cddigo. Neste
caso,

1< |C| < |FI™.

Um (M, n)-cddigo esférico para o canal Gaussiano é uma colegao
C = {Xl,Xg, ce ,XM}
de vetores distintos em R"™ tais que

1. C gera R™ como um espaco vetorial;

2. Todos os vetores de C' tem a mesma norma.
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Se o conjunto de vetores disponiveis para a transmissao é um (M, n)-cédigo esférico,
onde cada palavra cédigo tem a mesma probabilidade de transmissao, entao o critério de
decodificacao para a palavra recebida a qual minimiza a probabilidade média de erro é o
de méxima verossimilhanca. Isto é, a palavra recebida 6tima decodifica y como os x; que

minimiza a distdncia Euclidiana
{d(y.x;)}.
Sejam C' e C dois (M, n)-cédigos esférico para o canal Gaussiano. Dizemos que C' e C
sao equivalentes se existir O € O(n,R) tal que OC = C.

Cédigos equivalentes tém a mesma colecao de palavras com a mesma distancia. Isto

é, para cada x;,X; € 6,
d(x;,x;) = d(Ox}, 0x),YO € O(n,R).

Um (M, n)-cédigo de grupo C' & um (M, n)-cédigo esférico tal que existe um subgrupo

finito G de O(n,R) e um vetor unitdrio x € R" tal que
Gx={0x':0eG}=C

ou, equivalentemente, C' é a ¢rbita de x. O cédigo C' é dito gerado pelo vetor inicial x e

o grupo G.

Observacao 2.5 Uma das vantagens de usar um codigo de grupo é que todas as palavras
codigo tem a mesma probabilidade de erro e a mesma disposicao de palavras codigo vizin-

has.
Teorema 2.8 Seja C' um (M, n)-cédigo de grupo em R™. Entao:

1. Todas as regioes fundamentais de C' sao congruentes;
2. Todas as palavras codigo tém a mesma probabilidade de erro;

3. O grupo G é isomorfo a um subgrupo transitivo do grupo das permutagoes em Sy;.

Demonstracao. 1. Seja C' = {x3,...,x)} um cédigo de grupo em R"”. Sejam x; e x;
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€ C com 7 # j. Por hipétese, existe O € G tal que Ox; = x;. Dado x € R;, temos que:

N(Ox —x;) = N(Ox - Ox;)

(
= N(x-x)
< N(x—xp)
= N(Ox — Oxy)
— N(Ox-x),

onde j # [ e x; = Oxy, Vx;, € C. Logo, Ox € R;. Portanto, R; = O(R;), onde O € G.

2. Segue de 1.

3. Dados x; e x; € C. Entao existe O € G tal que Ox; = x;, isto ¢, O corresponde a
uma permutagao o € Sy tal que o(i) = j. Logo, G ¢ isomorfo a um subgrupo transitivo

de Sy, pois
C ={0z:0 € G},

para algum x € C. [ |

Seja C' um cédigo de grupo. Entao as palavras c6digo que estao & mesma distancia
(minima) de uma palavra cédigo fixada de C' sdo chamadas de palavras cddigo ativas e os
elementos do grupo que geram estas palavras cédigos sao chamados de elementos ativos

do grupo.

Exemplo 2.3 Considere um quadrado de centro na origem e lado 2. Entdao os pontos

(—=1,1) e (1,—1) sao palavras cédigo ativas referentes a (1,1).

Um (M, n)-cédigo de grupo C' cujos vetores terminam em um hiperplano de dimensao

(n — 1) é chamado um cddigo de grupo planar.
Exemplo 2.4 Seja
C={(1,0,1),(1,1,0),(1,0,-1),(1,—1,0)}.
Entao C' é um codigo de grupo planar.
Lema 2.3 Sejam C' um (M,n)-cédigo esférico em R™ e
AC ={x—-x:x,x €C}.
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Entao

Zx:O

xeC

se, e somente se, dimC = dim AC.

Demonstragao. Seja C' um (M, n)-cédigo esférico em R™ tal que

ZX:O.

xeC

E claro que AC C (C), pois (C') é um subespaco de R". Logo,
dim AC < dim(C) = dim C,

pois C' gera R™. Por hipétese, temos que

|C|x':Zx'—Zx:Z(x'—x),Vx' eC.

xeC xeC xeC
Logo
C cCcACe dimC <dimAC.

Reciprocamente, seja

tal que
C={0x:0eG}exeR"

Como C' é a 6rbita de x sob GG, temos que
OZ'X,i S {1,,M}

sao todos distintos. Vamos mostrar que

ZOXZO,

0cG
pois,
Ox=x< E Ox = E X.
OecG xeC
Seja
/ /
{Xl — Xy Xg _Xk}
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uma base para o subespago (AC). Como, por hipétese dim C' = dim AC, temos que

k
x:ZOzi(Xi—X;),ozi e R.

=1

Logo,
k
ZOX = ZO <Zaz(xz—x))
oeG 0cG i=1
k
= Zai (ZO(xl—x)) =0,
i=1 oeG
pois

[ |
Sejam G = O(n,R) e a representacao
¢a: G — GLR") 6c(0): R"—R"
e :
O — ¢4(0) X — Ox’
Entao, ¢ ¢ uma representacao linear fiel n-dimensional do grupo G.
Proposigao 2.2 Sejam Q = {1,...,n} um G-conjunto, k o nimero de orbitas e xs o

cardter de ¢n. Entao

> Xcla) =k[G].

aeG

Demonstragao. Basta notar que y(a) = Fix(a) e o resultado segue pela Proposicaol.5.

Teorema 2.9 Seja C' um (M, n)-cdédigo de grupo em R™. Entio as sequintes condi¢des

sao equivalentes:

1. C é planar;

2. ¢o contém a representacao identidade Io quando escrita como uma soma direta de

representagoes irredutivel;

5. Vog={y e R": Gy = {y}} # {0}.
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Demonstragao. (1. = 2.) Suponhamos, por absurdo, que ¢ nao contenha a represen-
tacao unitdria I, quando escrita como soma direta de representagoes irredutivel. Entao
existe x; € C' tal que a j-ésima componente de x; nao é fixada, pois ¢,(X) C X. Isto &,
X nao é planar.
(2. = 3.) Seja
ba=Ic®p, @ Do,

escrito coma soma direta de representacoes irredutiveis. Sejam V; os espagos de represen-

tacao associados a Ig, ¢;, © = 2,...,r. Logo
R'=Vy & - P V.
Sejay € Vg C R™ dado por

y=y1+-+y,yi €V

Entao
¢c(0)(y) = (1c(O) + -+ + ¢,(0))(y).
Assim,
y = ¢a(0)(y) = I(0)(y) + - -+ + ¢,(0)(y) # 0, pois/c(O)(y) # 0.
Logo,
Ve # {0}
(3. = 1.) Seja

C:{Xl,...,XM}
um codigo de grupo em R” tal que dimC' =n e
M
X = ZXZ'
i=1
Entdo Gx =x e x € Vz # {0}. Assim, fazendo
C' ={x},...,x),} onde x;:xi—%,‘v’ie {1,..., M},

obtemos que



Como

{ox;:OGG}z{O(xl—i);oeG}:{OX_%

. _ !/
= L0eGt=C

pois
C={0x:0 e G},
temos que C' é a drbita de x} sob G. Isto ¢, C' é um cédigo de grupo. Mas
AC" = AC C (O)
implica, pelo Lema 2.3, que

dim ' = dim AC < dim C.

Assim,

dim C = dim ¢’ + 1, pois C = C' + %

Portanto, C' é planar. [ ]
Teorema 2.10 Seja C' um (M, n)-cédigo de grupo em R"™ com Vi # {0} e
Vi ={y €R": (z,y) =0,Vz € Vg}.
Entao o vetor inicial étimo x para C pertence a V. Neste caso, Gx = C nao pode gerar
R™.
Demonstragao. Fazendo
x = ae + [Of,

onde e é um vetor unitario em Vg, f é um vetor unitédrio em Vg e o, 8 € R, com o®+5% = 1.

Entao para cada O € G,

d* (0x,x) = d*(O (ae+ Bf), (ae + pf))
= d*(ae + BOf, ae + Sf)
= d*(BOf, pf)
= [B*d? (Of,f).

Portanto, para obter o méximo dentro as distancias minima, basta tomar x € V-, pois

se x € Vg, entao

d? (0Ox,x) = d* (x,x) = 0.
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Finalmente, como Vi ¢ G-invariante, pois dados y € Vg, z € V7 e O € G, temos que

(y.0z) = (O'y,07'(Oz))
= (O7ly,z)

= (y,z)=0.
Portanto, Gx = C estd contido em Vg e nao pode gerar R", pois R" = Vg & Vg. |

Observagao 2.6 Se estamos interessados em gerar cédigos de grupo dtimo para um grupo
de matrizes G que satisrfaca as hipoteses do Teorema, entdo o codigo resultante nao gerar
o R"™ mas um subespago de V. Portanto, o cddigo resultante nio satisfaz a defini¢ao de

um (M, n)-cédigo de grupo, em vez disto, um (M, k)-cddigo de grupo com k < n.

2.4 Codigos de Permutacao

Seja G = S,, agindo sobre o conjunto 2 = {1,2,...,n}. J4 sabemos que este grupo
pode ser representado por um grupo de matrizes de permutacao P,, isto é, G é imagem

da representacao natural do grupo de permutagao.
Proposicao 2.3 Qualquer codigo de grupo gerado por G é planar.
Demonstragao. Seja C' = Gx um cédigo de grupo. Entao

Vo ={y eR": Gy = {y}} # {0},

pois
y:(l,l,...,1>€VG.

Portanto, pelo Teorema 2.9, C' é planar. |
Seja V' um espaco vetorial de dimensao n sobre R com base
B =A{vy,...,vp}.

Entao
x: GxV =V

(O’, Vi) — Vo(i)
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é claramente uma acao de G sobre V. Assim

v: G— GL(V) plo): V-V
e
o— (o) Vi = Vo)

¢ uma representacao linear fiel de G com grau n. A matriz de ¢ (o) com respeito a base
B tem 1 na i-ésima linha e j-ésima coluna se v,(;) = v; e 0 nas outras entradas (cf. 2.2).

Se ¢ ¢ qualquer representacao de permutacao de um grupo K, entao
pop: K — GL(V)
¢ uma representacao linear de K, onde
kExvi = v, Yk € K e ¢od(k)(Vi) = Vow)a)-

A matriz de ¢ o ¢p(k) com respeito a B tem 1 na i-ésima entrada da diagonal se ¢(k)(i) = 1.
Caso contrério, tem 0. Portanto, se x é o carédter de ¢ o ¢, entao x(k) € igual ao nimero

de pontos fixados k em Q = {1,2,... n}.

Teorema 2.11 Sejam 2 um G-conjunto, k é o nimero de drbitas de ) e ¢ é a repre-

sentacdo de G. Entdo as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
1. ¢q contém a representagao unitdria k vezes;
2. dim Vg = k;
3. dimVy =n—k.

Demonstracao. Se m é a multiplicidade da representagao unitéria em ¢, entao pela

Proposicao 2.2,

1
m = (xa,la) = Tl > xela)la(a) = k.
| | aceG
Logo,
I, O
bq =
o anlc
Assim, R"= Vg @ Vi e as condigoes sao equivalentes. |

Coroldrio 2.1 Se Q é um G-conjunto transitivo, entio dim Vg =n — 1.

Demonstragao. Como {2 é um G-conjunto transitivo temos que £ = 1. Assim, pelo

Teorema 2.11, dim Vg = n — 1. |
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Observacao 2.7 No Teorema 2.11 o espaco representacao pode ser tomado como sendo
Vi . De fato, Vi sendo um G-conjunto 2-transitivo implica que Vg é um G-conjunto

transitivo. Assim, pelo Coroldrio 2.1, dimVg =n — 1.
Proposicao 2.4 Nenhum subespaco de Vg pode ser G-invariante.

Demonstragao. Segue do fato de que a representacao de dinensao (n — 1) ser irredutivel

edimVg = (n—1). [

O cédigo 6timo gerado por G estd contido em V7 e o subespago gerado pelo cédigo ¢
G-invariante, pois coincide com Vz. Portanto, o cédigo gerado por Vi serd de dimensao

(n—1).
Observacao 2.8 Para qualquer grupo de permutac¢ao G temos que

Vo C{y €eR": > y; =0}

i=1
De fato, para
y=(,....,1)eVgex=(ry,...,2,) € Vg

temos que

0:<x,y>:x1—|—---—|—xnz>xe{yER“:Zyi:O}.
i=1

Assim, um vetor inicial étimo tem a propriedade

n
i=1
Sejam G um grupo de permutagao e x um vetor inicial para G. O cédigo de grupo
C=(G,x) =Gx
gerado por G e x é chamado de variante 1. O c6digo de grupo
C=GxU{y € R":y; = £z paraz € Gz}

gerado por GG e x é chamado de variante I1.
Sejam H = {1, —1} um grupo multiplicativo e M (H, G) o grupo das matrizes monomi-

ais. Entao o cédigo variante I1 é M (H, G)x. Portanto, pelo Teorema 1.6, M (H,G) ~ H1G.
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Teorema 2.12 K = M(H,G) é um grupo de matrizes irredutiveis se, e somente se, G é

transitivo.

Demonstragao. Seja yj o carater de ¢,. Entao K é um grupo de matrizes irredutiveis

se, e somente se,

ZXK = |K]|

aeK

Pelo Teorema2.3 se, e somente se,

> Ixx(@) = |K].

a'eK
Para a € G, seja F(a) o subconjunto de N fixado por a. Fixe a € G e suponha que
|F'(a)] = m. Entao

>tk = > ( 7;) (m — K22

m
heH k=0

Por outro lado,

Y @) =D [xx(ha)]* = Y 2" |F(a)] = 2°k|G] = |K]|

a'eK a€G heH aeG

se, e somente se, k = 1 se, e somente se, G é transitivo. |
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Capitulo 3

Modulacao de Permutacao

Neste capitulo apresentaremos um decodificador sub-6timo de cédigos de grupo. Esta
técnica consiste das seguintes etapas. Primeira - representa-se o cédigo de grupo na
forma de um conjunto de vetores em R" cujas componentes sao obtidas por permutacao
das componentes de um vetor inicial de agordo com um grupo G' de permutagao. Segunda
- decodifica-se o vetor recebido r pela procura da mais provdavel permutagao no grupo S,,.

Terceira - seleciona-se um elemento de G' mais préximo da permutacao encontrada.

3.1 Introducao

Um sistema de comunicagao digital é dito com decisao abrupta quando o demodu-
lador passa ao decodificador somente a informagao do sinal do sfmbolo. O sistema de
comunicacao digital é de decisao suave quando o demo dulador, além do sinal, passa ao
decodificador a informacao de confiabilidade ou probabilidade do simbolo recebido.

Consideremos, como motivagao, a decodificagdo de um (n, k)-cédigo de bloco bindrio
C sobre o Canal Gaussiano com ruido branco aditivo por meio do modulador padrao m
definido por:

m:GF(2) — R
0 — =1
1 — 1.
Assim, a decodifica¢io suave (méxima verossimilhanca) de C' é realizada escolhendo a

palavra cédigo ¢ mais préxima do vetor recebido r € R, onde
c—ox=(m(t),...,m(t) e R"et € GF(2).
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Note que,
N(r—x) = N(r)+ N(x) — 2(r, x) (3.1)

Assim, é bastante determinar ¢ € C' que maximiza (r,x). A decodificagcao abrupta de
C pode ser vista como uma aproximacao de decodificagao por méxima verossimilhanga
efetuada em duas etapas. Primeira - o uso preliminar de regioes de decisoes formadas por

partes (octantes) de R™"para obter
y € m HE1} x - x m™HE1} C GF(2)".

Segunda - decodificagao algébrica transformando y em uma palavra cédigo. Assim, todo
o procedimento pode ser visto como uma aproximacao das regioes fundamentais do cédigo

pela uniao do octantes de R™.

Exemplo 3.1 Seja C' = {(0,0,0),(1,1,1)} o (3,1)-cddigo de repeticao. FEntdo suas

regioes fundamentais sao dadas pelos semi-espacos
ri+ro+r3>0er;+r9+1r3 <0,

onder = (ry,r,r1) € R3. Assim, a decodificagdo abrupta é equivalente a escolher como

regioes de decisoes 0S8 semi-espacos

{r1 >0,ro >0}U{r; > 0,73 >0} U{ry > 0,73 > 0}

{7'1 <O,7“2 <0}U{7"1 <O,7“3<0}U{T’2<0,7'3 <O}

Assim, as regioes de decisoes sao unioes de quatro octantes de R3, pois os pontos (—1,—1,—1) e(1,1,1

sao vértices de um cubo.

Este procedimento funciona, pois enquanto a determinagao de uma entre as regioes
fundamentais na qual r estd caindo é uma tarefa complexa, podemos fazé-la facilmente
aproximando-os por uma uma uniao de regioes tal que seja facil determinar em qual o
tnico vetor recebido estd caindo. Neste capitulo, aplicaremos estas idéias para cédigos
de grupo. Suas regices fundamentais sao aproximadas por uma uniao de regioes menores
com a propriedade que determinando a posicao de r com respeito a elas seja uma tarefa

facil.
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Seja C' = Gx um codigo de grupo. Os vetores de C' transmitido sobre o Canal Gaus-
siano com ruido branco aditivo, a decodificacdo por médxima verossimilhanca do vetor
recebido r = X’ + n, onde x’ € C e o vetor ruido n é uma varidvel aleatério Gaussiana
de média zero e varianca o2, escolhe como o mais provavel vetor transmitido o tinico que
produz

min ||r — x| |? (3.2)
x'eC
se G nao é dotado com qualquer estrutura especial de decodificacao. A solucao da Equacao
(3.2) & obtida por procura exaustiva entre todos candidatos x' € C. Isto exige um de
nimero de cédlculos

n. = nM.

(M produto escalares de n termos cada um) e uma armazenagem de
ns = nM

nimeros reais (M vetores de n componentes cada). Realmente para isto, o minimo para
ser determinado requer 7,, operacoes.

Como a taxa de informacao do (n,k)-cédigo (ou trasmitida pela constelacdo) ¢ o

numero
R=2 = Zlog |C]
e para o caso bindrio
R = 1 log, M.
n
temos que
Ne =1, = n2"",

a qual mostra que a complexidade da decodificacao cresce exponencialmente com o
nimero de dimensoes e com o nimero de bits por dimensao.

Em um sistema de modulacao de permutagao o cédigo

C:{Xla"'>xM}

é escolhido de maneira especial. Existem dois tipos diferentes de cédigos de modulacao
de permutagao. No primeiro tipo chamado variante I, uma seqiiéncia prescrita de n
nimeros reais, nao necessariamente distintos, é tomado como a primeira palavra cédigo

x. O restante das palavras cédigo do cédigo consiste de todas as seqiiéncias distintas que
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podem ser formadas permutando a ordem dos n nimeros que forma a primeira palavra
codigo, isto é, C' = Gx, onde G = P, é o grupo de matrizes de permutacoes. No segundo
tipo de cédigo, chamado variante II, uma seqiiéncia prescrita de n niimeros nao-negativos,
nao necessariamente distintos, ¢ tomado para a primeira palavra cédigo. O restante
das palavras cédigos do cédigo consiste de todas as seqiiéncias distintas que podem ser
formadas permutando-se a ordem ou escolhendo-se o sinal dos n nimeros que forma a
primeira palavra cédigo, isto é, C' = Gx, onde G = M(H, P,) é o grupo de matrizes
monomiais e H = {1, —1}.

A decodificagao para um cédigo de permutagao (variante I) transforma uma seqiiéncia
recebida

r=(ry,...,m) ER"

em uma palavra cédigo, substituindo a primeira

=l

de r pela

T = max {z;}

da primeira palavra do cédigo x. Mais precisamente, seja
X = (Up,y ooy UL, Uy ooy Uy e ey Uy oo vy Ug) (3.3)
a primeira palavra cédigo do coédigo variante I, onde
U < Ug < -+ < Ug
onde u; aparece m; vezes, para i = 1,..., k. Logo,
n=m;+mg+---+m.

Como as outras palavras cédigo sao obtidas permutando a ordem dos u's na Equacao

(3.3) temos que o codigo tem

M- n!

m1!m2! ce mk'
palavras cédigo.

Finalmente, a decodificacao ideal de um vetor recebido

r=(ry,...,m) ER"
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afirma que x; foi transmitido quando
N(r—x)*=N(r)+ N(x;) — 2(r,x;),Vi=1,...,. M
¢ minima. Como N(r), N(x;) sdo independentes de 4, pois

X; = (xo(l)v <o >xa(n))>

para todo o € S,, onde x = (z1,...,2,) é o vetor inicial, temos que a decodificacao

procura encontrar a palavra cédigo x; que maximiza

n
(r,x;) = erxji

Jj=1

Teorema 3.1 Seja x = (z1,...,2,),r = (r1,...,7,) € R". Entdo

(r,x) = Zrﬂﬁo(i) (3.4)
alcanga o valor maximo para toda o € S, se o primeiro

Ti = Jmax {ri}

de r é casado com o primeiro

7 = max {z;}

de x e, assim por diante.

Demonstragao. Vamos usar inducao sobre n. Se n = 1 nada ha para demonstrar.
Assim, suponhamos que o resultado seja vélido para todo k, com 1 < k < n. Sejam
7= max {r;} eZ = max{z;}

1<j<n 1<j<n

o primeiro maximo de r e x, respectivamente. Entao, se 7 nao ¢ casado com Z na soma

(3.4), entao a soma contém dois termos
re+yrcomx <Tey<T.
Assim, se z e y sao permutados, entdo a nova soma ¢ maior do que a soma (3.4), pois

(rz + yz) — (rz +yz) = (r —y)(T — 2) 2 0.
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Logo, existe um casamento de r e x para o qual a soma (3.4) alcanga o valor méximo
e 7 é casado com 7. Portanto, se eliminarmos 7z da soma (3.4), entdo pela hipétese de
inducao, o segundo

=l

de r é casado com o segundo

% = max {z;}

de x e, assim por diante. |

Exemplo 3.2 Seja x = (—1,0,1) € R3 a palavra cédigo inicial do cédigo variante I.

Entao
C={(-1,0,1),(0,-1,1),(1,0,-1),(-1,1,0),(0,1,—1),(1,—1,0)}.

Suponhamos que o vetor recebido é

Entao a palavra cédigo decodificada é x = (—1,0,1).

Conclusao: Uma decodificacao para modulagao de permutagao é um algoritmo o qual,
quando apresentado com um vetor recebido r € R"™, determina o(x) que minimiza a

distancia Euclidiana quadrética de o(x) a r, isto é, maximiza

(r,o(x)) = Z TiT;.

Em particular, se H um subgrupo qualquer de S,,, entao uma modulagao de permutagao

gerada por H pode ser decodificada em duas etapas:

1. Decodifique r como se H = 5,,, obtendo como resultado uma permutacao o de n

simbolos. Note que, ela pode nao pertencer a H.

2. “Decodifique algebricamente” ¢ em um elemento de H.

Nesta proxima segao trabalharemos a primeira etapa de decodificacao. Em particular,
mostraremos que todo grupo pode ser representado na forma de um conjunto de sinais de
permutacao e encontraremos a dimensao minima de uma tal representagao bem como a

relevante transformacao.
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3.2 Representacao de Permutacao

Agora mostraremos que qualquer grupo pode ser representado na forma de um con-
junto de sinais de permutac¢do e, consequentemente, pode ser decodificado por meio da
decodificacao de permutacao.

Seja G um grupo de ordem M. Entao, pelo Corolério 1.1, G é isomorfo a um subgrupo
H de Sy,.

Queremos determinar o menor n tal que G é isomorfo a S,,.

Uma condi¢ao necessaria é que M divide n!. Pode ocorrer que M > n, pois basta
observar os cédigos variantes I e II.

Sejam GG um grupo finito, H um subgrupo préprio de G e A = {aH : a € G}, onde

|A| = n. Entao, pelo Teorema 1.3,
o:G — P(A) dada por o(g) = 0,4, onde o4(aH) = gaH

¢ um homomorfismo de grupos chamado representacao por permutacao. Além disto, G age

transitivamente sobre A e

kero = ﬂ gHg™?

geG

¢ o maior subgrupo normal de G contido em H. Portanto, qualquer subgrupo H de G
induz uma representacao de permutacao transitiva. Reciprocamente, toda representagao
de permutagao transitiva de G é obtida desta maneira. Em particular, se H = {e}, entao

0 = pp € a representacao regular de G.

Proposicao 3.1 Sejam G um grupo finito, H um subgrupo préprio de G e A = {aH :
a € G}, onde |A| =n. Entao n é minimo se, e somente se, |H| é mdxima e ker o = {e}.

Agora, se K é um subgrupo maximal nao normal de G tal que nao existe subgrupo

normal L # {e} de G com L C K, entdo

gl
| K]

Exemplo 3.3 Seja G abeliano Entao todos os subgrupos de G sao normais. Logo, |K| =

1l en=|G|.
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Exemplo 3.4 Seja G = S,,, m =3 oum > 5. Entao, pelo Proposi¢ao 1.10,
Gi={o€Sn:0()=1i}= 5,1

subgrupo mazimal nao normal S,,. Portanto

n = ‘Sm‘ =m
’Sm—1|

Exemplo 3.5 Seja |G| = 2k, com k impar. Entao, Proposicao 1.4, G possui um subgrupo

normal de ordem k e n > 2. Pois, se {e} # H é um subgrupo mazimal nio normal de G,

entao
1 1 |G|
|H <kh=—=>-=>n=77—7>2.
[H| "k | H|
3.3 Modulacao de Permutacao
Seja G = {91, g2, - - -, gn} € um grupo, onde g; = e. Entdo uma tabela de multiplicacao
para G é dada por
* 191 | G2 9n
g1 | 91 | 92 | Yn
g2 | 92 | % | 929n
2
Gn | Gn | GnG2 | " | Gn
A correspondéncia g¢; «+— o;, onde
g g2 - 9n
0; = )
9i 9i92 - Gign

define um mapeamento injetivo de G sobre .S,,. Portanto, G pode imerso em .S,,. Como P,
é um subgrupo de O(n,R) e S,, é isomorfo a P, temos que G pode ser imerso em O(n, R),
isto é, todo grupo finito pode ser imerso no grupo das matrizes ortogonais. Assim, pelo
Exemplo 2.2, todo grupo G possui uma representacao regular que consiste de matrizes de

permutagdes de ordem |G|.

Observacao 3.1 A representacdo reqular é redutivel e contém todas as re presentacoes

irredutiveis de G. De fato. Como x(g1) =n, 0 < x(¢;) < n, para todo g;, i =2,...,n e

X(gr X (91) + -+ x(g, X (gn) = 2o ") + -+ X2, )
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temos, pelo Teorema 2.2, que

> Xl > al

geG

Logo, a representacio reqular é redutivel. A segunda parte seque do Teorema 2.1.

Denotando a matriz de permutacao associada a representacao pp por pr(g). Temos

que existe uma matriz ortogonal M € O(n,R) tal que

[ pa) O - O |
0O ,a -+ O
Mppam = | O P
0 0 - p@]

= pi(@)+---+p,(a),
para todo a € G. Fazendo U(g) = p,(a) + --- + p,(a), obtemos que
M'pp(a)M = Ula),

ou ainda,

MU(a) = pp(a)M.
Portanto, se x° denota uma versao aumentada de zeros do vetor inicial x, entao
MU(a)x” = pp(a)y onde y = Mx" (3.5)
Teorema 3.2 Seja H = {U(a) : a € G} < O(n,R). Entio C = Hx" é um cédigo de
grupo.

Demonstragio. Seja x; = U(a;)x’, x,= U(az)x" € C. Entéo devemos demonstrar que

existe H = U(q;) € H tal que x; = Hx;.

x; = U(ag)x’
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Por outro lado, pg(a)y € cédigo de permutagao agindo sobre o vetor inicial y. Logo, a
Equagao (3.5) expressa o fato que os dois cédigos sao relacionados pela transformacao M.
Como U(a) é uma matriz ortogonal os cédigos sdo equivalentes. Vamos fazer algumas
consideragoes sobre grupo ciclico antes de darmos um exemplo.

Seja G = (a) um grupo ciclico de ordem n. Entao
p:G— O(2,R)

definida por

cos —2; —sen —2;

pla) = , ,
sen <& cos =L

n n

define uma representacao de grau 2 de G. Agora, pelo Exemplo 2.2, temos que

PR - G — O(TL,]R)
ap — (aij) 7

onde
1 se,a; = aia;
aij = prlar) =
0 se, a; # ara;
¢ uma representagao de GG como matrizes de permutacao. Portanto, a matriz de permu-
tagao pp(a) associada a representacdo pp gera um subgrupo ciclico de P,. Em particular,

quando n = 4, pelo Algoritmo da Se¢ao 1.5, podemos encontrar uma matriz O € O(4,R)

tal que:
1 00 O
: 0 -1 0 O
Opg(a)O" =
0 00 -1
0O 01 0

Exemplo 3.6 Considere a constelacao de sinais 4-PSK em R%. O 4-PSK pode ser gerado

pela acao do grupo ciclico G de quatro matrizes

01 -1 0 0 -1 10
G - 9 9 Y
-1 0 0 -1 1 0 01

sobre o vetor inicial x = (1,0). Assim, aplicando O a uma versio aumentada de zeros de
x; isto é, x° = (0,0,1,0), obtemos o vetor inicial do cddigo de permutacio equivalente a
4-PSK

y = (g,¢, —\/55,0), onde e = %

67



3.4 Decodificacao de Cédigos de Permutacao

Decodificagao de uma constelacao de grupo é equivalente encontrar a regiao funda-
mental na qual o vetor recebido r € R" caiu

Suponha agora, que podemos encontrar um cédigo grupo C , com C' C C , cuja estru-
tura permita que ele seja facilmente decodificado. As regioes de fundamentais de C sio
menores que as regioes fundamentais de C'. Aproximaremos cada regiao fundamental de
C como uma uniao regioes fundamentais de Cea operacao de decodificacao é dividida

em duas etapas:
1. Decodifica-se r como se ele fosse obtido da transmissao de um sinal em C;
2. Associa-se o sinal decodifica com um x € C.

Como cada grupo com M elementos é um subgrupo do grupo simétrico Sy;, podemos
escolher C' como o codigo gerado por este grupo.

A constelacao de sinais gerada pelo grupo de simetria Sy; é chamada Cddigo de Per-
mutagao (variante I). Seu algoritmo de decodificagdo por méxima verossimilhanga ocorre
como no Teorema 3.1.

A decodificacao por permutacao consiste do seguinte:

Particiona o grupo Sy, em classes laterais & esquerda G em Sy,. Existem % classes
laterais.

A regiao fundamental de cada elemento de C é entao aproximada pela a unidao das
regioes fundamentais dos elementos de cada classe lateral.

Para este processo de decoficagao precisamos do seguinte Algoritmo, o leitor interes-

sado em mais detalhes pode consultar [10].
Algoritmo (troca “fundida”)

Os registros Ry, ..., R, sdo rearrumados em seus lugares; apds a classificacao (orde-

nacao) nas “chaves” (indices) serao Kj, ..., K,. Suponhamos n > 2.
1. Inicializar p - Seja p = 2/"!, onde
t = [logyn]

¢ o menor inteiro tal que 2¢ > n. (Os Passos 1 a 5 deverdo ser executados para

p=2t p=2"2_..1).
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2. Inicializar ¢,7,d - Sejam ¢ =p=2""2r=0,ed = p.

«:n
]

3. Lago controlado por - Para todo i tal que 0 < i < N —deiAp=r, faca

o Passo 4. Depois, véd para o Passo 5. (Aqui ¢ A p significa a operagao bindria “e”
l6gica envolvendo as representagoes bindrias de ¢ e p. Cada bit do resultado é zero
a nao ser que se tenha bit 1 em ambas as representacoes na mesma posicao. Por

exemplo,

(13) A (21) = (1101), A (10101), = (00101), = 5.
Dessa forma, d ¢ um miltiplo impar de p e p é uma poténcia de 2 tais que
iNp# (i+d)Ap.

Segue que a acao do Passo 4 pode ser feita para todos os ¢ relevantes, até mesmo

ser feita simultameamente).

4. Compare/Troque R; 1 € R 4.1 - Se K;11 > K141, entdo troque os valores de

Rii1 e Riyq41 entre si.

5. Lago controlado por ¢ - Se p # ¢, sejam d = q — p, ¢ = g (ou seja, q € reduzido
a sua metade) r = p e volte para o Passo 3.
6. Laco controlado por p - (Neste ponto a permutagao K, ..., K, estd p-ordenada)

Seja

- 13)

ou seja, p é substituido pelo valor {SJ . Se p > 0, entao volte para o Passo 2.

A ordem lexicogrifica em um conjunto A X B é definida por

(a,b) < (¢,d) <= a<boua=coub<d.

Exemplo 3.7 Seja C 0 4-PSK. Entdo, como tinhamos visto isto pode ser implementado

na forma da substituicao ciclica do vetor inicial
x = (1,0,—1,0).

A tabela abaixo mostra a distdncia Euclidiana quadrdtica entre as permutagoes de x, onde
as permutacoes nao ciclicas sao numeradas de acordo com a sua ordem lexicogrifica. Nes-

tas condigcoes, as menores regioes de fundamentais serao divididas igualmente entre as
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permutagoes ciclicas. Como um resultado, a distdncia minima encontrada pela decodi-
ficacao abrupta é igual a 2, a qual é metade da distancia minima de decodificacao por

mdxima verossimilhanca.

1=1234  x; = (1,0,0,—1) 11 =3124 & x3; = (—1,1,0,0)
2=1324 & xp = (1, 0,0) 12 =3142 & x5 = (—1,1,0,0)
3=1342 < x3 = (1,—1,0,0) 13 = 3214 < xy3 = (—1,0,1,0)
4—1423<—>x4—(100 —1) 14 = 3241 < x34 = (—1,0,0,1)
5=1432 & x5 = (1,0,—1,0) 15 = 3421 & xq5 = (— 1001)
6 = 2134 > xg = (0,1, 1,0) 16 = 4132 < x5 = (0,1, —1,0)
7=2143 < x; = (0,1,—1,0) 17_4213<—>x17_(0 0,1,—1)
8 =2314 < x5 = (0,—1,1,0) 18 = 4231 < x45 = (0,0, —1,1)
9 =2413 & x9 = (0,0,1,—1) 19 = 4312 « x19 = (0, 11,0)
10 = 2431 < x19 = (0,0, —1,1) 20 = 4321 <> x99 = (0,—1,0, 1)

A tabela abairo dd a distancia Fuclidiana quadrdtica entre as menores regioes fundamen-

tais e o conjunto de sinais

112131456 7|8|9]10

1234 1212 12]2|0(2(4]|6|6]2

2341 1622|646 (8[2]6]2

3412 1666|6864 [2]2]|6

4123 1216624 (2(0[6|2]|6

e
111121314 | 15|16 | 17|18 19|20
123416 |6 [8 |6 [6 |2 |6 |2 |6 |4
234116 |6 |4 [2 |2 |6 |6 [2 [2 [0 [,

341212 |2 [0 (2 |2 |6 |2 |6 |2 |4
4123 (2 |2 (4 |6 |6 |2 |2 |6 [6 |8

onde
1234 < (1,0,—1,0) €2341 < (0,—1,0,1)

3412 < (—1,0,1,0) 4123 < (0,1,0,—1)
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