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Introducao

A teoria de Galois dd uma resposta elegante & questao de saber se uma equagao

polinomial
flz) =0

sobre um corpo adequado K( por exemplo, os racionais) é ou nao solivel por radicais.
“Soluvel por radicais” significa que os zeros de f(x) podem ser escritos como expressoes
finitas envolvendo os coeficientes de f(z), onde as tnicas operagdes permitidas sao as
operagoes do corpo e a extracao de raizes. Na teoria de Galois, a cada polinomio f(x) €
K|[z], esta associado um grupo G chamado o grupo de Galois de f(z) sobre K. A
estrutura deste grupo descreve a estrutura da menor extensao de K contendo todos os
zeros de f(z) e a equagdo f(x) = 0 é soluvel por radicais se, e somente se, G é um grupo
solivel.

Nesta dissertacao estudaremos o problema do célculo do grupo de Galois de um
polindmio f(z), com zeros distintos sobre um corpo K. Estaremos especialmente interes-
sados no caso K = @Q, o corpo dos nimeros racionais, e quando f(x) é irredutivel sobre
K. Esta dissertacao tem por objetivo ser uma contribuicao ao dominio da computacao
simbdlica e algébrica.

No Capitulo 2, apresentaremos algumas definicoes e resultados bdsicos que serao
necessarios para o entendimento dos capitulos subsequentes.

No Capitulo 3, discutiremos métodos computacionais usados para determinar invari-
antes de “Gal(f/K)”, incluindo trabalho feito previamente. Discutiremos em detalhes o
uso de “polindémios resolventes” e mostraremos como a “resolvente linear” pode ser usada
na determinagao de “Gal(f/K)”.

No Capitulo 4, descreveremos um algoritmo prético e exato que usa “resultantes poli-
nomiais” para calcular “resolventes lineares”.Nosso algoritmo necessitara de algumas re-

stricoes sobre o corpo base K quando sua “caracteristica” for nao nula.
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No Capitulo 5, implementaremos o algoritmo do Capitulo 4 sobre K = Z,, onde
p ¢ um ntmero primo suficientemente grande, como um algoritmo modular que calcula
“resolventes lineares” sobre 7Z para polinémios monicos f(x) € Z[x]. Também no Capitulo
5, incluiremos exemplos que ilustram os métodos descritos nesta dissertacao.

No Capitulo 6, sao apresentadas algumas sugestoes visando o prolongamento deste

trabalho.
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Capitulo 1

Conceitos Basicos

Neste capitulo estudaremos algumas definicoes e resultados bésicos que serao necessérios
no decorrer dos capitulos subsequentes. O leitor interessado em mais detalhes deve con-

sultar [5, 6, 8, 9, 11].

1.1 Grupos

Seja G um conjunto nao-vazio munido de uma operagao bindria (denominada produto)
e : GxG — G
(a,b) +— aeb.
Dizemos que (G, e) é um grupo se e satisfaz:
(i) ae(bec) = (aeb)ec Va,b c e G (associatividade);
(i) de € G tal que aee = e o a = a,Va € G (elemento identidade);
(iii) Dado a € G,3a! € G tal que aea™ = a~! @ a = e (elemento inverso).
Se, além disso, e satisfaz:
(iv) aeb="Dbea,Va,b e G (comutatividade)

dizemos que (G,e) é um grupo abeliano ou comutativo. Sejam n € Nyn > 2 e Z, =
{0,1,...,n — 1} o conjunto das classes de equivaléncias obtidas da relagao mod n. Entao

(Zy,,®) € um grupo abeliano, onde @ é definida por

D Ly XLy — Ly

(@b) +— a-+b.

1



(Z,, ®) é chamado de grupo aditivo dos inteiros modulo n. Sejam C' = {1,2,...,n} e
S, ={f:C — C; [ ébijegao}.

Entéao (S,,0), onde o denota a composi¢ao de fungdes, ¢ um grupo finito, o qual é nao
abeliano para n > 3, chamado de grupo das permutagoes de n simbolos. Um elemento

o €5, tal que

o(l) =ay,0(2) =ag,...,0(n) =a,
serd denotado por
1 2 ... n
a as --- Qp,

Sejam (G1,0), (G2, A) grupos e G = G; X G3. Entéo (G, @) é um grupo, onde e ¢ definida

por

o GxG — G
(a,b),(e,d)) = (alle,bAd).
G ¢é chamado de produto direto de G1 por G5. Tem-se que G é abeliano se, e somente se,

(G1 e (G5 sao abelianos. De modo andlogo, define-se o produto direto de n grupos
(G, :)» (G2,;)u RN (Gm;)'
A ordem de um grupo finito G é o niimero de elementos em G e denotada por |G|. Assim,
|Sy| = nl|G1 x Ga| = |G| |G2| e |Zn| =n.

Se G ¢ infinito, dizemos que a ordem de G ¢ infinita e escrevemos |G| = oco. Sejam
(G,e) um grupo e H um subconjunto nao-vazio de G. Dizemos que H é um subgrupo
de G, denotado por H < G, quando (H,e) é um grupo. Claramente, {e} e o préprio
GG sao subgrupos de G, chamados de subgrupos triviais de G. Se Hy,Hs,..., H, < G,
entao (i, H; < G. O conjunto de todos os subgrupos de G serd denotado por Sub(G).
Se H € Sub(G) ¢ tal que H # G e VK € Sub(G) com H ¢ K, tem-se K = G, entdo
H ¢é denominado subgrupo mazximal de GG. Objetivando simplificar as notacoes, de agora
em diante quando afirmarmos que G é um grupo, ficard implicita a operacao e e dados
z,y € G, seu produto z ey serd denotado por zy. As vezes, operacoes distintas de grupos

distintos serao denotadas da mesma maneira.

Proposigao 1.1 Sejam G um grupo e H um subconjunto nao-vazio de G. Entio H < G

se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
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1. Vx,y € H, tem-se xy € H;
2. Vo € H, tem-se x~' € H. [ |
Sejam GG um grupo qualquer e

Z(G)={x € G:29=gzx,Vg € G}

Tem-se que Z(G) < G e, além disso, Z(G ) € abeliano. Z(G) é chamado o centro de G.

Se x € G, o centralizador de x em G, denotado por Cg(x), é o conjunto
Ca(r) ={9€ G: g 'eg =z}

Verifica-se que Cg(x) < G e, além disso, G é abeliano se, e somente se, Cq(z) = G,Vx € G.
Sejam G um grupo, x € GG e n € Z. Define-se 2" € G da seguinte maneira:
" lr, sen>0
T =19 e se n=20
(z7H)™, se n < 0.
Sejam G um grupo e x € G. Se existir n € Z tal que " = e, definimos a ordem de x, em

simbolos o(z), como sendo
o(r) =min{n € Z; : 2" =e}.

Caso contrério, dizemos que o(z) = co. Sejam G um grupo, S um subconjunto ndo-vazio
de G e
(S) ={aiaz-+-a,:a; €S ou a;' € S}.
Tem-se que (S) < G. (S) é chamado de subgrupo gerado por S. No caso em que S = {a},
entao
(SY=(a)y={...,(aH}atead .  }y={d:tcZ}
¢ chamado de grupo ciclico gerado por a. E fécil ver que todo grupo ciclico ¢ abeliano e

que o(x) = |(z)|,Vz € G. Sejam G grupo, H < G e x € G. Entao H* < G, onde
H* =gHx ' = {zha ' h € H}.

Se H, K < (G, dizemos que H e K sao conjugados em G se existir x € G tal que H* = K.
Verifica-se que conjugagdo ¢ uma relagao de equivaléncia em Sub(G). Sejam G grupo,
H < G e x € G. Definimos a classe lateral a esquerda de H em G contendo x como sendo

o conjunto

zH = {zh;h € H}.



Proposigao 1.2 Sejam G grupo finito e H < G. Valem as sequintes afirmagaoes:
1. zH =yH <=y € Hx,Vx,y € G,

2. |zH| = |H|,Vz € G;

3. G =z1HUxoHU--- Uz, H. [ ]

O conjunto das classes laterais a esquerda de H em G serd denotado por % ‘%} =
(G : H) é chamado indice de H em G.
Teorema 1.1 (Lagrange) Sejam G um grupo finito e H < G. Entao

G| = (G- H) |H].
|

Coroldrio 1.1 Seja G um grupo finito. Vale o sequinte:

1. Se |G| = n, entao ™ = e,Vx € G;

2. Se |G| = p, onde p é primo, entao G é ciclico. [ |

Coroldrio 1.2 (Pequeno Teorema de Fermat) Se p € N é um nimero primo, entao
a’~! = 1modp,Va € Z — pZ.
[ |
Sejam G um grupo e H < G. Dizemos que H é normal em G, em simbolos H <G, se
HI C HVgeG.

Claramente os subgrupos triviais de G sao normais em G. Uma verificagao simples mostra
que Z(G) < G. Se G é abeliano, entao H < G,VH € Sub(G). Um grupo é dito simples se

seus Unicos subgrupos normais sao os triviais.
Proposicao 1.3 Seja G um grupo. As sequintes afirmacoes sio verdadeiras:
1. NdG < N9 = N,Vg € G;

2. Nl,NgﬁGleﬂNgﬁG;



3. H<G,N<G= HN = {hn;h € Hn € N} < G:
4. Ni, Ny <G = NN, <G
5 H<G NdG=HNN<<H. ]

Proposicao 1.4 Sejam G um grupo e HG. Entao (%, ®) é um grupo, onde ® é definida

por
©® % X % — %
(xH,yH) — xyH.
% é chamado grupo quociente de G' por H. [ |

Seja G um grupo. Definamos em G a seguinte relacao:
x,y € G, $;:y & 3Jg € G tal que y = g tzg.

Prova-se que (; ¢ uma relacao de equivaléncia em G. Se x > Y dizemos que x e y sao

conjugados em G. Dado x € (G, a classe de equivaléncia de x em G determinada por > é
C, = {9 '2g;9 € G}
e é chamada de classe de conjugacao de x em Gj
Proposigao 1.5 Seja G um grupo finito. Entdao:
1. |Cyl |divide |G| e Cp = {2} & 2 € Z(G);
2. |G| =Z(G)|+ g:(c;) |Cy,| (Equagdo das Classes). [ |
©,¢7

Um homomorfismo entre dois grupos G, G’ ¢ uma funcao f : G — G’ que é compativel

com suas operacoes, isto é,

flzy) = f(x)f(y), Yo,y € G.

No caso em que G = G, dizemos que f é um endomorfismo. Se f: G — G’ &€ um
homomorfismo bijetor, chamamos f de isomorfismo e dizemos que G e G’ sdo isomorfos
(notagao:G = G’). No caso em que G = G’, dizemos que f é um automorfismo. O
conjunto dos automorfismos de um grupo G serd denotado por Aut(G). Dado g € G, a
fungao ¥, : G — @ definida por ¥, (z) = g 'zg ¢ um automorfismo. ¥, é chamado
de automorfismo interno de G. Notagao: Inn(G) representard o conjunto de todos os

automorfismos internos de um grupo G.



Proposicao 1.6 Seja G um grupo. Entao (Aut(G),o) é um grupo e, além disso, Inn(G)<
Aut(G). [ |

Proposicao 1.7 Sejam G,G’ grupos com identidades e, €', respectivamente e ¢ : G —

G' um homomorfismo. Vale o sequinte:

1. Im(p) = ¢(G) = {»(g);9 € G} < G

2. Ker(p) ={g9€ G;p(g) =€} 3G (Ker(p) é denominado niicleo do homomorfismo

@) e mais, @ € injetor se, e somente se, Ker( ¢) = {e}. [ |

Teorema 1.2 (dos Homomorfismos) Sejam G,G" grupos e ¢ : G — G’ um homo-

morfismo. Entao

Corolario 1.3 Seja G um grupo qualquer.
1. Se G é um grupo ciclico, entio G = (Z,+) se |G| =0 e G = Z,, se |G| = n;
2. Inn(G) = 2%

Z2(G)’

3. Se X = {x1,29,...,2,}, entdo (P(X),0) = S, onde P(X) denota o conjunto das

permutacoes dos elementos de X. |

Proposigao 1.8 Sejam m,n, s inteiros positivos tais que s™ = 1mod(n). Entao existe,
a menos de isomorfismos, um dnico grupo G, com |G| = nm, gerado por dois elementos

a,b € G satisfazendo as sequintes relagoes:

" =e

a = bta®h.
Neste caso, G ={a't’;0<i<n—1,0<j<m-—1}. [ |
O grupo G tal que

|G| =2n,n € N,G = (a,b),a" =b*=¢ e a=b"'a’b,n,s €N



é chamado de grupo diedral de ordem 2n e denotado por Ds,. O grupo G tal que
|G| =2",neN,G = (a, b),ULTH1 —el?=a"" ebab ' =a"

é chamado de grupo dos quatérnios de ordem 2" e denotado por (Qsn. Sejam K,G, H

grupos e ¢ : K — G, ¢ : G — H homomorfismos. Dizemos que o diagrama
K62 H

¢ uma sequéncia exata em G se Im(p) = Ker(y) ou, equivalentemente, (¢ o ¢)(z) =
ey,Vo € K. Seja{...,G;_1,Gi,Giyq, ...} uma familia, eventualmente infinita, de grupos

e{...,p;: G; — Gy, ...} uma familia de homomorfismos. Dizemos que o diagrama

Pi—1 P; Pit1

¢ uma sequéncia exata, se & exata em G;,Vi € I | isto é, se Im(p;,_;) = Ker(p,),Vi € I.
Sejam G grupo e H < G. Dizemos que G se fatora sobre H se existir K < G tal que
G =HK e HN K = {e}. Neste caso, dizemos que K é um complemento de H. Sejam

H, K dois grupos e
o: K — Aut(H)

ko +— o(k)

um homomorfismo. O conjunto G = H x K equipado com a operacao
(h, k)(W' k') = (ho(k)(), kK')

¢ um grupo, onde o elemento neutro ¢ (ex, ex) e o elemento inverso de (h, k) é (o(k~1)(h71), k71).

Tal grupo sera denotado por H x, K.

Teorema 1.3 Sejam H, K grupos, o € Aut(K) e G = H x, K. As sequintes afirmagoes

sao verdadeiras:

1. Se o é o homomorfismo trivial, isto é, se o(k) = Idy,Vk € K, entio G é o produto
direto usual H X K; se o nao é o homomorfismo trivial, entao G é nao-abeliano,

mesmo que H e K sejam abelianos;

2. Existem H <G, K' < G com H =2 H,K' 2 K tais que G se fatora sobre H', com

complemento K';



3. Ezistem ¢ : H — G homomorfismo injetor, 1 : G — K’ homomorfismo sobreje-

tor tais que a sequéncia abaixo é exata:
! P P ! .
{eH/} — H —— G — K — {GKI},
|

Em virtude do Teorema acima, o grupo H X, K serd simplesmente denotado por H K
e denominado produto semi-direto de H por K. Um grupo de Frobenius ¢ um grupo finito

G contendo um subgrupo normal nao-trivial M tal que
Ca(z) < M,Vx e M* = M — {e}.

M ¢é chamado de nicleo de Frobenius de G. O grupo de Frobenius de ordem n serd

denotado por F,.
Teorema 1.4 Se G é um grupo de Frobenius com nicleo de Frobenius M, entao:
1. mdce(|M],(G: M)) =1;
2. dH < G tal que mdc(|H|, (G : H)) = 1, G fatora-se sobre M com complemento H,
HNH*={e},VeeG—H e M:{e}U{y:ygéngHx}.
[ |
Teorema 1.5 Um grupo de Frobenius possui um tinico nicleo de Frobenius. |

Teorema 1.6 Sejam G grupo finito e H < G. Se HNH* = {e},Vx € G — H, entio G é

um grupo de Frobenius com nicleo de Frobenius M tal que
M={eyUly:y¢ UH"}
Além disso, G fatora-se sobre M com complemento H. |

Se G < S, entdo dizemos que o grau de G' & n (notacao: deg(G) =n). O estudo dos

grupos S,,n € N, é importante, em virtude do seguinte teorema:

Teorema 1.7 (Cayley) Se G é um grupo finito, com |G| = n, entdo G é isomorfo a um

subgrupo do S,. [



Uma permutacao o € S,, é chamada de ciclo se existem elementos distintos i1, ..., i, €
{1,..,n},1 <r < mn, tais que o(iy) = ia,0(ia) = i3, ...,0(ir_1) = ir,0(i,) = i1 € 0(j) = 7,

Vie{l,...n} —{i,...,i}. Tal ciclo serd denotado por
(i, i, - .- ir).

r & chamado de comprimento do ciclo. Os ciclos tais que r = 2 sao também chamados de

transposi¢oes. Dois ciclos

(11,09, -+, 0r), (J1, 025 - - -5 Js) € Sn
sao ditos disjuntos se
{Z'177:2> B 7ir} N {jl?j?a s ajs} = @

E facil ver que se 0,7 € S, sao ciclos disjuntos, entao o7 = 70.

Proposigao 1.9 Seja o € S, o0 # (1). Entao o é igual a um produto de ciclos disjuntos

de comprimentos > 2; tal fatora¢do é tnica, a menos da ordem. |
Seja D = D(xy,...,x,) a seguinte fun¢do nas varidveis xy, ..., z,, onde
vy = v, Vi, 5 € {1,...,n},

D(xy,...,xn) = (11 —x2) (21 —x3) -+ - (1 — ) (X2 — 23) -+ (T — X)) -+ (X1 — T)

o qual denotaremos por

D = H (z; — ;).

1<i<j<n

Se o € S,,, denotamos por

D7 = [I @ow—0w).

1<i<j<n

Prova-se que D° = (—1)¥D, onde k ¢ o nimero de fatores da forma (z; —z;). Se D’ = D,
dizemos que o é uma permutacdo par. Se D° = —D, dizemos que ¢ é uma permutacao
impar. Seja

A, ={o€S,: D’ =D}

Entao A, <S,. A, é chamado de grupo das permutagoaes pares de S, ou grupo alternado

de grau n. Além disso, |A,| = %' Um grupo G diz-se solivel se existem subgrupos
e} =G <G <G < <G, 1 £G=G

tais que



(1) Gi—l d GmVZ S {17 s ,TL},

(ii) 2= & abeliano, Vi € {1,...,n}.

i—1
Proposicao 1.10 1. Todo subgrupo de um grupo solivel é solivel,

2. Todo quociente de um grupo solivel é solivel;

3. Sejam G um grupo e N JG. Se N e % sao soliveis, entao G é solivel. ]
Teorema 1.8 Se n > 5, entdo S,, nao é solivel. [ |

Teorema 1.9 (Burnside) Todo grupo finito cuja ordem é divisivel no mdzimo por dois

primos é solivel. |

Teorema 1.10 (W. Feith e J. Thompson) Todo grupo finito de ordem impar é solivel.
|

1.2 Anéis

Seja A um conjunto nao-vazio, munido de duas operagoes bindrias, denominadas soma

e produto e denotadas, respectivamente por + e o. Assim

+ : AxA — A o : AXA — A
(,y) — x4y (z,y) — zey.

Dizemos que (A, +,®) é um anel se as seguintes condiges sao satisfeitas:
(i) (A,+) é um grupo abeliano;
(ii) ae(bec) = (aeb)ec,Va,b ce A (associatividade);
(iii) ae(b+c)=aeb+aecVa,b ce A (distributividade a esquerda);
(iv) (a+b)ec=aec+bec Va, b ce A (distributividade a direita).

Dado ( A,+,e) anel, denotaremos o elemento neutro da soma por 0 e dado a € A,
denotaremos por —a seu elemento inverso com respeito a soma. De modo andlogo aquele
feito para grupos, dados z,y € A, seu produto x e y serd denotado simplesmente por

xy. As vezes, para efeito de simplificacao, anéis distintos com soma e produto distintos,
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serao denotados pelo mesmo simbolo, quando nao houver perigo de confusdo. Também (

A, +, o) serd denotado simplesmente por A. Se um anel A satisfaz a propriedade:
dl1 € A tal que z1 =1x =z,Vx € A,
dizemos que A é um anel com unidade. Se um anel A satisfaz a propriedade:
xy =yx,Vr,y € A,
dizemos que A é um anel comutativo. Se um anel A satisfaz & propriedade:
Vr,y € A taisque zy =0=2=0 ou y =0,

dizemos que A é um anel sem divisores de zero. Caso contririo, dizemos que A é um
anel com divisores de zero. Um anel comutativo, com unidade e sem divisores de zero
é chamado de dominio de integridade ou simplesmente dominio. Seja D um dominio.
Um elemento x € D,x # 0 é dito invertivel (em D) se Jy € D tal que zy = yx = 1.
O elemento y é chamado de inverso de x. O conjunto dos elementos invertiveis de D
serd denotado por U(D) e dado z € D,z # 0, seu inverso serd denotado por z~1. Se
z,y € D, comy € U(D), entao xy~* serd denotado por % Um anel com unidade, onde
todo elemento nao-nulo possui inverso é denominado anel de divisao. Um corpo K é um

dominio no qual todo elemento nao-nulo é invertivel, isto é,
Va € K*,3b € K tal que ab = ba = 1.

Isto é equivalente a dizer que (K, +), (K*, ) sdo grupos abelianos e vale a distributividade
a esquerda e a direita. (Z,,®,®),n € N,n composto, ¢ um anel finito, com divisores de

zero, onde
® : 2y XL, — L, e@ Ly X Ly — Dy,
@y — Ty (@3) = T
Ja (Z,,®,®),p € N,p primo, é um corpo finito. (Z, +, ) é um dominio infinito e mostra-
se que todo dominio finito é corpo. Temos que (Q, +, o), (R, +,) e (C, +,®) s@o corpos

infinitos, onde
® Cx C — C

(a+bi,c+di) — (ac—bd)+ (ad+ bc)i.
Sejam K corpo e K; um subconjunto nao-vazio de K. Dizemos que K7 é um subcorpo de K

se (K1, +) < (K, +) e (K, o) < (K*, o). E ficil ver que se K, K, ..., K, sio subcorpos
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de K, entao K1N KyN---N K, também o é. Além disso, se S é um subconjunto nao-vazio

de K, entao o conjunto (S) C K definido por
(S) ={za1 + w2+ -+ axpan:neNz e Koy € S;i=1,...,n}

também é um subcorpo de K, chamado de subcorpo de K gerado por S. Dizemos que um
corpo L é uma extensio de um corpo K se L contém K como subcorpo. Notagao: L/K
significa que L é uma extensao de K. Se L/ K é uma extensao, prova-se que L possui uma
estrutura de espaco vetorial sobre K. A dimensao de L, visto como um espaco vetorial
sobre K ¢ chamada de grau de L sobre K e denotada por (L : K). Diz-se que L/K ¢
uma extensao finita se (L : K) é finito. O conjunto de todos os subcorpos de L contendo
K serd denotado por Lat(L/K). Seja L/K uma extensao de corpos e ay, @, ..., a, € L.

Entao o conjunto
Koy, an,. .. ap) ={ag + a1 + -+ apo, s a; € K,i =0,...,n}

¢ um subcorpo de L contendo K e aq,qa,...,a,. Além disso, é o “menor” subcorpo de
L com esta propriedade, isto ¢, se L' ¢ um subcorpo de L contendo K e aq, o, ..., ap,
entdo K(ag,as,...,a,) C L. K(ag,as,...,a,) é chamado de subcorpo gerado sobre K
por au, o, ..., a,. Uma extensao L/K é dita simples se existe « € L tal que L = K(a).
Se, além disso, 3m € N tal que o™ € K, dizemos que L/K é pura. Sejam A e A’ anéis.

Uma fungao f: A — A’ diz-se um homomorfismo se satisfaz as seguintes condigoes:
(i) fla+b) = fla)+ f(b),¥a,b e A
(if) f(ab) = f(a)f(b),Va,b e A.

Se A = A, f é chamado de endomorfismo. O homomorfismo f : A — A’ tal que

f(z) =0 Vz € A, é chamado de homomorfismo nulo.

Proposigao 1.11 Sejam A, A" anéis e f: A — A" um homomorfismo. Vale o sequinte:
1. f(0) =0
2. f(—a) = —f(a),Ya € A;

3. Se A e A" sao dominios e f ndo é o homomorfismo nulo, entao
(1) =15
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4. Se A e A’ sdo corpos e f nao é o homomorfismo nulo, entdo f ¢é injetiva. [ |

Se A e A’ sdao anéis e f descrita acima é uma bije¢ao, dizemos que [ & um isomorfismo
de A em A’. Neste caso, dizemos que A e A’ sdo isomorfos e escrevemos A = A’. No caso

em que A = A’, dizemos que [ é um automorfismo.

Proposigao 1.12 Seja A um anel e seja Aut(A) o sequinte conjunto:

Aut(A) ={f : A — A; f ¢é automorfismo}.
Entao (Aut(A), o) é um grupo. [

Teorema 1.11 Se K é um corpo finito, com | K |= q, entdo ¢ = p", com p primo.

Reciprocamente, dado q = p"

tal que | K |=q. [

, existe, a menos de isomorfismos, um unico corpo finito K

Seja K um corpo e seja G L, (K) o conjunto das matrizes n X n invertiveis com entradas
em K. Temos que (GL,(K),e) é um grupo, onde e denota o produto de matrizes. Temos
ainda que SL,(K)={M € GL,(K);det M =1} <GL,(K). No caso em que | K |=¢q <
00, as notagoes para GL,(K) e SL,(K) sao, respectivamente, GL(n,q) e SL(n,q) (grupo

linear geral e grupo linear especial, respectivamente). Demonstra-se que

I (¢"—q) e | SL(n,q)|= CLmD]

0<i<n—1 g—1

| GL(n,q) |

Seja K um corpo finito e seja G = GL(n,q). O grupo linear geral projetivo, denotado

por PGL(n,q), é definido como sendo o grupo quociente % Ja o grupo linear especial

projetivo, denotado por PSL(n,q), é definido como sendo o grupo quociente Z(Gs)ﬁ(—k%.

Sejam D um dominio, x € D e n € Z. Define-se nx € D da seguinte maneira:

(mn—1Dz+xz, sen>0
nr =< 0, se n=10

—n(—x), se n < 0.

Prova-se que

m(z +y) = mx +my,Ym € Z,Nz,y € D

(mn)x = m(nx),Ym,n € Z,Vx € D.
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Um dominio D é dito de caracteristica zero (notacao: Char(D) = 0 ) se, dados m €
Z,x € D* tais que mx = 0, entao m = 0. Se existe m € Z* tal que mx = 0, com x € D*,

dizemos que D é de caracteristica finita. Neste caso, definimos C'har(D) como sendo
Char(D) = min{m € N;mz =0, para algum = € D*}.
Proposicao 1.13 Seja K um corpo. Entao as sequintes condigoes sao satisfeitas:
1. Se Char(K) =0, entdo | K |= oo;
2. Se | K |=p",p € Zi,ne N pprimo, entao Char(K)=p epr =0,YzeD. N
Seja A um anel comutativo e com unidade. Um polinémio f sobre A é uma sequéncia

f=(ap,a1,as,...)

com a; € A,Vi € Z, e Ine Z, tal que a,.r = 0,Vk € N. Assim sendo, f pode ser escrito
da seguinte maneira:

f=(ap,a1,as,...,a,0)
onde o simbolo OJ significa que a,+x = 0,Vk € N. Se g = (bo, b1, b2, ..., by, ) & outro
polinémio sobre A, dizemos que f = g se a; = b;,Vi € Z,. O conjunto dos polindmios
sobre A, denotado por A, é um anel, com soma @ e produto @ definidos, respectivamente,

por

(ag, a1, az, ... ,an,0) @ (bo, b1, ba, ..., by, ) = (ag + by, a1 + by, a2 + ba, . ..)

(ao, a1, ag, ..., 0y, D) ® (bo, bl, bg, Ce ,bm, D) = ( Z Cll'bj, Z aibj, .. )
i4j=0 i+j=1

Agora, identificando (1,0) com 1,0 elemento a; € A com (a;,d) e (0,1,0) com z, é f4cil
ver que 22 = (0,0,1,00) e, por indugao, que x* ¢ a sequéncia (ag,as,...,a;, ) tal que
a; =1ea,=0,Vk <i,k €Z, e que todo polinomio f = (ag,as,as,...,a,,J) € A pode
ser escrito da seguinte maneira (denominada notagdo formal):

n

f=f(@)=a"+ap 12"+ +agr? +a1x+ag = Zaiﬂ

i=0

onde a,. = 0,Vk € N, convencionando-se 2° = 1 e 2! = z. (A, ®,®) serd, de agora em

diante, denotado por A[z| (anel dos polinomios em uma “indeterminada” = sobre A ). Se
f(2) = apa™ + an12™ ' + -+ aa® + a1z + ag € Al
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os elementos ag, ai, as, ... sao denominados coeficientes de f. Quando n = 0 e ag # 0,
entdo f(z) = ag é chamado de polinémio constante sobre A. Quandon = 0 e ag = 0, entao
f(z) é chamado de polinomio identicamente nulo sobre A e denotado por 0(z). Assim,
f(z) =0(x) se, e somente se, a; = 0,Vi € Z,. Se

n

flz) = Zaixi € Alx],

1=0

entao o grau de f(z), denotado por df(z), ¢ definido como sendo
Of(x) = max{r € Z;;a, # 0 e a, = 0,Vk € N}.

Observemos que d0(x) nao estd definido. Se

n

flz) = Zaixi € Alx],

com Jf(z) = n, dizemos que a, é o coeficiente lider de f(x). No caso especifico em que

a, =1, f(x) é dito monico.

Proposigao 1.14 1. Se A é um dominio e f(z), g(x) € Alz|, tais que f(x)+g(x) # 0,

entao

O(f(x) + g(x)) = max{df (), 0g(x)} e (f(x)g(x)) = O(f(x)) + (g(x)).
Neste caso, Alx] é um dominio.

2. Se A é um corpo, entio os unicos polinémios invertiveis sobre Alx] sdo os polindémios

constantes. Assim, Alz] nunca é um corpo. [ |

Se A[z] € um dominio, definimos A[x1, x5] como sendo (A[z1])[x2], ou seja, o conjunto
dos polindmios em uma indeterminada xs com coeficientes em Alz;]|. Temos, pela comuta-
tividade de A, que Alzy, xs] = (Alz1])[x2] = (Alxa])[z1]. Fazendo identificagoes andlogas

aquelas feitas para A[z], temos que todo polindémio

f(x1,72) = (90(21), 91(71), - -, gu(21),0) € Alz1, 73]

pode ser escrito na notagao formal

f=flonm) =) Y ayrias

i=0 j=0
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onde a;; € A,i,j € Zy taisque ¢t + j < n e ajppjp = 0,Vk,l € N, Vi, j € Z, tais que
t + 7 = n. Do mesmo modo, dado

f=flz,29) = ZZaljx’ixé € Alxq, xo],

i=0 j=0

o grau de f(x1,23) é definido como sendo
Of (x1,3) =max{r+s € Zy;a,s #0ea;; =0,Yi,j € Z, comi+j>r+s }.

Por inducao, define-se Alxy,...,x,] = (Alxy,...,2,-1])[xs]. Sejam D dominio, o € D,

f(z) =>"" ya;x" € D[z] e o homomorfismo
Pq - D[ZL‘] — D
Sairt — Ya;al
i=0 i=0

Define-se a avaliagdo de f(x) em «, denotada por f(«), como sendo f(«a) = ¢, (f(x)). No

caso em que f(a) =0, dizemos que « é raiz ou zero de f(x).

Proposicao 1.15 Se K é um corpo e f(z) € K[z],0f(x) =n > 0, entdo f(z) possui no

mdximo n raizes em K e em qualquer extensao de K . |

Seja p € N primo. A funcao
p: Llx] — Zylx]
St — Sart
i=0 i=0

¢ um homomorfismo sobrejetor de anéis, onde @; significa a; modp. Dado f(z) € Z|x],
entdo ¢(f(z)) serd denotado por f(z)modp. Sejam D dominio ¢ ¢ € D. Um elemento
b € D édito divisor ou fator de a (em D) se existir ¢ € D tal que a = bc; dizemos também
que b divide a ou que a é multiplo de b e denotamos b | a. Se b ndo é um fator de a,
dizemos que b ndo divide a e denotamos b { a. Se existe u € U(D) tal que a = ub, dizemos

que a e b sao associados. Seja D dominio. Um elemento a € D* é dito irredutivel se

(i) a ¢ U(D);

(ii) Vb, c € D tais que a = be, entao b € U(D) ou ¢ € U(D).

Seja D dominio. Um elemento p € D* é dito primo se
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(i) p ¢ U(D);

(ii) Va,b € D tais que p | ab, entdo p | a ou p | b.

Mostra-se que, em D, todo elemento primo é irredutivel, mas nem sempre a reciproca

¢é verdadeira.

Proposigao 1.16 Sejam D dominio, f(x) € D[z], 0f(x) #0 e € D. Tem-se f(a) =0

se, e somente se, (x — ) divide f(x). [ |
Corolario 1.4 Seja K corpo. Vale o sequinte:

1. Se f(x) = Ya;x" € Klz], 0f = n > 0, possui n raizes vy, vy, ...v, em K, entio
i=0

f(@) = an(z = o) (@ = vg) -+ (x = vn);

n
2. Se f(x) = > ax* € K[z], 0f =n > 0 possuir raizes vy,vs,...v, em K, comr < n,
i=0

entao f(r) = a,(z—v1)(x —v9) - -+ (x — v.)t(x), onde t(x) nao possui raiz em K. B

Sejam K corpo, f(z) € K[x] e L uma extensao de K. Dizemos que L é o corpo de

decomposi¢io de f(x) se:
(i) Todas as raizes vy, v, ..., v, de f(z) estdo em L, isto é,
f(x) =an(x —v1)(x —vq) -+ - (x — v,) € L[z];
(ii) L é gerado sobre K por vy, vy, ..., vy, isto &, L = K(vy, vy, ..., 0y,).

Vale salientar que dado um polinomio f(z) € KJz|, seu corpo de decomposigao é

unico, a menos de isomorfismos.

Teorema 1.12 (Kronecker) Sejam K corpo, f(x) € K[z],0f = n > 0 . Eriste um

corpo L tal que K C L e L é o corpo de decomposi¢ao de f(x). |
Sejam D dominio e aq,as,...,a, € D. Um elemento d € D é dito mdzimo divisor
comum de ay,as, ..., a, se ocorre:

(1) d’alvd’a27'-->d|an;
(ii) sed € D étal que d' | ay,d | ag,...,d | a,, entdo d' | d.
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Notacao: d = M DC{ay,as,...,a,}. Em particular, se d = 1, dizemos que aq, as, . . ., a,
sao relativamente primos. Sejam D dominio e ay, as, ..., a, € D. Um elemento m € D é

dito minimo maltiplo comum de a4, as, ..., a, se ocorre:
(1) a1 | myas | m,... an | m;
(ii) sem’ € D étal que ay | m/, a9 | M/, ... a, | M, entdo m | m'.

Notacao: m = MMC{ay,as,...,a,}. Se, num dominio D, para todo par de elementos
a,b € D, existe algum maximo divisor comum (minimo miltiplo comum), diz-se que
D é um dominio com mdximo divisor comum (minimo muiltiplo comum). Um dominio

euclidiano ¢ um dominio D equipado com uma fungao
o: D" — 7,
que satisfaz as seguintes propriedades:
(i) Ya,b € D,b#0,3t,r € D tais que a = bt +r, com r = 0 ou ®(r) < ®(b);
(i) Va,b € D*, tem-se ®(a) < ®(ab).

Mostra-se que (Z,+,e,| . |) e (K[z],®,®,0) sdo dominios euclidianos, onde K é um

corpo e |.| e 0 sdo, respectivamente, as fungoes

l.|: 2 — Z,

0: Klz]-{0} — Z;
f(x) — A(f(x))

Proposigao 1.17 (Algoritmo da Divisao) Sejam D dominio,
f(z) € D[x] e g() = bpa™ + byy_12™ F + -+ + byw + by € D[z]
tal que b,, € U(D). Entdao:

1. Ezistem t(x),r(x) € Dlx] tais que f(x) = g(x)t(z) + r(x), com Or(z) < dg(x) ou
r(z) = 0(z);

2. Tais t(x) e r(z) sao unicamente determinados. [ |
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Um dominio D é dito dominio fatorial ou dominio de fatoragao unica se todo elemento
nao-invertivel de D se escreve de “maneira tinica” como produto de elementos irredutiveis

de D, isto é, de maneira precisa:

(i) Todo elemento nao-invertivel de D é um produto finito de fatores irredutiveis;

(i) Se {pi}1<i<s € {¢;}1<j<t s@o familias finitas de elementos irredutiveis de D tais
que pr--ps = q1---Q, entao s = t e, a menos de ordenacao, p; é associado a
q;,Vi=1,...,s (isto &, existe uma permutacao o de {1, ..., s} tal que p; é associado

aqg(i),Vi:L...,S )

E facil ver que, em um dominio fatorial, todo elemento irredutivel é primo e que todo
dominio fatorial ¢ um dominio com maximo divisor comum (dominio com minimo multiplo

comum).
Teorema 1.13 Seja D um dominio euclidiano. Entdo:

1. Ya,b € D, com b # 0,3d = MDC{a,b} e Ir,s € D tais que d = ra + sb;

2. Taisr e s podem ser efetivamente calculados quando a divisao em D é efetiva ( isto
é, existe um algoritmo que calcula r e s quando existe um algoritmo de divisao em

D, similar ao Algoritmo de Euclides para os inteiros). |
Seja (D, +, o) um dominio. Um corpo de fragoes de D é um corpo (K, ®,®) tal que:

(i) (D,+,e) C (K, ®,®), isto é, existe D' C K, D’ dominio, tal que D' = D, a restrigao

de @ para D’ é igual a + e a restrigao de ® para D' é igual a e;

(il) Ya € D*, 3¢ € K tal que o = £a = 1, ou seja, todo elemento ndo-nulo de D possui

um inverso em K.
Proposicao 1.18 Seja D um dominio qualquer. Vale o sequinte:

1. Existe um corpo de fragoes de D;

2. Se K1 e Ky sao corpos de fragoes de D, entao K; = K. [ |

Em particular, Q é o corpo de fragoes de Z.
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Proposigao 1.19 Sejam D um dominio fatorial e K seu corpo de fragoes. Se f(x) € Dl[z]

é irredutivel sobre D, entao f(x) é irredutivel sobre K. [
Teorema 1.14 (Gauss) Se D é um dominio fatorial, entdo D[z]| também o é. [
Coroldrio 1.5 Se D é um dominio fatorial, entao D[z, ..., x,| também o é. [ |
Teorema 1.15 (Eisenstein) Seja D um dominio fatorial com corpo de fragées K e
f(z) = apa" + ap_12" '+ - -+ ayx + ag € D[z].

Sepe D é primo e satisfaz

1. pla,Vi<neptay

2. p* ¥ ap;

Entao, f(x) é irredutivel sobre K. [

Seja A um anel comutativo com unidade. Dizemos que f(x1,...,x,) € A[z1, ..., 2,] €
um polindmio simétrico se, dada qualquer permutacao o € S, tem-se que f (1), - -, Tom)) =
f(z1,...,2,). Dadoi € {1,...,n},0i-ésimo polinémio simétrico elementar s;(z1, ..., x,)

¢ definido como sendo N
Si(ll‘l, Ce ,l’n) = Zakle e Ly

k=0

onde 1 <j1<7jo...<j;<n,ap=1eN = (TZL)

Teorema 1.16 (Polindmios Simétricos) Seja A um anel comutativo com unidade.

Vale o segquinte:

1. Se f(x1,...,2,) € Alxy,...,x,] é um polinémio simétrico, pode-se construir um
inico polinomio g(xq,...,x,) € Alxy, ..., x,] tal que f(xy,...,2,) = g(s1,-..,8n);
2. Se f(x) =Y a;x" € Alx], comdf(x) =n > 1,a, invertivel e raizes vy, vy, . . ., Uy, entao
i=0
Qan—1 i .
= (—1)'si(x1,...,2,), Vi€ {1,...,n}.
|
Coroldrio 1.6 Sejam A um anel comutativo com unidade,
flz) = Zaixi € Alx],
i=0
com Of(x) = n > 1,a, invertivel e vy, vy, ..., v, suas raizes. Se g = g(vy,v,...,V,) €
simétrico, existe unico h = h(3%, -+, *=*) tal que g = h. [ |
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1.3 Extensoes Algébricas

Seja L/K uma extensdo. Um elemento o € L ¢é dito algébrico sobre K se 3 f(x) €
K[z]\{0} tal que f(a) = 0. J4 L/K ¢ dita algébrica se todo elemento de L é algébrico
sobre K. Prova-se que dados L/K algébrica e o € L, existe tinico p(z) € K[z] moénico,
irredutivel, tal que p(a) = 0. Tal p(z) é denotado por irr(«, K). Seja L/K uma extensao
algébrica. Dizemos que « € L é separdvel sobre K se « é raiz simples de irr(«, K) (para
a definigdo de raiz simples, ver Cap. 4). J4 L/K ¢é dita separdvel se cada um dos seus
elementos ¢é separdvel sobre K. Um corpo K é dito perfeito se todas as suas extensoes
finitas sao separaveis. Prova-se que corpos finitos e corpos de caracteristica zero sao
perfeitos. Seja L/K uma extensao de corpos. O grupo de Galois de L/K, denotado por
G(L/K), é definido como sendo

G(L/K) ={o € Aut(L);0(a) = a,Va € K}.

Dizemos que uma extensao algébrica N/K é normal se ¥V p(x) € K[z] irredutivel tal
que Ja € N raiz de p, entdo p(z) se decompoe sobre N[z]. Sejam L um corpo e G um

subconjunto nao vazio de Aut(L). Entdo, o conjunto LE C L, definido por
LY ={a € L;o(a) = a,Vo € G}

é um subcorpo de L, denominado de subcorpo fizxado por G. Uma extensao algébrica N/K

(N/K)

¢ dita galoisiana se N¢ = K. Prova-se que N/K finita ¢ galoisiana se, e somente

se, ¢ normal e separdvel. Seja R um conjunto nao-vazio. Uma relacao < entre pares de

elementos de R diz-se uma relacao de ordem parcial em R se:
1. a <a,Va € R;
2.a<beb<a=a=0b,Va,be R,
3.a<beb<c=a<cVa,bceR.

Neste caso, dizemos que (R, <) é um conjunto parcialmente ordenado. Sejam (R, <) um

conjunto parcialmente ordenado e a,b € R. Dizemos que ¢ € R é supremo de a e b se:
l.a<ceb<cg

2.SedeRétalquea<deb<c, entdoc <.
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O supremo de a e b se existir é tinico e serd denotado por aVb. Sejam (R, <) um conjunto

parcialmente ordenado e a,b € R. Dizemos que d € R é infimo de a e b se:

l.d<aed<b;

2. Sed e Rétal qued <aed <b, entao d’ <d.

O infimo de a e b se existir € tinico e serd denotado por a Ab. Um reticulado é um conjunto
parcialmente ordenado (R, <) no qual cada par de elementos a,b € R possui infimo a A b
e supremo a V' b. E facil ver que se G é um grupo, entéo (Sub(G), C) é um reticulado, com
HVH =(HUH'Ye HNH' = HNH',VH, H' € Sub(G). Também verifica-se que se N/K
¢ uma extensao de corpos, entao (Lat(N/K),C) ¢ um reticulado, com LV M = (LU M)
eLANM=LNMVL,M € Lat(N/K).

Teorema 1.17 (Fundamental de Galois) Seja N/K uma extensio normal com grupo

de Galois G = G(N/K).

1. A funcao
v: Sub(G) — Lat(N/K)
H — NH

é uma bijecao que inverte ordem, com inversa
d: Lat(N/K) — Sub(Q)
L+— G(N/L)

2. NHVH' — NH A NH ¢ NHM' — NH NH' YH [ € Sub(G); G(N/(LV M)) =
G(N/L)NG(N/M) e G(N/(LNM)) = G(N/L)V G(N/M),YL,M € Lat(N/K);

3. (L: K)=(G(N/K) : GI(N/L)),VL € Lat(N/K) e (G : H) = (N¥ : K),VH €
Sub(G). Além disso, se v(H) = L, entao | H |= (N : L);

4. Seb e N étal que o(b) =b,Vo € G(N/K), entio b € K;

5. L/K é normal se, e somente se, G(N/L) JG(N/K). [

Corolario 1.7 Toda extensao normal é simples. ]
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Uma a¢do de um grupo G sobre um conjunto nao-vazio X é uma fungao
x: GxX — X
(g,2) +— gxu

que satisfaz:
(i) exz=2a,Vore X;
(ii) (99") xx =g* (¢ *x),Vg,g' € G.Vo € X.

Neste caso, dizemos que G age sobre X. Todo grupo G age sobre si mesmo (aqui
X = @) por conjugacao: basta definir g * x = g 'xg,Vg € G,Vz € X. Por outro lado, se
X ={1,2,...,n} e G <5, entao a fungao
x: GxX — X
(0,j) +— o))
¢ uma agao de G sobre X. Sejam G um grupo, X um conjunto qualquer nao-vazio e

suponhamos que G age sobre X por * e seja x € X. A drbita contendo x (sob G),

denotada por GG *x x, é definida como sendo
Grz={g*z;9 € G}.

| G % z | é chamado de comprimento da 6rbita contendo x. O conjunto das 6rbitas de X,
Gx X ={Gxx;x € X}

particiona X. Esta partigdo de X induz uma particdo de | X |, chamada de particdo do
comprimento das orbitas de X sob G. Esta particado de | X | consiste dos comprimentos
das ¢rbitas distintas de X sob G. Dado um grupo G, uma representacao de G é um
homomorfismo ¢ de G em algum grupo G'. Se Ker(y) = {e}, dizemos que a representagao

¢ fiel. No caso em que G' < S,,, dizemos que ¢ é uma representa¢ao por permutagoes.
Proposicao 1.20 A cada agdo corresponde uma representacao e vice-e-versa. |

Sejam G um grupo, X um conjunto qualquer nao-vazio e suponhamos que G age
sobre X por *. Dizemos que G age transitivamente sobre X se G xx = X, Vo € X.
Isto é equivalente a dizer que a acao de GG sobre X possui uma unica orbita, ou seja,

G * X = {X}. Dizemos também que a representacao induzida pela tltima proposigao é
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transitiva. Sejam G um grupo, X um conjunto qualquer nao-vazio e suponhamos que GG
age sobre X por *. Se x € X, o estabilizador de x em G, denotado por stabg(z), é definido
por

stabg(z) = {g € G;g*x = z}.
Sejam g, q1,92 € G,z € X e H = stabg(x). E facil mostrar que os seguintes fatos sio
verdadeiros:
(1) H<G;
(2) g1 *x = go * x se, e somente se, g1 H = g2 H;

(3) stabg(gxx) =gHg™'.

Sejam G um grupo, X um conjunto qualquer nao-vazio e suponhamos que G age sobre
X por *. Suponhamos ainda que | X |=n < oo eseja X = (21,9, ..., T,) uma ordenagao

dos elementos de X. Entao existe uma representacao natural por permutagoes

rep(G,X,%): G — S,

g =—— 0y

onde o,(i) = j se, e somente se, g * z; = x;,Vg € G e i,j € {1,2,...,n}. O nicleo de
rep(G, X, *) é

F\ stabg(x;).

=1

O subgrupo de S,, que é a imagem de rep(G, X, *) é denotado por
Im(rep(G, X, *)).

Seja H = Im(rep(G,X, %)) e seja ¢ uma permutagao de S,,. Consideremos uma nova

ordenacao dos elementos de X :

X/ = (x/bm/% s 7$In) = (xa(l)axa(2)7 s 71'0'(71))-

Entao Im(rep(G, X, *)) = cHo . Dizemos que G < S, é transitivo se a agao de G
sobre X = {1,2,...,n} descrita anteriormente possui uma tunica 6rbita, ou seja, G * j =
X,Vj € X. Isto equivale a dizer que Vj, k € X, Jdo € G tal que 0(j) = k. Ou ainda, o(X) =
X,Vo € GG. Caso contrério, dizemos que G é intransitivo. De um modo geral, dizemos que

G < S, é r-transitivo (r < deg(G),r € N) se V{i1,19,...,0.},{j1,J2,---»Jr} C X,Fo € G
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tal que o(i1) = j1,0(i2) = Ja,...,0(ir) = jr. Assim, G é 1—transitivo se, e somente se,
G ¢ transitivo. Seja G < S, e X = {1,2,...,n}. Um bloco B de G & um subconjunto

préprio de X tal que:
(i) [ B[>1
(ii) Se 0 € G, entdao ou B =o(B) ou BNo(B) =.
G < S, transitivo ¢é dito imprimitivo se possui blocos. Caso contrério, dizemos que G
& primitivo.
Teorema 1.18 Sejam G < S, transitivo e X ={1,2,...,n}.
1. Se deg(G) = p primo, entao G é primitivo;

2. Se G é imprimitivo e B é um bloco, entio o(B) é um bloco, Yo € G. Além disso,

| B| divide n;
3. Se G é imprimitivo e B, B" sdao blocos, entio | B |=| B’ |
4. Se G é imprimitivo e B é um bloco, entao

X = U o(B).

oelG

Sejam G < S, imprimitivo, X = {1,2,...,n} e B um bloco. O conjunto
G(B) ={o(B);0 € G}

¢ chamado de sistema de imprimitividade de GG. Um grupo imprimitivo pode possuir
mais de um sistema de imprimitividade. Sejam K corpo, f(z) € Klz], N o corpo de
decomposicao de f(z),G = G(N/K) eV = (v1,va,...,v,) uma ordenagao dos (distintos)
zeros de f(z). G leva zero de f(x) em zero de f(z) (ver Lema 2.6) e assim G age sobre o
conjunto V' = {vy,vs,...,v,} por %, onde o xv; = o(v;),Vo € Gei € {1,2,...,n}. Assim

uma representacao natural por permutagoes

como a descrita anteriormente. Esta representacao é fiel no seguinte sentido: se um

elemento 7 estd no niicleo de rep(G(N/K),V, ), entao 7 fixa cada um dos v;, bem como
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os elementos de K. Desde que V' gera N sobre K, entao 7 ¢ a identidade de G(N/K). O
grupo de Galois de f(x) sobre K, com respeito a ordenagao V dos zeros de f(z), é definido
como sendo Im(rep(G(N/K),V,*)). Se nao for fixada uma ordenagao dos zeros de f(z),
entdo Gal(f/K) pode ser determinado, quando muito, por conjugagao interna em S,,. Isto
¢ mais forte do que isomorfismo interno e nesta dissertacao, geralmente nao estaremos
interessados no problema da ordenagao dos zeros de f(z). Se ndo a especificarmos e
estabelecermos que Gal(f/K) = G, queremos dizer que para alguma ordenacao dos zeros
de f(z), Gal(f/K) = G com respeito aquela ordenagao. Sejam G grupo, H < G e C = £.

Temos que a funcao
x: GxC — C

(9,2H) +— gzH

¢ uma acgao de GG sobre C. Assim, temos em correspondéncia a representacao

T: G — PO)
g +— Tg ’
onde
T,: ¢ — C
vH +—— gx(zH) .

Note que se H<G, entao Ker(T) = H. O subgrupo T'(G) serd denotado por Im(rep(G, P(C))).
Sejam K corpo e f(x) € K|x]. Dizemos que f(x) é solivel por radicais sobre K se existe
uma cadeia de corpos

K=ByCB, C---CB_1CB

onde cada B;1/B; ¢ uma extensao pura e B; contém o corpo de decomposi¢ao de f(x)

sobre K. A extensdo B;/K é chamada de extensao radical.

Teorema 1.19 (Galois) Sejam K corpo, com Char(K) =0 e f(x) € K[z|. Tem-se que

f(z) é solivel por radicais sobre K se, e somente se, Gal(f/K) é solivel. [ |

Seja F' = F(x1,...,x,) € K[x1,...,2,] e seja 0 € S,,. Definimos o polinémio conju-

gado de F' com respeito a o, denotado por o * F' como sendo

ox F = F(Ia(l), ce ,Ig(n)).
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Deste modo, qualquer subgrupo de S,, age sobre K|x1,...,z,| como um grupo de auto-
morfismos de um anel. Sejam F € Klxy,...,x,], f(z) € K[z],n=0f >0evy,...,v, 0s
zeros de f(x). O polindmio resolvente (ou a resolvente) associado(a) a F' e f(x), deno-
tado(a) por R(F, f), é definido(a) por
k
R(F, f) = lel (x — Fy(v1,...,v)),
onde

{F1,...,Fy} = S, F, com F; # F}, para i # .

Podemos tomar F; = o; % F,i = 1,...,k, onde {01,...,0,} € um conjunto de represen-
tantes das classes laterais de stabg, (F) em S,,. Os coeficientes de R(F, f) sao polindmios
simétricos sobre K em vq,...,v, e dai, pelo Teorema dos Polinomios Simétricos, po-
dem ser expressos como polindmios sobre K nos coeficientes de f(x). Também nota-se
que R(F,f) é independente da ordenagao dos zeros de f(x). Sejam f(x) € Klz|,n =
of > lye1,...,e, € K,0 < r < n e o multiconjunto M = ley,...,e.]. O polinémio
resolvente linear (ou a resolvente linear) associado(a) a M e f(x), denotado(a) por
LR(M, f), ¢ definido(a) como sendo o polinoémio associado a F' = F(xy,...,x,) e f(z),
onde F' = eyxy + -+ -+ e,x,. Sejam f(z) € Kz],n=0f > 1ewy,...,v, os zeros de f(z).
O discriminante de f(z), denotado por disc(f), é definido por
disc(f) = z‘l;lj(vi —v;)?
Note que disc(f) = 0 se, e somente se, os zeros de f(z) ndo sao distintos. O discriminante

do polinémio moénico f(z) pode ser calculado eficientemente usando a relacao

disc(f) = (~1)"Dres(f, f'),

onde res(f, f') é a resultante de f(x) e sua derivada formal f'(x). A resultante e a derivada
formal serao discutidas na Sec¢ao 4.2. Seja f(x) € Q[z] um polindmio monico separdvel,
com n = df > 0. Vamos, primeiramente, admitir que o corpo de decomposi¢ao de f(x)
sobre Q € um subcorpo dos complexos. Em segundo lugar, podemos assumir que os coefi-
cientes de f(x) sao inteiros pois, caso contrério, podemos aplicar a seguinte transformagao
a f(z) : Seja ¢ o minimo multiplo comum dos denominadores dos coeficientes de f(z).

Entao

g(x) = c"f(z/c)
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¢ um polinémio moénico em Z[x]. Se vy, v, . . ., v, 80 0s zeros de f(z),entdo cvy, cva, . . ., coy,
sao os zeros de g(x) e, com respeito a estas ordenacoes, Gal(g/Q) = Gal(f/Q). Seja
X = {x1,29,...,2,}. Um r-conjunto de X, com 1 < r < n, é qualquer subconjunto
de X com r elementos e serd denotado por {yi,ys,...,y.}. J&4 uma r-seqiéncia de X,
com 1 < r < n, é qualquer r-upla formada por elementos de X e serd denotada por
(y1,92,---,Yyr) . Vale salientar que dois r-conjuntos de X diferem entre si pela natureza
de seus elementos, enquanto que duas r-seqiiéncias de X diferem entre si pela ordem
de seus elementos. Por exemplo, se X = {1,2,3}, entdo os possiveis 2-conjuntos e 2

-seqiiéncias de X sao, respectivamente

{1,2},{1,3},{2,3}

(1,1),(1,2),(1,3),(2,1)(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3).
Para referéncias futuras, enunciaremos o
Teorema 1.20 (Chinés dos Restos) Sejam ny, ng,...,n, € N, com n; > 2, relativa-
mente primos dois a dois, oy, o, ..., € N e z1,29,...,2, inteiros quaisquer. Entao o

sistema de congruéncias

z = zi(modni), 1 <i<r

T
admite solugcao em 7, que é unica modulo n = ‘Hln?". |
1=
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Capitulo 2

Métodos de determinacao do grupo

de Galois

Neste capitulo, discutiremos algoritmos para determinar propriedades do grupo de
Galois de um polinémio. O objetivo é determinar com eficiéncia a informagao necesséria
para especificar representantes das classes de conjugacao do grupo de Galois. Incluiremos
neste capitulo trabalhos feitos previamente e nossa discussao centrar-se-4 no polinémio

resolvente.

2.1 Determinagao do grupo de Galois em um niimero
finito de etapas

Seja f(z) € Klz],n = df > 0. Além disso, suponha que f(z) tem zeros distintos
U1, ..., U, no corpo de decomposicdo de f(x) sobre K. Se existe um algoritmo para fa-
torar polinomios em duas ou mais varidveis sobre K, entdo podemos determinar Gal(f/K)
em um nimero finito de etapas usando um método detalhado por van der Warden [14].
Notemos que tal algoritmo de fatoracao existe quando existe um algoritmo para a fa-
toragdo de polindmios em uma varidvel sobre K. Para encontrar Gal(f/K) por este

algoritmo, procede-se da seguinte maneira: Forme a expressao

L =z + 2202 + - + 2,0,
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onde x1, 9, . .., T, sao indeterminadas. Sejam tq, s, ..., t, as expressoes distintas obtidas

de t pela aplicacao de todas as possiveis permutagoes para os indices dos x;. Ponha

F=F(z,x1,29,...,2,) = Il (2 — t;).

=1

F tem coeficientes simétricos nos v;, dai podem ser expressos em termos dos coeficientes

de f(z) e dos ;. Seja a fatoragdo de F' em fatores irredutiveis sobre K[z, 1, Za, ..., 2] :
F=FF, - F,.

As permutacoes dos x; que deixam invariante qualquer fator, digamos [}, formam um

grupo G.

Teorema 2.1 Se assumirmos que os zeros de f(x) estdo ordenados de modo que x1v; +

ToVy + -+ - + TpU, € um zero de Fy, entao Gal(f/K) = G. [

Este método é claramente impraticdvel do ponto de vista computacional. Apesar disso,
o resultado do Teorema 2.1 é usado para provar um resultado 1itil computacionalmente

para o caso K = Q . Este resultado é estabelecido no Teorema 2.2.

2.2 A determinacgao dos tipos ciclos em Gal(f/Q)

Sejam f(x) € Z[x] um polindmio moénico e separdavel, n = df > 1 e p € N um primo.
Definimos o tipo ciclo de uma permutagao o € 5, como sendo a particao de n induzida
pelos comprimentos dos ciclos disjuntos de o. O tipo fator de f(z)mod p é definido como
sendo a parti¢do de n induzida pelos graus dos fatores irredutiveis de f(z) mod p sobre Z,,.
Um método 1til para descobrir informacao sobre Gal(f/Q) é determinar tipos ciclos de
suas permutagoes, por fatoracao de f(x)modp sobre Z,, p primo, com p { disc(f). Este
método tem sido discutido por muitos autores, incluindo van der Warden, Zassenhaus e

McKay [10, 14, 15].

Teorema 2.2 Para todo primo p tal que p 1 disc(f), o tipo fator de
f(z)mod p é tipo ciclo de alguma permutagao em Gal(f/Q). [ |

O préximo resultado, que segue do Teorema da Densidade de Chebotarev, também

pode ser usado:
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Teorema 2.3 Seja T uma particao de n. Entao, quando k — oo, a propor¢ao de ocorrén-
cia de T como tipo fator de f(x)modp;,i = 1,2,....k (p1,p2,-..,px primos distintos),
tende a proporcao de permutagoes em

Gal(f/Q) tendo tipo ciclo T . [

Podemos fatorar f(z)modp sobre Z, usando o Algoritmo de Berlekamp. Contudo,
como estamos interessados apenas no tipo fator de f(z) mod p, podemos usar o método de
fatoragao parcial descrito em [7], que nos fornece a informagao necessaria. As tabelas A.2,
A.4, A.6, A.8 do Apéndice contém a distribuicao de tipos ciclos dos subgrupos transitivos
de Ss,...,Sg, respectivamente. Ja as tabelas A.10 e A.11 do Apéndice contém a dis-
tribuicao de tipos ciclos dos subgrupos transitivos de S7. Essas tabelas sao usadas quando
aplicamos os teoremas 2.2 e 2.3. Aplicando o Teorema 2.2, podemos determinar tipos cic-
los de permutagoes em Gal(f/Q). Feito isso, aqueles grupos de permutagoes pertencentes
as tabelas que nao contém tais tipos ciclos sdo excluidos como candidatos a Gal(f/Q).
Aplicando o Teorema 2.3, podemos conjecturar adequadamente sobre Gal( f/Q) ap6s uma
fatoragao de f(x) mod p para um nimero “suficiente” de primos p. Se Gal(f/Q) = S,, ou
A, podemos, na maioria dos casos, determinar rapidamente Gal(f/Q) pela aplicagdo do
Teorema 2.2 e usando o fato de que Gal(f/Q) < A, se, e somente se, disc(f) =r* € N

(cf. Proposicao 2.3).

Exemplo 2.1 Seja f(x) = 27 — 142° + 5623 — 56z + 22. Temos que disc(f) = 25719,
f(x)modp foi fatorado sobre Z, para os 42 primos p no intervalo [2,193] tais que p t
disc(f). Para um primo o tipo fator é (17), para trinta primos o tipo fator é (3%1)
e para onze primos o tipo fator é (7). Recorrendo as tabelas A.10 e A.11 do Apéndice,
conjecturamos (pelas evidéncias) que Gal(f/Q) = TT3, o grupo de Frobenius de ordem
21. De fato, podemos mostrar que Gal(f/Q) = TT3 (cf. Secio 4.3, Exemplo 4.1). Note
que disc(f) = r? € N, dai Gal(f/Q) < A;. Isto, junto com os tipos ciclos de Gal(f/Q)
que determinamos, limita 713,775 e TT6 (= A7) como candidatos.

Conjugacao complexa é um automorfismo de qualquer subcorpo dos complexos. Se
f(z) é separdvel sobre Q,entdo conjugacdo complexa induz um elemento em Gal(f/Q)
com tipo ciclo (2¢,1"), onde ¢ é o niimero de pares de conjugados complexos que sao zeros
de f(x) e r &€ o mimero de zeros reais de f(z). O nimero de zeros reais de um polindémio

sobre Q pode ser determinado pela seqiiéncia dos restos do Polinomio de Sturm. Note que

31



o polinémio f(x) do Exemplo 2.1 tem todos os zeros reais. Isto é uma condi¢ao necessaria

para que | Gal(f/Q) | seja fmpar.

2.3 O polinémio resolvente

Sejam f(x) € Klz] separdvel, n = 0f > 0 e V = (v1,vq,...,v,) uma ordenacao
dos zeros de f(z). Resolventes sao ferramentas cldssicas e tteis, do ponto de vista com-
putacional, para determinar Gal(f/K) e é neste método que nos concentraremos. Para
F € Klxy,xs,...,x,], usaremos a resolvente R(F, f) (com zeros distintos) para determi-
nar a parti¢do do comprimento das érbitas de S,, * F' sobre Gal(f/K). Seja N o corpo de
decomposicao de f(z) sobre K. Entdao G(N/K) age sobre N de modo natural como um
grupo de automorfismos. Mostraremos agora que qualquer 6rbita dos elementos de N, sob
a agao de G(N/K), consiste precisamente dos zeros de um polindmio monico irredutivel

sobre K. Primeiramente, provaremos o seguinte:

Lema 2.1 Sejam W = {w;,wa,...,wr} C N (com os w; distintos) e
k
o) =[x — w0
G(N/K) leva W em W se, e somente se, g(z) € K|x].

Prova. Sejam

k
g(x) = Zaixi,w e W,o € GIN/K)
i=0

e suponhamos que g(z) € K[z]. Como ¢ é um automorfismo de N fixando K, temos:

k k

0=g(w)=o(g(w) =) ola)ow) =) aow) = glow)).

i=0 i=0

Assim, o(w) € W,Vw € W,Vo € G(N/K) , ou seja, G(N/K) leva W em W. Reciproca-
mente, suponhamos que G(N/K) leva W em W. Entao qualquer elemento 0 € G(N/K)
induz uma permutagao de W. Assim, o(a;) = a;, para todo coeficiente a; de g(x), pois a;
¢ uma funcao simétrica de wj wa, ..., wy. Isto implica que a; € K,Vi =1,...,k, ou seja,

g(z) € K|z]. [

Proposigao 2.1 Sejam G = G(N/K) ew € W = {wy,...,wr} C N (com os w; distin-
tos). Denotemos por G(w) o conjunto {o(w);o € G}. Tem-se W = G(w) se, e somente

se, g(x) = [1_,(z — w;) € um polinomio irredutivel sobre K .
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Prova. Se G(w) = W entao, pelo Lema 2.1 , g(z) € K|x]. Suponhamos, por absurdo,
que g(z) é redutivel. Entao, g(x) possui um fator h(x) € K[z], onde h(z) = . /(v —w;),
para algum [ C {1,...,k}. Dai, pelo Lema 2.1, G leva W' = {w;;i € I} em W’ e isto
contradiz o fato de que G(w) = W. Reciprocamente, suponhamos que g(z) € K[z] é um
polindomio irredutivel. Pelo Lema 2.1, sabemos que G leva W em W. Assim, G(w) C W.
Se nao fosse W C G(w), existiria I C {1,...,k} tal que G(w) = {w;;i € I'}. Entao, pelo
Lema 2.1, h(x) = >

ier( —w;) € K[z], ou seja, g(r) possuiria um divisor préprio em

K|[z], o que é uma contradigao. [ |
Coroldrio 2.1 Se f(x) € K[z] é irredutivel e separdvel, entao Gal(f/K) é transitivo.

Prova. Suponhamos que 0f = n. Sejam wvy,...,v, os zeros(distintos) de f(x), V =
(vi,...,v,) uma ordenacao dos mesmos ¢ ¢ = rep(G(N/K),V, =) a representacao fiel.
Como f(z) é irredutivel temos, Proposi¢ao 2.1, que G = G(N/K) ¢é transitivo. Pelo
Teorema Fundamental dos Homomorfismos,

G
Ker(y)

e assim Gal(f/K) é transitivo. [

=G ~Im(p) = Gal(f/K)

Aplicaremos o resultado precedente para determinar uma informagcao 1til no que diz
respeito a fatoragdo de uma resolvente. Seja F' € K[xy,...,x,]. Recordemos que a

resolvente sobre K associada com F' e f(x) é

I

R(F, f) (z — Fy(Y)),

i=

onde {Fi,..., Fy} = S, % F' (com os F; distintos). Para 7 € G(N/K), seja 7 — o, sob
a representacao fiel de G(N/K) sobre Gal(f/K). Seja * a acao de G(N/K) sobre K[V]

definida por 7 H F(vy,...,v,) = F(1(v1),...,7(v,)). Provaremos o seguinte lema:
Lema 2.2 7 * F(V)=o0.(V)*F.
Prova.
T Fvi,...,u,) = F(r(v1),...,7(vy))
= FUo,(1)s -1 Vo,m) = 07(V1,...,05) % F.

B Assim, Gal(f/K) age sobre polindémios nos zeros de f(z) do mesmo modo que

G(N/K) o faz.
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Proposigao 2.2 Sejat € I C {1,...,k}.

(1) Se Gal(f/K) = Fy = {F;;i € I} e os F;(V) sao distintos, Vi € I, entio g(z) =

[Lic,(x = Fi(V)) é um polinomio irredutivel sobre K;

(2) Se g(x) = [],e;(x — F5(V)) é um fator irredutivel nao repetido de R(F, f), entdo
Gal(f/K)+ F, = {Fi eI},

Prova. (1) Basta aplicar o Lema 2.1 e a Proposicao 2.1. (2) Como N ¢ separdvel sobre

K, g(x) deve ter zeros distintos. Usando a Proposigao 2.1 e o Lema 2.2, temos que
{F(V);iel} ={o(l)« F;o € Gal(f/K)}.

Como g(z) é um fator nao repetido de R(F, f),Vie [ ej=1,...,k, F(V) = F;(V) se,

e somente se, ¢ = j. Dal, segue o resultado. |

Coroldrio 2.2 Suponhamos que R(F, f) tem zeros distintos. Entao a parti-
¢ao do comprimento das orbitas de S, x F' sob a ac¢ao de Gal(f/K) é igual & parti¢ao de
O(R(F, f)) induzida pelos fatores irredutiveis de R(F, f) sobre K. [

Um método para lidar com a ocorréncia de zeros repetidos de R(F, f) é o uso de
uma transformacao apropriada de Tschirnhaus aplicada a f(z). Agora suponhamos que
R(F, f) tem zeros distintos o1 (V) * F, ..., 0,(V) % F, onde {01, ...,0%} é um conjunto de
representantes das classes laterais a esquerda de stabg, (F) em S,. Note que Gal(f/K)

age sobre os zeros de R(F, f) por permutagao dos o;. Assim,
Gal(R(F, f)/K) = Im(rep(Gal(f/K), o, *)),

onde ¢ = {01,...,0} € a agdo * & definida por 7 * 0; = 70;,V7T € Gal(f/K) e i €
{1,...,k}. Notemos que a particdo do comprimento das érbitas de S, * F' sob a agao de

Gal(f/K) depende apenas de stabg, (F).

Lema 2.3 Seja Fi(V) um zero de um fator irredutivel nio repetido da resolvente R(F, f).
Entao K(F;(V)) é o corpo fixo correspondente a H, onde H < G(N/K) é levado sobreje-
tivamente em stabgaq(r/i)(Fy) sob

rep(G(N/K),V, ).
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Prova. Temos que 7F(V) = F,(V),V7r € H. Se fosse TF,(V) = F,(V) , para algum
T ¢ H, entdao Fy(V) seria um zero repetido de R(F, f), uma contradigao. [

A resolvente R(F, f) pode ser construida pela sua expansio simbolicamente nos zeros
de f(z). Dai, com o auxilio do Teorema Fundamental dos Polindmios Simétricos, seus
coeficientes sdo determinados em termos dos coeficientes de f(x). Infelizmente, a ndo ser
que OR(F, f) seja pequeno ou f(x) seja esparso (possua poucos coeficientes nao-nulos),
isto leva a uma manipulagao simbédlica demasiadamente extensa. Entretanto, se usamos
este método, obtemos uma férmula explicita para os coeficientes de R(F, f) em termos
dos coeficientes de f(x). No Capitulo 4, descreveremos um algoritmo exato para construir
resolventes lineares. Este algoritmo nao expande a resolvente simbolicamente nos zeros
de f(x). Sejam K = Q, f(x) € Z[x] monico e F' € Z|xy,...,x,|. Entdo os coeficientes de
f s@o inteiros. Assim, se formarmos R(F, f) usando aproximagoes
nimericas para os zeros de f(x) e soubermos que a exatidao dessas aproximagoes é tal
que os coeficientes de R(F, f) sao calculados com um erro absoluto menor que 1/2, entao
podemos determinég-los exatamente por arredondamento. Stauduhar usa este método logo
abaixo. Na Secao 5.1 discutiremos uma aproximagao modular para o célculo de R(F, f)
quando F'e f(x) sdo como no pardgrafo precedente. Assumiremos que existe um algoritmo
de fatoragao sobre K|x]. Na pritica, para K = Q, f(x) € Z[z] monico e F' € Z[z1, ..., x,],
pode-se determinar candidatos a fatores de R(F, f) por uso de aproximagoes nimericas

para os zeros de f(z).

2.4 Funcoes pertencentes a grupos

Sejam F' € K[xy,...,x,] e G = stabg, (F). Neste caso, dizemos que F pertence a G.
Em particular, a funcdo alternada D[z, ..., z,] pertence a A,. Note que para o € S,,,
o x F pertence a 07 'Go e, além disso, o(V) * F' ¢ um zero de R(F, f). Aplicando a
Proposicao 2.2, vemos que se Gal(f/K) < 07 'Go, para algum o € S, entao R(F, f)
possui um fator linear. Reciprocamente, se R(F, f) possui um fator linear nao repetido,
entdo Gal(f/K) estd contido em algum conjugado de G. Embora fatores lineares sejam
faceis de se encontrar, os mesmos podem fornecer informacao apenas sobre a inclusao
de Gal(f/K) em um grupo e seus conjugados. A fatoragdo completa de uma resolvente

escolhida adequadamente muitas vezes distingue Gal(f/K) dentre muitos possiveis can-
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didatos.

Proposigao 2.3 Sejam K corpo, com Char(K) # 2, f(x) € K|x] um polinomio irre-
dutivel, separdvel, com Of = n > 0, zeros distintos vq,...,v, e V. = (vq,...,v,) uma
ordenacdo dos mesmos. Tem-se Gal(f/K) < A, se, e somente se, disc(f) = k?, com

ke K*.
Prova. Considere R(D, f), onde D = D(V) é a funcao alternada. Tem-se
R(D, f)(z) = (x = D)) (z + D(V)) = 2* — (D(V))* = 2* — disc(f).

Como os v; sdo distintos, entao disc(f) # 0 e como Char(K) # 2 temos que R(D, f)

possui zeros distintos. Por hipétese,
Gal(f/K) < A, = stabg, (D)

e sabemos que A, = o 'A,0,Vo € S,. Assim, R(D, f) possui um fator linear nao
repetido e entdo h(x) = x — \/disc(f) € K[x]. Logo, \/disc(f) € K*, ou seja, disc(f) =
k% k € K*. Reciprocamente, considere novamente R(D, f) = x? — disc(f). Por hipéte-se,
disc(f) = k*, com k € K*. Dai, R(D, f) = (z — k)(z + k). Como Char(K) # 2 temos
que hi(z) =z —k # x4+ k = ha(x) e assim R(D, f) possui um fator linear nao repetido
sobre K. Logo, Gal(f/K) < o~ !stabs, (D)o, para algum o € S,,. Mas stabg, (D) = A, e

o lA,0 = A,,Yo € S,. Dai, temos o resultado desejado. [ |

2.5 O método de Stauduhar

Stauduhar em [12] descreve um método eficaz para a determinagao do grupo de Galois
sobre Q de um polindmio monico irredutivel f(z) € Z[z]. Ele descreve a implementagao
deste método para n = df < 8 e fornece tabelas com informagoes necessdrias para esta
implementagao. Seja V. = (vy,...,v,) uma ordenagao dos zeros de f(z) e suponha que
com respeito a esta ordenac@o, sabemos que Gal(f/Q) < G (inicialmente sabemos que
Gal(f/Q) < S,). Se G nao possui subgrupos préprios transitivos, entdo Gal(f/Q) = G.
Caso contrério, verificamos se Gal(f/Q) < H, para cada subgrupo maximal transitivo H
de G. Para H um subgrupo maximal transitivo de G, verificamos se Gal(f/Q) < cHo ™},

para algum ¢ € G. Escolha (de uma tabela) um polinomio F' € Zxy,...,z,| tal que
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stabg(F') = H e considere o fator de R(F, f):

o B

RG(F7f):

1o~ F)),
onde F; =o0;xF (i=1,...,k, Fy #---# F}),{01,...,0,} um conjunto de representantes
das classes laterais a esquerda de H em G (obtidos de uma tabela). Como Gal(f/Q) < G
temos que cada elemento de Gal(f/Q) induz uma permutacao dos F;. Dai, os coeficientes
de Rg(F, f) sdo inteiros, os quais sdo determinados por expansido de R (F, f) usando
aproximacoes de alta precisao para os zeros de f(x) e depois arredondando os coeficientes
aproximados de Rg(F, f). Se Gal(f/Q) esta contido em algum conjugado de H em G,
entdo Rg(F, f) possui um zero inteiro. Reciprocamente, se Rg(F, f) possui um zero
inteiro nao repetido, entdo Gal(f/Q) estd contido em algum conjugado de H em G.
Testamos cada zero aproximado z de Rg(F, f) que aparenta ser inteiro para determinar
se Rg(F, f)(round(z)) = 0 . Suponha que Rq(F, f) possui um zero inteiro nao repetido
o(V) x F,o € G. Entao Gal(f/Q) < o 'Ho. Podemos reordenar os zeros de f(z)
pela troca de V. por (Vo(1),---,Vs(n)) €, com respeito a esta ordenacao, Gal(f/Q) < H.
Se Gal(f/Q) nao estd contido em nenhum subgrupo maximal transitivo de G, entdo
Gal(f/Q) = G. Caso contrario, temos determinado que Gal(f/Q) < H com respeito a
ordenacao V., onde H é um subgrupo maximal transitivo de G. Podemos entao trocar G
por H e repetir o processo inteiro. O método de Stauduhar é pratico e direto. Entretanto,
aproximagoes altamente precisas dos zeros de f(x) s@o necessdrias e deve-se ter muitas
informagoes 1teis tabeladas. Outrossim, uma inspegao no reticulado de Sub(S,,) deve ser
feita, pois se uma funcao F' pertence a GG, entao F' ¢é fixada pelos elementos de qualquer

subgrupo de G.

2.6 O uso de resolventes lineares

Seja f(r) € K[z] um polindomio separdvel, com df =n > 1 e zeros vy, ..., v, € cOrpo
de decomposicdo N. Seja o multiconjunto M = [eq,...,e,],ondee; € K e <r <n.

Denominamos r de comprimento de M. Podemos também escrever
— mi mg
M = [af™, ... al™],

onde ay # - # a e m; > 0 é a multiplicidade de a; em M, comi =1,... k. Lembremos

que a resolvente linear LR(M, f) associada a M e f(x) é a resolvente R(F, f), onde
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F =eyxi+ - -+ e.x,.. Se, por acaso, algum e; é nulo, serd considerado como simbdlico
ocupante da posigao i. Temos que O(LR(M, f)) é o mimero de maneiras de escolher r

objetos dentre n vezes o nimero de permutacoes distintas dos elementos de M. Assim,

LR ) = () oo = T 1)

r Levomyg! (mg! - -mg!)(n — 1)
Resolventes lineares formam uma classe geral de resolventes tteis, para qualquer grau de
f(z). Freqiientemente, a fatoragdo de resolventes lineares de grau relativamente baixo,
pode ser usada para determinar Gal(f/K) exatamente. Um grupo de permutagoes G <
S, age sobre os r—conjuntos contidos em {1,...,n}, onde a agao é definida por o
{ir,...,i,} = {o(ir),...,0(i,)},Vo € G. E claro que a acdo de G sobre S, * F, onde
F =z +- -+ x,, é equiva-lente & acdo de GG sobre os r—conjuntos de {1,...,n}. Assim,
a fatoragao de LR([1", f]) (com zeros distintos) determina a partigdo do comprimento das
6rbitas de S, * {1,...,7} sob a agao de Gal(f/K). McKay e Erbach em [4, 10] sugerem o
uso de resolventes desta forma a fim de determinar a transitividade sobre os r— conjuntos
de Gal(f/K). A seguinte observacao ¢ de interesse: Suponhamos que f(z) ¢é irredutivel
(nesse caso, Gal(f/K) é transitivo) en = rs,s € N, s # 1,n. Entao LR([1", f]) (com zeros
distintos) tem ¢ fatores irredutiveis de grau s se, e somente se, Gal(f/K) tem t sistemas de
imprimitividade de s blocos de tamanho . Um grupo de permutagoes G' < .S,, age sobre o
conjunto das r— seqiiéncias (i1, ..., 4,), comi; € {1,...,n} e osi; distintos (j =1,...,7).

Esta acao é definida por
o (i1,...,10.) = (o(i1),...,0(i)), Vo € G.

E claro que a acao de G sobre S, * F, onde F' = eyx1 + -+ - + €,2,, com e # - -- £ €., &

equivalente & acdo de G sobre as r-seqiiéncias de {1,...,n}. Agora, suponhamos que
LR(M, f) = LR([e1,-..,er], f)

tem zeros distintos e e; # - - - # e,. Tem-se LR(M, f) redutivel se, e somente se, Gal(f/K)
nao é r—transitivo. Também existe uma interpretacao referente a teoria dos corpos simples
para a fatoracdo deste LR(M, f). Seja z = e1v51) + -+ + €,Ug() um zero de LR(M, f)

(o0 € S,). Vemos que

stabg(N/K)(z) = ﬂstabg(N/K)vg(i)
=1

e daf, pelo Lema 2.3, K(2) = K(Us1),---,Vs(r)). Os graus dos fatores irredutiveis de

LR(M, f) correspondem aos graus sobre K dos subcorpos nao-conjugados de N gerados
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pelos r—conjuntos dos zeros de f(x). Em particu-lar, note que se r = 2 e f(x) é irredutivel,
entdo LR(M, f) tem todos os fatores irredutiveis de grau n se, e somente se, N = K (v;),
para cada v; zero de f(z), pois, neste caso, K(v;) = K(v;),Vi,j =1,...,n. Também note
que se 7 = n, entdo I(LR(M, f)) = nl e N = K(z), para cada z zero de LR(M, f). As
particoes dos comprimentos das drbitas de r—conjuntos e 2—seqiiéncias sob a acao dos
grupos de permutagoes transitivos de graus 3,4,5,6,7, encontram-se, respectivamente,
abaixo das tabelas A.2, A4, A.6, A.8, A.11 do Apéndice. Para f(z) irredutivel, essas
tabelas sdo usadas para determinar candidatos a Gal(f/K), dada a fatoracdo de uma re-
solvente linear que determina o comprimento das 6rbitas de Gal(f/K) sobre r—conjuntos

ou 2—seqiiéncias.

2.7 A diferenciacao de todos os grupos transitivos de
grau <7

Suponhamos Char(K) # 2. Se Gal(f/K) é transitivo e sabemos de disc(f) se o
mesmo é ou nao subgrupo de A,, entao para n = 3,4,5,7 as classes de conjugacao de
Gal(f/K) sao determinadas completamente pelo comprimento das érbitas da acdo de
Gal(f/K) sobre 2—conjuntos, 3—conjuntos e 2— seqiiéncias, com a excessao da distingao
entre os grupos 573 e 575 (cf abaixo da Tabela A.6 do Apéndice). O grupo 573 pode

ser distinguido do grupo 57'5(= S5) da seguinte maneira. Tome
f= (2142 — 23 — 24)?

e note que

R(F, f)(=*) = LR([1*, =17], f) ().

Use esta resolvente linear para calcular R(F, f). Para 0f = 5, tem-se O(R(F, f)) = 15
e a partigdo do comprimento das érbitas de S5 * F' sob a agdo de 573 é (10,5). Para
n = 6, todos os grupos transitivos podem ser diferenciados por disc(f) e pela agao sobre
2—conjuntos, 3—conjuntos e 2— seqiiéncias, exceto a distin¢ao entre os grupos 78 e T'11
, T9 e T13, T14 e T'16 (cf. ap6s geradores de grupos para a Tabela A.7 do Apéndice).
Para distinguir estes grupos, pode-se usar técnicas ad hoc ou o Método de Stauduhar, se
K = Q. Esbocaremos resumidamente uma técnica ad hoc adequada. Assumiremos que

todos os polindomios em discussao tém zeros distintos. Seja D = disc(f), com vD ¢ K
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e d(x) = 2% — D. Se estivermos trabalhando sobre Z, podemos tomar D como sendo a
parte livre de quadrado (D nao ¢é divisivel por nenhum primo ao quadrado) de disc(f).
Seja r(x) € Klx] um fator monico irredutivel de uma resolvente R(F, f). Suponhamos
r(F;(V)) = 0 para alguma ordenacao V dos zeros de f(x) e F; € S, x F. As seguintes

condicoes sao equivalentes:

(1) stabgas/x)(Fr) < An;
(2) K(VD) C K(F,(V));

(3) SZ(r(x),d(x)) tem um fator sobre K de grau Or (cf. Segao 4.2 para uma explanagao
de SZ).

Agora, suponhamos n = 6. Suponhamos Gal(f/K) =18 ou T'11. Seja r(z) € K[z]| o
fator monico irredutivel de LR([13], f), com Or = 12. Entao Gal(f/K) = T8 se, e somente
se, SZ(r(x),d(x)) tem um fator (sobre K) de grau 12. Suponhamos Gal(f/K) = T9 ou
T13. Seja r(z) € K|[z] o fator moénico de LR([1%], f), com dr = 2. Entao Gal(f/K) =T9
se, e somente se, SZ(r(z),d(z)) tem um fator de grau 2. Suponhamos Gal(f/K) = T14
ou T'16. Sejar(x) = LR([13], f). Entao Gal(f/K) = T14 se, e somente se, SZ(r(x), d(x))

tem um fator de grau 20.
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Capitulo 3

Construcao de resolventes lineares

Neste capitulo descreveremos um algoritmo para construir qualquer resolvente linear
sobre um corpo K sujeito as restrigoes da Secao 4.1. O algoritmo é exato, usa resultantes
de polindmios e nao expande a resolvente simbolicamente nos zeros de f(z). Este avango
foi inspirado em Trager [13], que usou resultantes polinomiais de maneira semelhante para
fatorar polindmios sobre corpos de extensoes algébricas.

A utilidade da resolvente linear na calculagao de Gal(f/K) quando temos um algo-

ritmo de fatoracao sobre K|x] foi discutida na Segao 3.3.5.

3.1 Restricoes sobre o corpo

O algoritmo da resolvente linear tem o propésito de trabalhar sobre um corpo K que
obedeca as seguintes restrigoes:

Se Char(K) # 0, entao exige-se que Char(K) > D, onde D é o grau maximo de qual-
quer polinémio usado ou construido pelo algoritmo principal ou qualquer sub-algoritmo.
Se Char(K) # 0, entdao Char(K) > D se, e somente se, Char(K) t D!.

Se K ¢ finito, precisamos de |K| grande o suficiente para construir os polinomios
exigidos por interpolagdo. Para esta exigéncia, |K| > 2D é suficiente. Note que o nosso
interesse nao é encontrar o grupo de Galois de um polindémio sobre um corpo finito (tal
grupo de Galois é sempre ciclico) e sim o de podermos usar resolventes sobre corpos finitos

em um algoritmo modular (cf. Capitulo 5).
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3.2 Operacoes polinomiais

Nesta secao descreveremos nossas operagoes basicas nos polinomios sobre K. Usaremos

estas operacoes no algoritmo da resolvente linear.

Definicao 3.1 Sejam f = f(x),9 = g(x) € K[z] —{0}. O MDC(f,g) é definido como

sendo o polinémio monico em K[z| de maior grau que divide f(x) e g(x).

Se dg > 0, entdo, pelo Algoritmo da Divisao, existem tunicos ¢(z),r(x) € K|x] tais

que
f(z) =q(x)g(z) + r(z), onde r =0 ou Jr < Jg.

Denotaremos este r(x) por f modg. Como qualquer divisor comum de f e g divide
f mod g, podemos usar a seguinte formulacao recursiva para encontar M DC(f, g):

Se f mod g é o polinomio nulo, entdo MDC(f,g) = 1g(z), onde ¢ & o coeficiente lider
de g(x); se g = 0, entao M DC(f, g) = 1; caso contrério, M DC(f,g) = M DC(g, f mod g).

Seja e um inteiro nao-negativo e seja N o corpo de decomposigao de f(x) sobre K.
Dizemos que f(x) possui um zero v de multiplicidade e se (x —v)¢ | f(z) mas (z —v)*T1 ¢
f(z) em N[z|. Escrevemos e = mult(v, f). No caso em que e = 1, dizemos que v é raiz
simples de f(x).

Note que M DC(f,g) sobre qualquer extensao L de K é o mesmo que M DC(f,g)
sobre K. Isto ocorre porque o algoritmo para calcular M DC(f, g) sobre K é exatamente
o mesmo sobre L. Em particular, para L o corpo de decomposigao de f(z)g(z), os zeros

de MDC(f,qg) sao os zeros comuns a f e g e se v ¢ um zero de M DC(f, g), entao

mult(v, MDC(f,g)) = min{mult(v, f), mult(v,g)}.

3.3 A resultante

Sejam f = f(x), g = g(x) polindmios em K[z]. Sejam

fl@) =a(x—vi)--(z —va) € g(x) = bz —w) -+ (2 — w)
sobre o corpo de decomposi¢ao de f(x)g(z). Além disso, assumimos que n = df > 0 e
m = dg.
Discorreremos sobre a resultante de maneira semelhante a Childs [2, p. 283]. Confira

também Collins [3].

42



Definigao 3.2 A resultante de f(z) e g(x), denotada por res(f,g), é dada por

n m
res(f,g) = a™b" H 1_[(1)Z — w;).
i=1 j=1
A resultante é uma funcdo simétrica dos v; e wj, daf res(f,g) é um elemento de K.

Os seguintes fatos sao conseqiiéncias imediatas da definigao:

(1) res(f,g) = (=1)™"res(g, f);
(2) res(f,g) = a™ [ L=y g(vi);

(3) Se m =0, entao res(f,g) = b".

Para nossos propésitos, é conveniente assumir que 90 = 0, de modo que em (3) nao

excluimos a possibilidade de que b = 0. Usaremos (1) e (2) para provar o lema seguinte.

Lema 3.1 Suponhamos m > 0 e seja r(x) = f modg. Entdo
res(f,g) = (—=1)™b" 9 res(g,r).

Prova.

n

res(f,g) = (=1)™"res(g, f) = (=1)""" [ [(9(w:)a(w:) + r(w:))

=1

= (=1)m" Hr(wi) = (=)™ res(g, 7).

[ |

Combinando (3) e o Lema 3.1, temos uma formulagao recursiva de res(f, g) semelhante

a formulacao recursiva de M DC(f,g). Esta formulagdo é usada para calcular res(f, g)
eficientemente. Pode-se também calcular res(f, g) ou M DC(f, g) ndo recursivamente por

uso de uma seqiiéncia de restos polinomiais.

3.4 A derivada formal e seus zeros

A derivada formal de um polinémio sobre um corpo K ¢é semelhante a derivada usual

de um polinémio real, possuindo muitas propriedades andlogas a esta.
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Definicao 3.3 Seja f(z) = >, a;x" um polinomio sobre K. A derivada formal de f(z),
denotada por f' ou f'(x), é dada por

fl=Fz)=> iaz""
i=1
onde ia; significa a; + - -+ a; (i vezes).

Existe uma importante relagao entre a multiplicidade dos zeros de f(x) e os zeros de

f'(x), a qual estabeleceremos na seguinte proposigao:

Proposigao 3.1 Suponhamos que f(x) possui um zero v de multiplicidade e > 0. Se

Char(K) 1 e, entao mult(v, f') = e — 1.

Prova. Por hipétese, f(z) = (x—v)°h(x). Entao, f'(x) = e(z —v)* " h(x)+ (z —v)°H ().
Assim, mult(v, f') > e — 1. Agora, se (x —v)¢ | f'(x), entdo (z — v) | eh(x). Isto nao
pode acontecer pois, como Char(K) 1 e, entdao e # 0 e pela defini¢do de multiplicidade,

(x —v) 1 h(x). Dai, mult(v, f') < e. Portanto, mult(v, f') = e — 1. [ |

Coroldrio 3.1 Suponhamos Char(K) > n. Para todo zero v de f(z) de multiplicidade
e>1,v éum zero de MDC(f, f') de multiplicidade e—1 e M DC(f, f') nao possui outros

Zeros. |

3.5 Polinbmios ‘“zeros miiltiplos” e “zeros da soma”

Sejam f(z) € K[x] um polindmio moénico, n = Jf, vy,...,v, seus zeros e d € K.
Queremos encontrar o polindmio moénico de grau n com zeros dvy, . . ., dv,. Tal polindbmio

é denotado por M Z(d, f) (Multiplos de Zeros) e é dado pela seguinte expressao:

d"f(%), se d#0

x", se d=0.

MZ(d, f) =

Sejam f = f(x), g = g(x) € K[x] polindmios monicos tais que

fl@)=(x—v) - (z—v,) eglz) =(z—w) - (z - wn)
sobre o corpo de decomposicao de f(z)g(x). Queremos encontrar o polindbmio ménico em

K{z]| de grau mn com zeros
vitwi,e=1,...,n,7=1,...,m.
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Tal polinémio ¢ denotado por SZ(f, g) (Somas de Zeros).
Note que na equacgao 3.1 abaixo, tanto o membro esquerdo quanto o membro direito

sao polinémios moénicos de grau mn tendo os mesmos zeros:

SZ(f,g) = Hg(x — ;) (3.1)

Assim, para qualquer y € K, conhecemos o valor de SZ(f, g)(y). O mesmo é dado por:

SZ(f,9)(y) = (=)™ res(f(x), 9(y — x)). (3.2)

Se |K| ¢ suficientemente grande, podemos calcular z; = SZ(f,¢g)(y;), usando 3.2,
parai = 1,2,... mn+ 1 e y; € K distintos. Entdao podemos determinar SZ(f,g) por
interpolagao. Isto é, encontramos o polinémio t(z) = SZ(f,g), com 9t < mn tal que
t(y;) = zi, 1 = 1,2,...,mn+ 1. Para algoritmos de interpolacao, o leitor interessado deve

consultar [3, 7].

3.6 Raiz polindmio

Finalmente, precisamos de um algoritmo para resolver o seguinte problema. Sejam
k € N e u(zr) € K[z] um polindbmio moénico com du > 0. Se existir r(x) € K|[x] monico
tal que u(x) = r(z)*, denotamos este 7(x), que é tinico, por PR(k,u) (raiz polinomio).
Encontramos PR(k,u) usando o algoritmo POLYROOT, que segue. Assumimos que
Char(K) > 0u ou Char(K) = 0.

Algoritmo POLYROOT

Entrada:
k € N e u(z) € K[z] monico, du > 0, tal que u(z) = r(z)*, para algum polinémio monico
r(z) € K[z].

Saida:
PR(k,u) (=r(x)).

(1) Se k =1, entdo PR(k,u) = u(z) e Fim.

(2) Faga t(z) < W, t(z) é separdvel e seus zeros sdo precisamente os zeros

distintos de u(z), pelo Coroldrio 3.1.
(3) Faga r(z) « t(x) e s(x) «— u(x);

45



(4) Quando Or < a—,;‘, execute os seguites passos:

(4.1) Faca s(z) — -

t(I)k )
(4.2) Faga t(z) <« MDC(s,t); até a i-ésima iteracao deste “loop”, os zeros de t(x)

sdo precisamente os zeros distintos v de u(z) tais que mult(v,u) > i

(4.3) Faga r(z) « t(z)r(x);

(5) Retorne r(z) e Fim.

3.7 Operacoes com multiconjuntos

Definiremos as operacoes + e — para multiconjuntos. Elas sao semelhantes, respec-
tivamente, & uniao e diferenca de conjuntos, exceto o fato de que as multiplicidades sao
contadas. Usaremos estas operacoes na prova seguinte e no algoritmo da resolvente linear.
A multiplicidade do elemento e no multiconjunto M serd denotada por mult(e, M).

Sejam M, N multiconjuntos e seja e um elemento do conjunto “universo” do qual M

e N extraem seus elementos. Entao M + N é um multiconjunto e
mult(e, M + N) = mult(e, M) + mult(e, N).
Também M — N é um multiconjunto e
mult(e, M — N) = mult(e, M) — mult(e, N),

se mult(e, M) > mult(e, N) e mult(e, M — N) = 0, caso contrério.

3.8 Prova construtiva

Sejam K um corpo satisfazendo as restrigoes descritas na Segao 3.1, f(x) € K[z] um
polindmio ménico, com n = df > 0 e zeros vy,...,v,. Sejam e1,...,e, € K0 <r<ne

M = [eq,...,e.] um multiconjunto. Nés agora provaremos a

Proposigao 3.2 A resolvente linear LR(M, f) pode ser construida sobre K usando ape-

nas as operagoes MZ,S7Z e PR.

Prova. Usaremos inducao sobre r, o comprimento de M.
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i) Ser =1, entao LR(M, f) = MZ(ey, f);

ii) Suponhamos r > 1 e que o resultado seja vilido para todo s, com 1 < s < r. Seja

M =ler,...,e,—q] = [a™, ... al"],

onde ay, . .., ax sdo distintos e m; = mult(a;, M) > 0, parat = 1,..., k. Por hipétese

de inducao, podemos calcular
t(x) = SZ(LR(M, f), MZ(e,, f)).

Para cada zero w de LR(M, f), t(z) tem precisamente os zeros w+e, vy, . .. , W+e,vy,.

Assim, temos que

t(x) = ([ LR, £)*)LR(M, f)",

i=1
onde

M; = (M = lai]) + [a; + a], ; = m:d(LR(M, f))/O(LR(M;, f))

¢ = (n—r+DALR(, f))/d(LR(M, f)).

Podemos calcular ¢; e ¢ usando a expressao 2.1 para o grau de uma resolvente
linear. De fato, por cédlculos diretos envolvendo estas expressoes, vé-se que ¢; =
mult(a; + e, M;) e ¢ = mult(e,, M). Por hipétese, podemos construir

k

s(x) = [[LR(M;, f).

=1

Entao a resolvente linear desejada pode ser obtida por

LR(M, f) = PR(c,t(z)/s(x)).

3.9 Algoritmo LINRESOLV

Sejam K um corpo satisfazendo as restrigoes estabelecidas na Se¢ao 4.1, f(z) € K|z]
um polindémio moénico, com n = Jf > 0 e zeros vy, ..., v,. Sejam ey, ...,e, € K,0<r <mn
e M = [eq,...,e;] um multiconjunto.

A prova indutiva da Secao precedente motiva nosso algoritmo recursivo para construir

LR(M, f), a resolvente linear associada a M e f(x). Algumas mudangas, com relagdo ao
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método da prova, foram feitas, por consideragoes de eficiéncia. O algoritmo é denominado
LINRESOLV e ¢ detalhado a seguir:

Algoritmo LINRESOLV

Entrada:
Um polindémio ménico f(z) € K[z]|, com df = n > 0 e um multiconjunto M = [ey, ..., e,],
0<r<n,ondee,...,e €K.

Saida:
LR(M, f), a resolvente linear associada a M e f(x).

(1) Se qualquer um dos elementos de M ¢ igual a 0 (a identidade aditiva de K') entao
estes zeros sao significativos como simbdélicos ocupantes de posicao. Entretanto, esta
peculiaridade nos permite que LR(M, f) seja determinada considerando apenas o

submulticonjunto maximal que contém apenas elementos nao-nulos:

1.1) Faga m «— mult(0, M);

1.2) Se m = 0, entao vé ao passo (2);

)—l

.3) Se m =r, entdo faca t(z) « “2” e vd ao passo (1.6);

(

(1.2)

(1.3)

(1.4) Faca M «— M — [0]™;
(1.5) Faca t(x) «+ LR(M, f) (aplicagio recursiva deste algoritmo);
(

1.6) Faca d — ("), retorne t(z)* e Fim.
(2) Se r = 1, retorne t(z)? e Fim.

(3) Arranje os elementos de M de modo que mult(e,, M) < mult(e;, M), para i =
1,...,r. Isto assegura que o grau do polinémio construido no passo (4.2) seja o

menor possivel.

(4.1) Faca M « [e1,...,e,1], (= [a/,...,a]"*], onde ay,...,a; sdo distintos e

m; >0, parai=1,... k.);

(4.2) Facga u(zx) «+ LR(M, f) (uso recursivo deste algoritmo);

(5) Faca s(x) «— [[-_, ILR(M;, )%, onde M; = (M — [as]) + [a; + e,] e ¢; = mult(a; +

e, M;) (uso recursivo deste algoritmo);

(6.1) Faca ¢ < mult(e,, M), g(x) — MZ(e,, f);
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(6.2) Tome d como sendo um inteiro positivo tal que para todo b = a¢, para algum
a € K,

i. a? é inico em K, para todas as solucoes a € K de b =a‘ e

ii. podemos calcular eficientemente este a.

iii. Podemos sempre tomar d = c. Entretanto, é mais eficiente escolher d tanto
menor quanto possivel. Por exemplo, quando K = Q: se ¢ é fmpar, entao
tome d = 1 e a? é a tinica c-ésima raiz em Q de b; se ¢ é par, entao tome

d =2 e a ¢ a tinica (c/2)-ésima raiz em Q de b;
(6.3) Faca m « d(Qudg — ds)/(c+ 1), m = O(LR(M, f)?) + 1;

(6.4) Param distintosy; € K,i=1,...,m, tais que s(y;) # 0, faca z; < res(u(zx), g(y;i—
x))/s(y;). Aqui é onde precisamos assumir que |K| é “grande o suficiente”
2z = SZ(u, 9)(y:)/s(yi) = (LR(M, f)(y:))%;

(6.5) Para cada z;, sabemos que z; = af, para algum a; € K. a; = LR(M, f)(y;)-
Parai=1,...,m, faca z; = af. Podemos fazer isto devido & escolha de d como

explanado no passo (6.2);

(7) Tome t(x) como sendo o polinémio de grau m—1 tal que t(y;) = z;, parai = 1,...,m,

usando um algoritmo de interpolacao;

(8) Retorne PR(d,t) e Fim.

3.10 Observacoes

A medida que r cresce, a eficiéncia do algoritmo LINRESOLV decresce notadamente.
Entretanto, na prética, r é geralmente pequeno; freqiientemente r < 3. Para um corpo
K dado, obsrevagoes empiricas podem ser feitas a fim de determinar o tamanho pratico
para r e n.

Quando o algoritmo LINRESOLV é usado para calcular uma certa resolvente linear, o
mesmo deve, geralmente, calcular outras resolventes acessérias, recursivamente. Se estas
sdo teis, deveriam ser salvas. Por exemplo, para calcular LR([13], f), LINRESOLV tem
que calcular também LR([1%], f) e LR([1,2], f).
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Capitulo 4

Implementacao e Exemplos

Ao longo deste capitulo, vale o seguinte:
fx)=2a"+ Z a;x"" € Z[x),
i=1

com zeros vy, ..., v, € M =ley,... e, come; € Z,0<r <n.
Discutiremos nosso algoritmo modular para calcular LR(M, f) e a implementagao
deste algoritmo no computador. Damos exemplos de determinacao de grupos de Galois

sobre QQ, usando esta implementacao.

4.1 Uma aproximacao modular para o calculo de re-
solventes

Seja S(x1,...,%,) um polinémio simétrico sobre Z e p € N primo. Pelo Teorema dos
Polinémios Simétricos,

S=T(s1,...,5n),

para um tunico T € Z|xy,...,2,], onde s;, i = 1,...,n, é 0 i-ésimo polindémio simétrico

elementar. Suponhamos que

f(z) modp =™ + Z@x"*i

i=1
possui zeros vy, . .., U, € sejam
S =S modp, T =T modp.
Entao, sobre Z,:
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Assim,

S(vi,...,v,) modp = S(Ty,...,0,). (4.1)

Vemos que, para qualquer F' € Z[xy, ..., x,] tal que stabs, (F) = stabs, (F mod p):

R(F, f) modp = R(F modp, f modp), (4.2)

onde a tultima resolvente ¢ calculada sobre Z,. Para calcular R(F, f) sobre Z, usando 4.2,
podemos calcular R(F, f) mod p;, para primos distintos p; tais que II p; > 2C, onde C' é
uma cota superior para o médulo dos coeficientes de R(F, f). R(F, f) ¢ entao reconstruida
sobre Z usando o Algoritmo do Resto Chinés (cf. Knuth [7, pp. 268-276]).

Calculamos C' pela cotagao dos médulos dos zeros de f(z), o que nos permite calcular

uma cota para o médulo dos zeros de R(F, f). Se B é uma cota superior para o médulo

dos zeros de R(F, f) e d = O(R(F, f)), entdo

C:max{(?)Bi 11 <i<d}

é uma cota superior para o médulo dos coeficientes de R(F, f).

4.2 Uma cotagao para os zeros de f(x)

Precisamos calcular uma cota A tal que A > |v;|, para todo v; zero de f(z). Zassenhaus

em [15] sugere

T
a;

@F 1)

Sugerimos o método seguinte para calcular uma cota conveniente. Sejam

A = max{ 1<i<n}.

glz) = 2" = 3" Jasfan
=1

e R > 0 uma cota estritamente superior para o médulo dos zeros reais de g(x) (pela Regra

dos Sinais de Descartes, g(z) tem pelo menos um zero real positivo, dai podemos tomar

o1



R como sendo o menor inteiro positivo tal que g(R) > 0). Agora note que para qualquer

ndmero complexo z tal que |z| > R:

|f(2)] > g(]z]) > g(R) > 0.

Assim, R > |v;|, para todo v; zero de f(x).
O método acima é melhor do que aquele sugerido por Zassenhaus e usamos o mesmo

nos exemplos da Segao 5.3.

4.3 A implementacao

E usada a linguagem PASCAL a fim de elaborar o algoritmo LINRESOLV sobre
K = 7Z,,. Assim, calculamos LR(M, f) modp;, para primos distintos p,. LR(M, f) é
reconstruida sobre Z usando o Algoritmo do Resto Chinés e entdao LR(M, f) ¢é fatorada,
usando a fatoracao de Hensel (cf. [7, 15]). Para estas duas ultimas operagoes, usa-se a
linguagem ALGEB, que foi elaborada por D. Ford e permite a computacao com inteiros

de tamanho arbitrério.

4.4 LINRESOLV sobre K =7,

O corpo Z, satisfaz as restrigoes da Secao 3.1, se p > 2D, onde D é o grau maximo
de qualquer polnémio usado no programa. Na prética nés escolhemos p tal que p? é
aproximadamente igual ao maior inteiro que podemos trabalhar (107 < p < 224 na nossa
implementagao).

Adicao, subtragao e multiplicacao sobre Z, sao implementadas fazendo primeiramente
estas operagoes sobre os inteiros e aplicando o operador PASCAL mod para o resultado.
Para dividir precisamos de inversos multiplicativos em Z,. Dado a € Z tal que p 1t a,
precisamos determinar b € Z tal que ab = 1 mod p. Sabemos que existem b,t € 7Z tais

que

1= MDC(a,p) =ab+tp

Dai, b pode ser calculado usando o Algoritmo de Euclides (cf. [7, p. 325]).
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O problema principal, que é dependente do corpo base na implementacao do LINRE-
SOLV, ¢é a escolha de d no passo (6.2). Usando a notacao do passo (6) do Algoritmo
LINRESOLV, afirmamos que d = M DC(c,p — 1) é apropriado. Note que

d=MDC(c,p—1)=sc+t(p—1),

para algum s,t € Z. Seja b = a°, para algum a € Z,. Entdo, b* = a® = a? pois, pelo

Pequeno Teorema de Fermat,
Yl =1,Vy € Z,,y # 0.

Agora precisamos mostrar que y? = 2%, Vy, 2z € L, tais que b = y° = z¢. Temos

yczzciycszzcs:ydzzd'

Quando usamos o Algoritmo LINRESOLYV sobre Z,, a fim de calcularmos LR(M, f) sobre
Z, escolhemos primos p; tais que j t (p; — 1), para j = 3,...,n. Neste caso, d nunca é

maior que 2 no passo (6.2).

4.5 Exemplos

Exemplo 5.1. Seja f(z) = 27 — 1425 4 562 — 562 + 22 (discutido no Exemplo 3.5).
Calculamos e fatoramos L(z) = LR([1%], f), de grau 35, para provar que Gal(f/Q) ¢é o
grupo 71'3, o grupo de Frobenius de ordem 21.

Uma cota superior para o médulo dos zeros de f(x) é 5, daf 15 é uma cota superior para
o mé6dulo dos zeros de L(z). Uma cota superior para o médulo dos coeficientes de L(x) é
$10%2.L(z) mod p; foi calculada para seis primos p; > 107.L(x) foi entéo construida sobre
Z usando o Algoritmo do Resto Chinés. Fatorando L(z) em fatores irredutiveis sobre Q,

encontramos L(x) = Ly (z)Ls(x)Ls(z), onde
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Li(x) = z7—282° + 2242% — 448z + 94,

Ly(x) = a7 —282° +2242° — 4487 + 192 e

Ly(r) = o* — 842" +24362'7 — 311362 + 63582 + 2038402 —
—843922'% — 7338242 + 4207282'° 4 148019247 — 9880642° —
—16520362" + 1138368x° + 9864962° — 6209282 — 2840322° +

+137984x2 + 271042 — 10648.

L(z) possui zeros distintos e sua fatoragdo mostra que a particdo do comprimento das
érbitas de 3—conjuntos sob a acao de Gal(f/Q) ¢ (72,21). Da tabela logo abaixo da
Tabela A.11 do Apéndice, vemos que Gal(f/Q) é TT3.

Exemplo 5.2. Seja f(x) = x° + 15z + 12. Temos que disc(f) = 2'°3*5° e f(x) ¢é
irredutivel sobre Q. Desde que disc(f) ndao é um quadrado, da Tabela A.5 e da tabela
situada logo abaixo da Tabela A.6 do Apéndice, vemos que Gal(f/Q) é 573 (o grupo de
Frobenius de ordem 20) ou 57°5(= S5).

Seja F' = (z1 + 29 — 23 — x4)%. Calculamos e fatoramos R(z) = R(F, f), de grau 15,
para saber qual dos candidatos ¢ Gal(f/Q) (R(F, f)(2*) = LR([1%,—12], f)(x); cf. Segao
3.3, 5.2).

Uma cota superior para o médulo dos zeros de f(x) é 3, dai 144 é uma cota superior
para os zeros de R(z). Uma cota superior para o médulo dos coeficientes de R(x) ¢ 10%.
R(z) mod p; foi calculada para cinco primos p; > 10".R(z) foi entdao construida sobre Z
usando o Algoritmo do Resto Chinés. Fatorando R(z) em fatores irredutiveis sobre Q,
encontramos R(x) = Ry(x)Ra(x),onde O(Ry(x)) =5 e O(Rz(x)) = 10. R(x) possui zeros
distintos e sua fatoracao mostra que que Gal(f/Q) age intransitivamente sobre Sy * F,

dai Gal(f/Q) & 5T'3.
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Capitulo 5

Conclusoes

Este trabalho é deveras importante, do ponto de vista algébrico e computacional,
pois fornece algoritmos que aceleram consideravelmente o processo para a obtencao do
grupo de Galois de um polindmio sobre os racionais, grupo este que desempenha papel
fundamental na questao de solubilidade por radicais de um polinémio, que é objeto de
estudo da Algebra desde os tempos antigos.

A seguir, listamos alguns itens que podem ser considerados como uma continuagao

deste trabalho:

e A elaboracgao, através dos algoritmos fornecidos, de programas em uma linguagem
computacional adequada, a fim de calcular o grupo de Galois de um polinomio
irredutivel sobre os racionais, com coeficientes inteiros, de grau inferior ou igual a

7.

e A obtencgao do grupo de Galois de qualquer polinomio com coeficientes inteiros, de
grau inferior ou igual a 7, ja que sabemos como calcular o grupo de Galois de seus

fatores irredutiveis.

e Fornecer algoritmos que calculem o grupo de Galois de um polinémio irredutivel

sobre os racionais, com coeficientes inteiros, de grau superior ou igual a 8.

e A obtencao de algoritmos que, implementados em computador, calculam eficiente-
mente resolventes polinomiais quaisquer, as quais sao importantes para o cédlculo

dos grupos de Galois, como foi visto ao longo deste trabalho.
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Apéndice A

Tabelas dos grupos transitivos de

graun ,com 3 <n <7

Para cada grau apresentamos informagoes sobre todos os grupos transitivos que pos-
suem tal grau em um conjunto de tabelas. Os grupos sao denominados 711, T2, etc, por
conveniéncia e para evitar confusoes escrevemos n1" para identificar o i—ésimo grupo de
grau n. Todas as tabelas abaixo encontram-se em [1].

Nas tabelas A.1, A.3, A.5, A.7, A.9 listamos a ordem do grupo, se 0 mesmo é ou nao
constituido apenas de permutacoes pares, os possiveis tipos de sistemas de imprimitivi-
dade(caso 0 mesmo seja imprimitivo) e o mimero de suas classes de conjugacao. Se o
grupo possui uma representacao fiel de menor grau, isto é dado na coluna denominada
“Outra Representacao” e abreviada por “O. R.”. Se o grupo é conhecido por um nome
comum, este é apresentado na coluna intitulada “Nome”. Para cada tabela acima citada,
¢ dado um conjunto de geradores para cada grupo, bem como a particao do comprimento
das 6rbitas de r-conjuntos e 2-seqiiéncias (com elementos distintos) sob a agdo de cada
grupo.

As tabelas A.2, A4, A.6, A.8, A.10, A.11 apresentam os elementos distintos de cada

grupo, especificando os seus tipos ciclos.
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Grupo | Ordem | Par | N2 de Classes | Nome
T1 3 + 3 As
T2 6 3 S

Tabela A.1: grupos de grau 3

2
¥ 13
|1 - 2
721 3 2

Tabela A.2: Distribui¢ao de tipos ciclos para a Tabela A.1

Geradores de grupos para a Tabela A.1

a=(1,2,3) b=(1,2)
T1 = {a) T2 = (a,b)
Particoes dos comprimentos das 6rbitas de r-conjuntos e 2-seqiiéncias sob a acao de

G para a Tabela A.1

G 2-conjuntos 2-seqiiéncias
G < As

T1 3 32

G £ As

T2 3 6
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Grupo | Ordem | Par | Imprimitivo [2%] | N2 de Classes | Nome
T1 4 | 4 Za
T2 4 | o+ | 4 T X 7
T3 8 ] 5 Dg
T4 12 + 4 Ay
75 16 5 Sy

Tabela A.3: grupos de grau 4

Geradores de grupos para a Tabela A.3

a=(1,3,4) c=(2,4)
b=(1,3) d=(1,2)(3,4)
T1 = (ac) T4 = (a,d)
T2 = (be,d) T5 = (ac,d)
T3 = (ac, bc)
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2 3
" 12 22 1 4
7111 - 1 — 2
72|11 - 3 — -
73(1 2 3 — 2
7411 - 3 8 -
511 6 3 8 6

Tabela A.4: Distribuigao de tipos ciclos para a Tabela A.3

Particoes dos comprimentos das érbitas de r-conjuntos e 2-seqiiéncias sob a acao de

G para a Tabela A.3

G 2-conjuntos  2-seqiiéncias
G <Ay

12 23 43

T4 6 12

G £ A,

71 2,4 43

73 2,4 4,8

75 6 12
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Grupo | Ordem | Par | N2 de Classes | Nome
T1 5 + 5 Zs
T2 10 + 4 Dy
T3 20 5 Fyo
T4 60 + 5 As
75 120 7 Ss

Tabela A.5: grupos de grau 5

Geradores de grupos para a Tabela A.5

a=(1,2,3,4,5) c=(2,3,5,4)
b=(1,2)

T1 = (a) T4 = (a, bab)
T2 = {(a,c?) T5 = (a,b)
T3 = (a,c)
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2 22 3 3 4

11 2 12 1 5
mirT - - - - = 4
7721 - 5 — - = 4
73(1 - 5 — — 10 4
7411 — 15 — 20 — 24

7511 10 15 20 20 30 24

Tabela A.6: Distribuigao de tipos ciclos para a Tabela A.5

Particoes dos comprimentos das orbitas de r-conjuntos e 2-seqiiéncias sob a acao de

G para a Tabela A.5

G 2-conjuntos  2-seqiiéncias
G < As

T1 5 54

12 52 10?

T4 10 20

G £ As

73 10 20

75 10 20
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Grupo | Ordem | Par N2 de Classes | O. R. Nome
T1 6 ] 6 L
12 6 ] 3 312 Ss
T3 12 ] 6 Drs
T4 12 + || 4 474 Ay
T5 18 9 Zz x S
T6 24 ] 8 Zo X Ay
T7 24 + || 5 AT5 | Im(rep(Sy, P(g—‘g‘)))
T8 24 | 5 AT5 | Tm(rep(Ss, P(5*)))
T9 36 9 7272
710 36 + 6 7274
T11 48 ] 10 Zg X Sy
T12 60 + 5 574 PSL(2,5)
713 72 9 72Dy
714 120 7 5T'5 PGL(2,5)
T15 360 + 7 Ag
716 720 11 Se

Tabela A.7: Grupos de grau 6
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Geradores de grupos para a Tabela A.7

a=(1,2,3) i =(1,3)(2,4)
b=(1,4)(2,5)3,6)  j=1(1,6)(2,5)(3,4)
c=1(1,5,2,4)(3,6) k=(1,2,3,4,5)
d=ab I =(1,6)(2,5)
e = bc? m=(2,3,5,4)
f=(12)
g=1(1,3,5)(2,4,6)
h=fgfg
T1 = (d) T11 = (f,g,1)
T2 = (e, j) T12 = (k,1)
T3 = (d,e) T13 = (a, b, c)
T4 = (g, h) T14 = (k,1,m)
T5 = (a,b) T15 = (¢, k)
T6 = (g, f) T16 = (d, k)
T7 = (g, h,i)
T8 = (g,h,j)
T9 = (a,b,e)
T10 = (a,c)
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3
2 22 3 2 4 4 5

15 14 12 28 138 1 32 12 2 1 6
Ti |1 - — 1 — — 2 — — — 2
T2 |1 - - 3 — — 2 — — - -
T3 |1 — 3 4 — — 2 — — — 2
T4 |1 - 3 - — — 8 — — — -
T5 |1 — — 3 4 — 4 — — — 6
T6¢ |1 3 3 1 - — 8 — — — 8
T7 |1 - 9 - — — 8 — 6 — -
9 |1 - 3 6 — — 8 6 — — -
T9 |1 — 9 6 4 — 4 — — — 12
TI0|1 — 9 — 4 — 4 — 18 — -
Ti1|{1 3 9 7 — — 8 6 6 — 8
Ti2|1 - 15 — — — 20 — — 24 —
T13|1 6 9 6 4 12 4 — 18 — 12
Ti4]1 - 15 10 — — 20 30 — 24 20
Ti5|1 — 45 — 40 — 40 — 90 144 —
T16|1 15 45 15 40 120 40 90 90 144 120

Tabela A.8: Distribui¢ao de tipos ciclos para a Tabela A.7

Particoes dos comprimentos das 6rbitas de r-conjuntos e 2-seqiiéncias sob a acao de

GG para a Tabela A.7
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G < Ag
T4
T7
710
T12
T15
G £ Ag
T1
T2
T3
T5
76
T8
79
T11
713
T14
T16

2-conjuntos

3,12
3,12
6,9
15
15

3,62
32,6
3,62
6,9
3,12
3,12
6,9
3,12
6,9
15
15

3-conjuntos

42 62
42,12
2,18
102
20

2,65
2,65
2,6,12
2,18
62,8
8,12
2,18
8,12
2,18
20
20

65

2-seqiiéncias

6,122
6,24
12,18
30
30

65

65
6,122
62,18
6,122
6,24
12,18
6,24
12,18
30
30



Grupo | Ordem | Par | N2 de Classes Nome
T1 7 + 7 2
12 14 5 Dy
T3 21 + 5 Fy
T4 42 7 Fyo
T5 168 + 6 PSL(3,2)
76 2520 | + 9 Ay
7 5040 15 S7

Tabela A.9: Grupos de grau 7

Geradores de grupos para a Tabela A.9

a=(1,23,4,56,7) c=(2,3)(4,7)

b=(2,4,3,7,5,6) d=(1,2,3)
T1 = (a) T6 = (a,d)
T2 = {(a,b?) T7 = (b,d)
T3 = {(a,b?)
T4 = (a,b)
T5 = (a,c)
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2 22 28 3 2 3 32
1 1 13 1 "1z 22 1

i1 - - — - - - =
(1 - - 7 - - - =
7311 — -— — - - - 14
41 - - 7 - - - 14
511 — 21 - - - = 26
76 |1 — 1056 - 70 — 210 280
7|11 21 105 105 70 420 210 280

Tabela A.10: Distribuicao de tipos ciclos para a Tabela A.9

Particoes dos comprimentos das 6rbitas de r-conjuntos e 2-seqiiéncias sob a acao de

G para a Tabela A.9

G 2-conjuntos  3-conjuntos  2-seqiiéncias
G < Ay

T1 73 75 76

T3 21 72,21 212

T5 21 7,28 42

76 21 35 42

G4 A

T2 73 73,14 143

T4 21 14,21 42

17 21 35 42
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4 2 4 5 5 6

31 3 12 2 1 7
1Tf,- - - - = = 6
7”2 - - - - = = 6
7| - - - - = = 6
MM/l - - - - = 14 6
5| - 42 - - - = 48
76 | — 630 — 504 — — 720
771210 630 420 504 504 840 720

Tabela A.11: Continuacao da Tabela A.10
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