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Resumo

O objetivo desse trabalho é apresentar, de maneira introdutéria, uma exposi¢ao sobre o conceito de infinito
real (ou em ato) de Cantor. Cantor mostrou que conjuntos infinitos nao tém todos o mesmo tamanho (poténcia,
cardinalidade), fazendo a diferenciagao entre conjuntos enumeréveis e conjuntos ndo enumeréveis. Cantor provou
que o conjunto dos ndmeros racionais Q é enumerdvel (com cardinalidade igual & do conjunto dos nimeros
naturais N, denotada por Rg) e o conjunto dos nimeros reais R é ndo enumeravel (com cardinalidade, denotada
por ¢, maior que a de N). Na demonstra¢do de que R é nao enumeravel foi utilizado o célebre argumento da
diagonal de Cantor ou método diagonal. Cantor desenvolveu o seu conceito de Infinito Absoluto, que identificava
a Deus. Os conceitos matematicos inovadores propostos por Cantor enfrentaram uma resisténcia significativa
por parte da comunidade matematica da época. Os matemédticos modernos, por seu lado, aceitam plenamente o
trabalho desenvolvido por Cantor na sua Teoria dos Conjuntos, reconhecendo-a como uma mudanca de paradigma
da maior importancia. Cantor, além de provar de uma forma simples e genial que existiam pelo menos duas
cardinalidades de infinitos. formulou a hipdtese do continuum que diz que ndo existem conjuntos de poténcia
intermediaria entre No e c¢. Nos idltimos anos de vida, Cantor tentou provar, sem o conseguir, essa hipdtese e
morreu demente, num hospicio, em 1918. Somente em 1963, Paul Cohen mostrou que a Hipétese do Continuum
era independente de todos os axiomas da Teoria dos Conjuntos. Poderia ser tomada tanto verdadeira como falsa.
Cantor foi um génio, renegado pelas suas descobertas, por Kronecker e Poincaré, dentre outros, mas também
admirado por grandes matematicos, como David Hilbert autor da célebre frase: “Ninguém nos expulsard do
paraiso que Georg Cantor abriu para nds”. Neste trabalho apresentamos uma breve exposi¢ao sobre o infinito

real de Cantor, o conceito de nimeros cardinais infinitos e alguma coisa sobre aritmética cardinal.

1 Introducao

O conceito de infinito sempre provocou incontéveis discussoes entre os matematematicos ao longo da histéria.

Zenao (495-435 a.C.), filésofo grego - apenas utilizando a idéia de infinito, conseguiu produzir paradoxos famosos,

como o de Aquiles ndo ser capaz de alcangar a tartaruga.

Aristételes (384-322 a.C.) recusava o infinito em ato (ou infinito real), isto é, considerado como entidade. Ele
negava toda a existéncia fisica ao infinito, mas lhe reconhecia certa existéncia matematica. Por exemplo, cada
natural é seguido de um outro, nenhum ponto é o tltimo de uma reta. Os matematicos tentaram se contentar com

esse infinito em poténcia, evitando tanto quanto possivel o infinito em ato.

Galileu Galilei (1564 - 1642) - em seu texto Didlogos sobre as duas novas ciéncias - primeira metade do século
XVII, observou o seguinte fato:
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A relagdo que associa n? ao nimero natural n estabelece uma correspondéncia um-a-um (ou bijetora) entre os
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numeros naturais 1, 2, 3, .... e os quadrados 1, 4, 6, ... que parecem existir em menor quantidade.

| 1
2 | 4

| 6

|
n | n?

Mas, como para cada nimero da coluna da esquerda corresponde um e um sé6 numero da coluna da direita e

vice-versa, nao temos dificuldades em aceitar que as duas tém a mesma quantidade de elementos.

Entretanto, todos os nimeros da direita também podem ser encontrados a esquerda, ou seja, como observou
Galileu, no conjunto infinito dos naturais a parte era igual ao todo. Ocorre que para quantidades finitas o axioma

de que a parte é sempre menor que o todo era uma verdade indiscutivel hé séculos.
O mesmo problema ocorre no caso dos segmentos dos ntiimeros reais entre 0 e 1 e dos nimeros reais entre 0 e 2.

Bernardo Bolzano (1781-1848) examinou esses dois intervalos de numeros [0,1] e [0,2], percebendo a
correspondéncia bijetora:

f:10,1] —[0,2]
f(z) =2z,z €[0,1]

Generalizando, [0, 1] tem a mesma quantidade de ntimeros de [0, a] para todo nimero real a.

A razao profunda da desconfianga relativa ao infinito em ato é o paradoxo da reflexividade: “Se um conjunto

é infinito, pode-se coloca-lo em correspondéncia bijetora com uma de suas partes préprias” (isto é, parte diferente
do todo).

A crenca geral de que O todo é maior que a parte deixa de valer aqui.

Bolzano propos em sua obra “Os paradoxos do infinito”, publicada apds sua morte em 1851, que se veja essas
correspondéncias bijetoras entre o todo e uma de suas partes, como a marca caracteristica das totalidades infinitas.
Mais tarde, o matemético alemao Richard Dedekind (1831-1916) estabeleceu que um conjunto é infinito se ele puder
ser colocado em correspondéncia um-a-um com alguma de suas partes préoprias e hoje adota-se frequentemente esse

conceito em teoria dos conjuntos.

Posteriormente, com o desenvolvimento da teoria dos conjuntos, a solucao do paradoxo da reflexividade, foi
formulada claramente do seguinte modo: a relacao “esta contido em”, entre conjuntos, nao deve ser confundida
com a relacao “possui um tamanho menor que”.

Para Bolzano, a algebra da bijecoes foi longa e tortuosa e ele nao foi capaz de conduzir o desenvolvimento
matematico a que ele préoprio dera inicio.

O trabalho principal foi realizado pelo matemadtico alemao Georg Cantor (1845-1918), descobridor de numerosas
propriedades a respeito do tamanho de conjuntos infinitos, que lhe pareceram tocar o limite do paradoxo da
reflexividade. Ele encontrou distinges entre o tamanho dos conjuntos infinitos!

Neste trabalho apresentamos uma breve exposicao sobre o infinito real de Cantor, o conceito de niimeros cardinais
infinitos e alguma coisa sobre aritmética cardinal.



2 Contando o infinito

Primeiramente vamos formalizar a idéia de “tamanho” de conjuntos.

Definigao 2.1. Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Se existe uma funcdo bijetora f : A — B, dizemos que o
conjunto A € equipotente ao conjunto B e denotamos por A = B. Dizemos também que eles tem igual poténcia ou
mesmo numero de elementos (ou mesma cardinalidade).

A relacao de equipoténcia é uma relagao de equivaléncia.

1. Como para todo conjunto A, a aplicacao id4 : A — A dada por id4(z) = z para todo 2 € A, é bijetora entdo

todo conjunto é equipotente a si mesmo. Logo vale a propriedade reflexiva para essa relagao entre conjuntos.

2. Se A é equipotente a B, isto ¢, se existe f : A — B bijetora, entdo, como f~! : B — A é também bijetora,
B também é equipotente a A. Portanto vale a propriedade simétrica.

3. Se A é equipotente a B e se B é equipotente a C, entao existe f : A — B e g: B — C bijetoras. Dal

go f: A— C também é bijetora e portanto A é equipotente a C'. Portanto vale a propriedade transitiva.
A cada conjunto A estd associado um objeto |A| chamado ntimero cardinal de A, ou cardinalidade de A, tal que
|A| = |B| se, e somente se, A é equipotente a B.

Outras notagoes para a cardinalidade de A:

A,
c(4),
card(A),
#A.

Definicao 2.2. Dados dois conjuntos A e B, dizemos que #A < #B se existe uma aplicacdo f : A — B injetora
(A é equipotente a um subconjunto de B). Se #A < #B e #A # #B dizemos que #A < #B.

Definimos os cardinais finitos (nimeros cardinais de conjuntos finitos) da seguinte maneira:

#2 =0
#{0} =1
#{0, 1} =2

#{0,2, ..., n—1}=n
Pode-se mostrar que, se #4 = n entdao #P(A) = 2".

Quantos elementos tem um conjunto infinito?

Cantor chegou a nocao de infinito - infinito real, e nao a infinidade potencial de limites por séculos utilizada

pelos matematicos - sem considerar diretamente os nimeros, mas sim os conjuntos.

Cantor comegou procurando atribuir “tamanhos”, que ele chamou de poténcias, aos diversos tipos de conjuntos
de infinitos elementos. A esses tamanhos deu o nome de “nimeros transfinitos”. A principio denotou o menor



ndimero transfinito, que é a cardinalidade do conjunto dos nimeros naturais, por w

Todo conjunto infinito possui um subconjunto equipotente a N. Logo a cardinalidade de qualquer conjunto

infinito é maior ou igual a cardinalidade dos naturais.

Quando os elementos de um conjunto podem ser colocados em correspondéncia biunivoca com o conjunto dos

numeros naturais, diz-se que ele é contdvel ou enumeravel e sua poténcia (ou cardinalidade) também é w.
O primeiro conjunto a ser comparado com os dos niimeros naturais foi o dos racionais.

Cantor dispds aqueles niimeros em sucessivas linhas horizontais, em cada linha denominadores em ordem cres-
cente, a partir de 1. Os numeradores, em cada coluna crescem de cima para baixo, também a partir de 1. E fécil
ver que todos os nimeros racionais positivos estao contidos no quadro, inclusive as repetigoes com 1/2 , 2/4, 3/6,
etc ( para os negativos vale o mesmo raciocinio).

Seguindo o esquema de flechas na figura, vé-se que podemos associar um Unico nimero natural a cada nimero

racional, inclusive desconsiderando as repeticoes que aparecem entre parénteses. Portanto a poténcia dos racionais

é a mesma dos naturais, ou seja, w.

/1 — 1/2 1/3 — 1/4 1/5 — 1/6
e /! v /! e
2/1 (2/2) 2/3 (2/4) 2/5
L/ / / v
3/1 3/2 (3/3) 3/4 .-
e /! e
4/1 (4/2) 4/3 .-
L/ {/
5/1 5/2
v
6/1

Em 1874, Cantor percebeu entretanto, que o conjunto dos niimeros reais nao pode ser posto em bijecao com
o dos naturais: ele é de tamanho estritamente maior. Por um método simples e elegante, denominado raciocinio
diagonal, Cantor provou que os niimeros reais nao sao enumerdveis e chamou a poténcia daquele conjunto de ¢ (de

continuo).

O método consiste em supor que exista uma bijecao f entre o conjunto dos nimeros naturais N e op conjunto
dos numeros reais R. Trabalha-se, entao, sobre a diagonal da tabela definida pela bijegao - o i-ésimo digito do

numero real f(i) - e se deduz uma contradicao.

Para ver isso, notemos primeiramente que R é equipotente a ]0,1[. De fato, a aplicagéo

f:R — ]0,1]

—_

(——+1)

v @)= g

T2
é uma bijecao entre R e ]0,1].
Usando o método diagonal de Cantor, mostremos que R nao é enumeravel.

De fato, vamos supor que R seja enumerdvel. Como R =~ 0, 1], entao o intertvalo |0, 1] também é enumerével.
Temos entdo ]0,1[= {a1,as,...,an,...}. Escolha para cada aj; uma representacao decimal infinita dada por a; =
O, T1TE2 -« - Lkn « - --

Assim



aj ZO,I11JL‘12...JZ1n...

as :O,Igll’gg...xgn...

ap, =0,Tp1Tp2 .. - Tpn .-

Seja b= 0,b1by ... 0 elemento do intervalo 0, 1| definido da seguinte forma:

1, sex]—j;«él
b; = 0 T
, sex;; =1

Da definigao de b segue que b; # x;;,¥j = 0,1,2,..., e assim b # a; para todo k. Portanto b ¢ 10, 1], o que é
um absurdo e assim R nao pode ser enumeravel.

Cantor mostrou também que os conjuntos infinitos podem apresentar uma infinidade de tamanhos. Para isso

usou o seguinte resultado:

Proposicao 2.1. Sejam S um conjunto e P(S) = {A;A C S} o conjunto das partes de S. FEntio S ndo é
equipotente a P(S).

Demonstragao. Vamos supor S ~ P(S). Logo existe f : S — P(S) bijegdo. Seja A = {z € S;z ¢ f(x)}
Denotemos f(z) = B, C S. Assim, A = {z € S;z ¢ B, }. Portanto A € P(S). Como f é bijetora, existe p € S tal
que f(p) = A

Se p € Aentdop & f(p) = B, = A (absurdo!).

Se p & A entao p € f(p) = B, = A (absurdo!).

Logo nao existe f : S — P(S) bijetora. O

Teorema 2.1. (Cantor) #A < #P(A). Logo dado qualquer nimero cardinal, sempre existe um nimero cardinal

maior que o numero cardinal dado.

Demonstragao. A aplicagdo f : A — P(A) definida por f(x) = {x} é injetora. Portanto, #A < #P(A). Mas
vimos que A nfo é equipotente a P(A). Assim #A # #P(A). Logo #A < #P(A). O

Cantor provou também que que a cardinalidade ¢ de R é igual a cardinalidade de P(N), o conjunto das partes

de N. Apresentamos aqui uma prova desse resultado.

Teorema 2.2. #R = #P(N)
Demonstragdo. Seja C(A) ={f: A — {0, 1} | fé funcdo}. Temos C(A) ~ P(A).

De fato, basta definir
1, sea€e s ;

F:P(A) — C(A) por F(S)=f|f:A— {0,1} onde, para cada a € A, f(a) = { 0, sca¢s

F é uma fungao bijetora e o resultado segue. Para A = N temos C(N) ~ P(N)

Agora, temos #P(N) = #P(Q), pois N =~ Q.

Seja 1 : R — P(Q) definida por ¢(a) = {z € Q | z < a} (subconjunto formado por todos os nimeros racionais
menores que a). 1 é injetora.

De fato, sejam a,b € R com a < b. Logo existe p € Q | a < p < b. Assim p & 1(a) e p € ¥(b). Dai 1(a) # (b).
Temos entdao demonstrado que ¢ < #P(N).

Mas P(Q) = P(N) = C(N) = {f: N — {0, 1} | f é fungao}



Sabemos que qualquer elemento x do intervalo |0, 1] pode ser escrito na forma 0,z1zex3 ... (representacdo
decimal de x).

Usando esse fato definimos F' : C(N) —]0,1[ por F(f) =0, f(1)f(2)f(3).... Assim F(f) é uma representagao
decimal constituida de zeros e uns. F' é injetora.

De fato, se f,g € C(N) com f # g, existe n € N tal que f(n) # g(n). Logo (0, f(1)f(2)f(3)...f(n)...) #
(0,9(1)g(2)g(3)...g(n)...). Portanto F(f) # F(g). Assim #C(N) < #]0,1[. Mas #C(N) = #P(N) e #]0,1[=
#R = ¢. Portanto #P(N) < c e temos entao ¢ = #P(N). O

Cantor se fazia entao vérias perguntas:

Se haviam varios nimeros transfinitos, serd que era possivel ordena-los?
Haveria um infinito maior que todos os outros?
Havia algum ntmero transfinito entre w e ¢ 7

Cantor nao estava satisfeito com a notagao para numeros transfinitos e resolveu denota-los usando a primeira

N

alef

letra do alfabeto hebraico:

Assim, w = #N foi denotado por Ry e ¢ = #R = #P(N) por 2%,
Mas por que N 7

Cantor conhecia a tradi¢ao judaica, o alfabeto hebraico e a “cabala” (misticismo judaico, tradigdo recebida dos

judeus). As palavras seguintes comegam com a letra R, em hebraico.

Ein Sof - infinitude de Deus
Ehad - um
Eloim - Deus

N - representa a natureza infinita e unicidade de Deus - um novo comecgo para

a Matematica: o comego do infinito real.

Como haviam muitos infinitos, cada vez maiores:
No=#N < H#P(N)=c < #P(P(N)) < ---,
Cantor levantou a hipétese de haver uma sequéncia de alefs:
No, Ry, Ro, -, Ry, o o,

apesar de nao saber a colocagao exata de cada um.

Esses resultados constituiram um primeiro avanco na compreensao do infinito real, e mostraram que as

descobertas eram dignas de interesse. Eles permitiram construir uma hierarquia de totalidades infinitas.

Os primeiros resultados de Cantor nao deixaram de encontrar criticas e reprovagoes. O matematico italiano

Leopold Kronecker chegou a negar a publicagdo de um manuscrito de Cantor no Journal de Crelle, uma das mais



prestigiosas revistas de matematica da época, na qual Cantor nunca mais aceitou publicar seus trabalhos.

O artigo em questao continha um resultado surpreendente. Cantor, sempre preocupado em classificar os infinitos,
descobriu com assombro que objetos de dimensoes diferentes tinham a mesma ordem de infinito. Em termos de
tamanho (no sentido dos conjuntos infinitos), uma reta e um plano (ou mesmo um espago de dimensdo n) sao

idénticos. A respeito disso, ele escreveu, em 1877, para Dedekind
“Estou vendo, mas nao acredito”
Vejamos uma prova desse fato:

e Plano: R? =)0, 1[x]0, 1[~]0, 1[~ R.

Agora defina 9 :]0, 1[x]0, 1]—]0, 1] por

Y(0, 2122, 0,y1,Y2...) = 0, 21Y102Y273Y3...
Podemos mostrar que ¥ é uma aplicagao bijetora.

Segue que

i

R ~]0, 1[=]0,1[x]0,1[~ R x R = R

Generalizando, por indug@o sobre n, mostra-se que

R ~ R".

Pela propriedade transitiva

3 Um pouco de Aritmética Cardinal

Cantor, que era um tedrico conciencioso, desenvolveu uma aritmética do infinito, isto é, uma extensao, para os
nimeros que lhe servem como medida do infinito, das regras de calculo que se aplicam aos nimeros naturais, usados

para medir o que ¢ finito.
Nesta seccao apresentamos uma breve exposicao dessa aritmética cardinal.

I - Adigao:

Sejam u e v dois nimeros cardinais e A e B dois conjuntos tais que ANB =0 e u = #A4 e v = #B. Definimos
u+v=#(AUB).

Se AN B # () podemos considerar A’ = A x {1} ¢ B’ = B x {2} e temos u = #A = #A' e v = #B = #B'.
Além disso A’ N B’ = (. Definimos entdao u + v = #(4’ U B’).

Observamos que:

(i) A operacao adicao estd bem definida, isto é, u + v ndo depende da escolha dos representantes disjuntos A e
B.

(ii) u +v = v + u (comutativa).

(iii) (v +v) +w = u + (v + w) (associativa).



Exemplo 3.1. e Ny + Xy = Ng.
De fato, temos Xg = #N = #(N x {1}) = #(N x {2}). Assim

Ro +Ro = #((N x {1}) U (N x {2})) = No,

pois (N x {1}) U (N x {2}) € enumerdvel, visto que é unidgo de conjuntos enumerduveis.

e Por indugdo sobre n pode-se mostrar que

TL.N():N0+N0+...+N0:NO

n vezes

IT - Multiplicagao

Sejam u e v dois nimeros cardinais e A, B conjuntos tais que u = #A e v = #B. Definimos: u.v = #(A x B).

Observamos que:

(i) A operagao multiplicacdo estd bem definida, isto é, u.v nao depende da escolha dos representantes disjuntos
Ae B.

(i) w.v = v.u (comutativa).
(iii) (w.v).w = u.(v.w) (associativa).

(iii) (v +v).w = vaw + v.w (distributiva com relagao & adigao).

Exemplo 3.2. e N3.8y = Ny

De fato, seja A = N. Temos que Rg = #A. Dai Ro.Rg = #(N x N). Mas (N x N) é enumerdvel. Portanto
#(N X N) =Ny

e Podemos provar por inducao sobre n que para n > 1,

Ng = No.NQ ..... No = No.
—_——

n vezes
o Como #R = #R? = ... = #R" seque que, paran > 1, c* = c.
e Ng.c=c
De fato, temos Ng = #N, ¢ = #R = #P(N) = #P(N x N), pois N x Na N. Assim Rg.c = #(N x P(N))
Definimos F : N x P(N) — P(N x N) por F(n,S) = {n} x S.
Claramente F' estd bem definida. Além disso, F' € injetora pois se F(n,S) = F(m,T) temos {n} xS = {m} xT.

Dai{n} ={m} e S=T, o que nos dd (n,S) = (m,T).

Logo #(N x P(N)) < P(N x N). Isto €,

No.C S C

Por outro lado, considerando a aplica¢do h : R — N xR definida por h(xz) = (0, ), temos h claramente injetora.
Assim #R < (N x R). Isto é,

c < Ny.c
Segue entao o resultado.
IIT - Potenciagao
Sejam u e v dois numeros cardinais e A e B tais que conjuntos u = #A e v = F#B. Seja

AP ={f:B — A| fé funcio}. Definimos: u’ = #(AB) = #A#B



Observamos que:

(i) A operagao potenciacdo estd bem definida, isto é, u¥ ndo depende da escolha dos representantes disjuntos A
e B.

(i) (w.v)¥ = u®.0™.

(iii) u¥t = u’.uv.

w

(iii) u™ =u" .
Exemplo 3.3. e Seja A um conjunto. Entdo #P(A) = 2#4.

De fato, vimos que P(A) =~ C(A). Mas C(A) = {0,1}2. Logo #P(A) = #C(A) = #{0,1}4 = 2#4

o c = 2% pois #R = P(N).

E importante observar que existe outro tipo de infinito introduzido por Cantor, que deve ser distinguido dos
numeros cardinais, que é o infinito dos nimeros ordinais, que nao trataremos aqui. Os cardinais representam o
tamanho dos conjuntos, vistos de maneira bruta, sem levar em conta a possivel existéncia de uma ordenagao entre
seus elementos. O outro tipo de nidmeros infinitos de Cantor, os ordinais, serve para assinalar o tamanho dos

conjuntos em termos de sua posi¢ao em uma sequéncia, ou seja, quando seus elementos sao ordenados, a partir de

uma boa ordem (uma ordem tal que todo subconjunto possui um elemento minimo.

4 A Hipotese do Continuum

Cantor descobriu um problema de tamanha dificuldade, que ainda hoje nao conseguimos dominar completa-

mente: a “Hipdtese do Continuum” (Continuo).

O cardinal do conjunto dos dos niimeros reais, ¢ = 28°, chamado de contfuo, é estritamente maior que o cardinal
dos nimeros naturais, Rg. A hipdtese do continuo diz que entre esses dois tamanhos de conjuntos infinitos nao héa

nenhum outro. Ou seja:

“Nao existe numero cardinal u tal que Ng < u < ¢.”

Como Cantor designou por 8; o menor cardinal depois de Ng, a hipétese do continuo é simplesmente:

c= 2N

Generalizando, designando por N,, ;1 o menor cardinal depois de ¥,,, temos:

Nog <Ny <<, < ...

A hipétese generalizada do continuo é a afirmagao que
Nao existe niimero cardinal u tal que N, < u < N;41.

Ou que:

R Nn+1

Cantor morreu (com transtornos mentais) em uma clinica de repouso, em 1918, sem conseguir provar, nem

descartar, a Hipdtese do Continuum.



Em 1938, o matemético austriaco Kurt Godel (1906-1978) mostrou que em qualquer sistema haverd proposigoes
que ndo podem ser provadas (Teorema da Incompletude de Godel). Mostrou também que a Hip6tese do Continuum
é consistente com os axiomas da Teoria dos Conjuntos (ndo produzia contradigbes). Godel, também desenvolveu
transtornos mentais. Nao conseguiu mostrar que a negacao da Hipétese do Continuum também era consistente com

a Teoria dos Conjuntos.

Em 1963, Paul Cohen (1934-2007), deu o segundo passo. Mostrou que a Hipétese do Continuum era independente
de todos os axiomas da Teoria dos Conjuntos. Poderia ser tomada tanto verdadeira como falsa. Verdadeira ou nao
a Hipdtese do Continuum nao poderia ser provada nem refutada no sistema atual. Ganhou a medalha Fields por
esse trabalho em 1966.

Esses dois resultados afirmam que quem aceita a teoria usual dos conjuntos pode, sem risco de introduzir

contradigoes, adotar tanto a hipétese do continuo, como sua negagao.

“Deus criou os numeros naturais. O resto é obra dos homens.”
Leopold Kronecker (1823-1891)

“ A teoria dos conjuntos de Cantor € uma moléstia, uma doenga perversa, da qual algum dia, os matemdticos
estarao curados.”
Henri Poincaré(1854-1912)

"Ninguém nos expulsard do paraiso que Georg Cantor abriu para nés”
David Hilbert (1862-1943)
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