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1. a) Se X e Y são finitos e X ∩ Y = ∅, mostre que X ∪ Y é finito, e que

#(X ∪ Y ) = #X +#Y.

b) Use a letra a) para mostrar que se Y ⊂ X, e X é finito, então Y é finito, e #Y ≤ #X.

2. Se X e Y são finitos, mostre que X × Y é finito e que #(X × Y ) = #X ·#Y .

Dica: Comece mostrando que se n = #X e m = #Y , existe uma bijeção f : X × Y → Nn × Nm. Em

seguida obtenha uma bijeção g : Nn × Nm → Nnm, cheque, por exemplo, se g(i, j) = (i − 1)m + j é

bijeção. Finalmente, tome h = g ◦ f , e justifique que h é bijeção.

3. Mostre que existe f : Nn → Nm injetora, se, e somente se, n ≤ m.

4. Mostre que existe f : Nn → Nm sobrejetora, se, e somente se, n ≥ m.

5. Mostre que se A é um conjunto finito e b não pertence a A, então A ∪ {b} é finito.

6. Seja f : X → Y , prove:

a) Se X é infinito e f é injetora, então Y é infinito;

b) Se Y é infinito e f é sobrejetora, então X é infinito.

Dica: Use a contra-positiva.

7. SejamX um conjunto finito e Y um conjunto infinito. Prove que existe uma função injetora f : X → Y

e uma função sobrejetora g : Y → X.

Dica: Para mostrar que existe função sobrejetora g, mostre que existe uma função h : N→ X sobrejetora,

e depois que existe uma função p : Y → N sobrejetora (sabemos que existe q : N→ Y injetora, construa

p a partir de q). Tome g = h ◦ p.
8. Tome g : N→ N×N (sobrejetora, justifique porque essa função g existe) e h : N×N→ N, com regra

h(m,n) = n. Mostre que f = h ◦ g é uma função f : N → N sobrejetora, tal que ∀n ∈ N, g−1({n}) é

infinito.

9. Mostre que o conjunto P de todos os polinômios com coeficientes inteiros é enumerável.

Dica: Considere Pm,n = {p ∈ P; p(x) =
∑n

i=1 aix
i; com |a1|+ · · ·+ |an| ≤ m}. Mostre que cada Pm,n é

finito, e que P =
⋃

(m,n)∈N×N Pm,n, e justifique porque P é enumerável.

10. Prove que o conjunto P(N) (o conjunto das partes de N) é não-enumerável.

Dica: Mostre que f : P(N) → S, onde S é o conjunto de todas as sequências infinitas, como s =

(0, 1, 1, 0, 0, 0, 1, 1, . . .), formada pelos símbolos 0 e 1, com regra f(X) = (a1, a2, a3, . . .), onde ai = 1 se

i ∈ X e ai = 0 se i 6∈ X, é bijeção. Como S não é enumerável, conclua que P(N) não pode ser enumerável.

11. Seja A um conjunto não-enumerável. Mostre que se B 6= ∅, então A×B é não-enumerável.

Dica: Construa uma função injetora f : A→ A×B.

12. Seja Y enumerável e f : X → Y tal que ∀y ∈ Y , f−1(y) é enumerável. Prove que X é enumerável.
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